HADJOU Brahimmathématiques/Semestre 6/Transformations intégrales dans les espaces Lp/Groupe 1

Matricule Note Absent Absence Justifiée Observation Section | Groupe
212134009483 5.07 Section |Groupe 1l
212134007340 5.59 Section |Groupel
232334094814 6.88 Section |Groupe 1l
232334042409 5.75 Section |Groupel
222234067712 5.07 Section |Groupel
212134010086 11.0 Section |Groupel
232334057504 9.8 Section |Groupel
232334032120 8.25 Section |Groupel
222234046713 10.55 Section |Groupel
212134002887 4.14 Section |Groupel
232334045014 14.3 Section |Groupe 1l
232334072804 7.55 Section |Groupel
232334008103 18.75 Section |Groupe 1l
232334057517 15.0 Section |Groupel
212234087810 9.42 Section |Groupe 1l
222234008914 Section |Groupel
232334044608 4.47 Section |Groupe 1l
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HADJOU Brahim/mathématiques/Semestre 6/Transformations intégrales dans les espaces Lp/Secti

Matricule Note
212134009483 2.0
212134007340 0.25
232334094814 6.0
232334042409 4.75
222234067712 0.25
212134010086 10.25
232334057504 7.25
232334032120 6.75
222234046713 4.25
212134002887 5.75
232334045014 5.25
232334072804 4.5
232334008103 19.5
232334057517 4.25
212234087810 4.75
222234008914
232334044608 5.25
212134002923 3.5
232334049712 8.25
222234057116 5.25
232334064012 0.25
232334072314 6.75
232334015817 9.5
202034002535 7.75
232334021802 2.5
232334068001 1.0
222234018813 3.75
202034007817




232334046010 6.25
232334061313 7.0
222234084513 11.5
222234042113 2.0
232334041907 18.75
232334021008 10.5
232334031911 9.0
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HADJOU Brahimmathématiques/Semestre 6/Transformations intégrales dans les espaces Lp/Groupe 2

Matricule Note Absent Absence Justifiée Observation Section | Groupe
212134002923 9.0 Section |Groupe 2
232334049712 7.5 Section |Groupe 2
222234057116 8.5 Section |Groupe 2
232334064012 8.5 Section |Groupe 2
232334072314 8.75 Section |Groupe 2
232334015817 12.0 Section |Groupe 2
202034002535 11.0 Section |Groupe 2
232334021802 9.75 Section |Groupe 2
232334068001 14.25 Section |Groupe 2
222234018813 7.25 Section |Groupe 2
202034007817 Section |Groupe 2
232334046010 8.38 Section |Groupe 2
232334061313 9.0 Section |Groupe 2
222234084513 18.88 Section |Groupe 2
222234042113 6.25 Section |Groupe 2
232334041907 16.5 Section |Groupe 2
232334021008 12.88 Section |Groupe 2
232334031911 14.0 Section |Groupe 2
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UNIVERSITE LARBI BEN M’'HIDI DEPARTEMENT : Ml Date : 09/05/2026

Examen du module Transformations intégrales danedpaces Lp Durée : 1h30

Exercice 1(2+5 =7 points).

Soit la fonction f(t) = e~y (1).
1) En utilisant les définitions, détermingf , D et L[f(t)](s).
2) En utilisant la transformée de Laplaaesoudre le probléme de valeurs initiales suivant

[ Y'(®) +3y'(t) + 2y(t) = f(t) pour t >0

y(0) =1, y'(0)=-2.

Exercice 22+3+3 = 8 points).

On considére les deux fonctions définies Bumpar

(1 sifx] <1 _{x silx| <1
f(x)_{O silx|>1 et g(x)= 0 si|x|> 1.

1) Montrer que(f, g) € L*(R) x L*(R).
2) En utilisant la définition de la transforméeFRtmurier, déterminerrf.

3) En utilisantFf et les propriétés de la transformée de Fouréerchiner Fg.

Exercice 32+3 = 5 points).

SoitQ un ouvert d&R™ tel que 0 < 1,(Q) < = et soit(r,s) € [1,0[? tel quer < s. Montrer que
1
1) si f € L*(Q), alors f € L°(Q) et [Ifllsc) < (An(@)* If I (0,

1 1
2) sifeLs(Q),alorsf €L7(2) et lIfllr@ < (2a()" * lIfllsca- (Indice : prendrep = >
et appliquer I'inégalité de Hoélder aux fonctiohs|” et 1g.)

Don suceey



Corrigé type

Exercicel (2+5 =7 points).

1) Par définition, on a x¢ = inf{x € R; f(t)e™" € L}(R})} et Dyr = {s € C;Res > x;}.

fooo dt si x=-1
Soitx € R. On a [;”|f()e ™ |dt = [* e~ Dige = -Gty + =
[— ] six#—1
x+1 £=0

{+oo six<-—1

ﬁ six>—1. D’oU|xf = inf]—1,00[ = -1 |et |DLf ={s €C;Res > —1}|.

Lo ei _ o _ 1 _ t—>+o00
Par définition, pour tow € D¢, on aL[f(t)](s) = |, 1f(t)e stdt = fo e~ s+t — ——e (S+1)t]t:0 =

1 ms —(s+1)t _ 1 — ; ' —(x+iy+1t| —
—— (limg 4, "6+ — 1) = —  vu ques = x + iy avecx > —1 et quion ale”**+¥*| =

|e—(x+1)te—iyt| — e—(x+1)t|e—iyt| — e—(x+1)t et lim,, ;o e—(x+1)t =0.Dol: L[f(t)](s) — ﬁ

2) Premiére étape : on détermiiii€s) = L[y(t)](s). De la question 1, on aL[f (t)](s) = ﬁ En prenant la

transformée de Laplace des deux membres de |'@mqudifférentielle, on obtient

1
LIy"(t) +3y'(t) + 2y(®)](s) = TT1 0,5

En utilisant les propriétés de linéarité et dagdasformée d’'une dérivée, on obtient

1
(s2Y(s) — sy(0) —¥'(0)) + 3(sY(s) — y(0)) + 2Y(s) = T

Sachant quey(0) = 1 et y'(0) = —2, celadonne :(s? + 3s + 2)Y(s) = ﬁ +s+1,dou

1 s+1 1 s+1 1 1

Y(S) = (s+1)(s2+3s+2) + $2+3s5+2 = (+D(s+1)(s+2)  (s+1)(s+2)  (s+1)2(s+2) s+2'

0,5

Deuxiéme étape : on détermingt) = L=(Y(s)). En utilisant la propriété de linéarité, on obtien

y@®)=L"! ((s T 1D2(s + 2)) +L7 (s + 2)'
Ona L1 (ﬁ) =U()e ™

Pour calculerc ™1 (;) on effectue une décomposition en fractions ghetiet on utilise la propriété de
(s+1)2(s+2)
linéarité :
1 A B C

+— =2 A6+ DG +2)+BG+2)+C(s+1)?=1=>

(s+1)2(s42) _ s+1 " (s+1)2 | s+2

A+C=0
3A4+B+2C=0 1 1 1 1
2A4+2B+C=1 = -A=B=(=1> (s+1)2(s+z)__m+(s+1)2+ﬁ 0,75

Doy £t (;) =1 (—i+;+i) = —U(t)e ™t + U(t)te™t + U(t)e 2 [1,25]

(s+1)2(s+2) s+1  (s+1)2  s+2
On obtient ainsi :
y() = -U@)e t+UMte t +U@)e ? + U(t)e % = —U)e t + U(t)te ™t + 2U()e™ %,

ie. [y() = (t—De t+2e7%, vt >0|[05]




Exercice 2 (2+3+3 = 8 points).

1) Onremarque qu¢ = 1j_, 4 avec[—1,1] € B(R), doncf € M (R).

Ona [ |f|dx = f_lldx =2 < oo, donc f € L'(R).[0,75]
On remarque qug = g;f ol g;(x) =x ,¥x € R.Onag, € C(R) c M(R) et f € M(R), donc g € M(R).[0,25]

Ona [ |gldx = f_lllxldx =2 fol xdx = [x?]*2} =1 < o, , donc g € L} (R).

2) Par définition, pour touf € R, on aFf (§) = [ f(x)e ™ dx = f_lle‘z"i"fdx =

[_ e‘zﬂixf]x=1 Si %0 e2mi§ _p—2mi§ €20 sin2mé .
2mi§ ), — 2mié si§ = wé si§#0 .10,5
I2 dx i £ =0 2 sig=0[05 2 sif=0

3)Onaf € L'(R) et M'f = g € L}(R), donc, en utilisant les propriétés 1 (linéar@g)0 (dérivation et multiplication

monomiale),Fg = (— i) (—2miF(M'f)) = —% %. 2,5
Ainsi. pOUff € R*, on a:Fg(E) _ _%((nf)(zm co(jtzfi)rzf—nsinzirf) _ %(an cos(Znng;sinan)

Pour¢ = 0, on aFg(0) = [, g(x)dx = f_ll xdx = 0.
i (21‘[{ cos 2mé—sin 2mé

D'ott|Fg(e) = 2 o) sig=0 | 0,5
0 sié=0

Exercice 3 (2+3 = 5 points).

1) Supposons qug € L* (). Alors, par la proposition 1.19f| < N (f) = lIfll,= p-p.[0,5 ]
DoncNs(F)* = [ If15dx < [,(Iflliecay) dx = (llflle)” [, Ladx = (IIfllio@)) An(Q) < oo.

Dot f € L5(@) et lIfllsay = No(F) = (Jlf 1P ) < ((If liogay) 2n (@)’ = (An(@)* If llzsocay-

2) Supposons qug € L5(Q). OnaN,(f)" = fnlflrdx = fnlflrllﬂdx. On posep = % ,doncp’ = ﬁ

et, grace a lnégalité de Holddf,|f | 1gdx < (fn(lflr)pdx)%(fnlﬂﬂIp’dx)% = (fﬂlflsdx)g(fﬂ lodx) s =
U, IF15d2)5(f, Tadx) * = (Iflls@) (Aa(®) ° <0.[Z] Dolf € Lr(@) et

1l = M) = (7)< (1) (@) = ) = (@) Iflscoy



