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Examen Final : Statistique Inférentielle

Exercice 01 : Soit Xi, X5,..., X, un échantillon aléatoire simple (i.i.d.) suivant une
loi Log-normale de paramétres p et 0. La densité de probabilité pour une observation est

donnée par :
1 Inx — p)?
flasp,0%) = exp o =g , x>0
roy/ 2w 202

OA! L eRet 02 > 0.

Donnez la structure statistique pour une observation et pour un n—échantillon.
Le modele appartient-il & la famille exponentielle ? Justifiez.

Donnez une statistique exhaustive pour les deux parametres (u, 02).

Calculez la fonction de vraisemblance.

Uk W

Si le parametre p est connu (fixé ) :

a) Démontrez que la statistique 7= ., (In X; — 2 est exhaustive.
i=1 Ho
(b) Cette statistique est-elle minimale ?

Exercice 02 : Soit (X7, X5, ..., X,,) un n-échantillon issu d’une population suivant une
loi de Rayleigh de parameétre o > 0. La densité de probabilité est donnée par :

fl@i0) = e/ g >0
g

. On rappelle que F[X?] = 202.
1. Le modéle est-il régulier 7 Justifiez.
Calculez la fonction de vraisemblance L(z;0).
Calculez le score S(o).
Calculez 'information de Fisher I, (o).

Déterminez 'estimateur du Maximum de Vraisemblance ¢ de o.

AN

Calculez la divergence de Kullback-Leibler K (cg, o).

Exercice 03 : Soit X une variable aléatoire avec une distribution de probabilité de
densité : .
Jz
N = _T]I 00
f(l’, CL) 2@\/56 10,4+ [(ZL‘)
oA! ¢ > 0. On rappelle que E[X] = 2a? et E[VX] = a.
1. Calculer 'estimateur a; par la méthode du moments.

2. On pose dy = VX = 1 > T

T on

(a) day est-il biaisé ?
(b) dy est-il convergent ?



Correction de ’examen :

Exercice 01 : (07pts)

1. Structure statistique
— Pour une observation : (|0, +oo|, B(]0, +00[), { P, 0 = (1,0%) tq u € R et 02 > 0})
(0.5pt)
— Pour P’échantillon :(]0, +oo[, B(]0, +00[), {Py,0 = (11,0%) tq p € R et 6 > 0})"
(0.5pt)
2. Famille exponentielle Oui, en développant le carré dans ’exponentielle, la densité
s’écrit sous la forme canonique :

2

1 ! I 1
. 2 e —_—— 2 — —_——,—,—,—— —_—— 2
f(x,,u,o)—exp( 5 2(lnx) + S nx = Inz 21n(27m ))

Onad= 27 et al(x) = (IIlZL')Q, 041<,u,0') = _#, a2(x) = (11117)7@2(:“’0-) = % ) b(ZL’) = —hll',

B(i,0) = —1In(270?). (2pts)
3. Statistique exhaustive : Les fonctions a;(z) = (Inxz)? et as(z) = (Inx) sont conti-
nument differentiables pour tout z > 0 , alors la statistique exhaustive pour 6 = (u,0?)

est

n

T(X) = (zn: lnXi,Z(lnX,-f) (01pt)

i=1
4. La vraisemblance La fonction de vraisemblance est :

n/2 n -1 n
L(z; p,0?) = (27302> (H xl> exp (—% Z(ln x; — ,u)2> (01pt)

5. Cas p = iy connu

a. D’apres le thaoréme de factorisation on a
9(T(x); 0*)h(x) = L(w; p, o),

on a

T(x)=T(y) < Z(ln vy — p)? = Z(ln yi — p)*.

L(y; 22 02) Hizl T

ne depent pas o ssi T'(z) = T(y), donc la statistique 7" est exaustive minimale. (01pt)

L(z; p, 0 T 1 «
M — Hifl Y exp (_27‘2 Z[(ln T — M)Q . (hl Y — M)2]) '
i=1



Exercice 02 :  (08pts)

1. Régularité : Le support est © =|0, +o0o[ est un ouvert de R . Comme le support ne
dépend pas du paramétre o et que la fonction f(z; o) est dérivable trois fois par rapport
a o sur |0,4o00[, le modele est régulier. (01pt)

2. Vraisemblance :

T ey _ Mo 1§
H g eXp( 202;9@-) (01pt)

1:1

3. Score : La log-vraisemblance est {(0;2) = Y Inz; —2nlno — 55 > 2.

Soay =2y 323: (01pt)

80 o

4. Information de Fisher Comme le modéle est régulier.
On calcule g%ﬁ = 22 — 3. %" 22 Sachant que E[X?] = 202, alors E[Y X?] = 2no?.

0-2

2

o2 ot

Jo?

o

I.(0)=—E {826} =—-FE [2—” _3 x?} _an (01,5pt)

5. EMV : En résolvant S(o) =

n

5 = | — X2 02pt
oMy o 2N (02pts)
6. Information de Kullback : On a
f(-r70-0) — ﬂ 2 2102 %
flz;o1) oo

Et comme E,, = 203

K(og,0 —1) = E,, [m M} ~21In (i) L% (01,5pts)
00



Exercice 03 :  (05pts)
1. Méthode de moments On a

my = EB(X) =2a* et M;=X

my =M, < a1 = (01,5pt)

2
2. (a) Biais

OIl a &2 = %Z?:l ZT;

Le biais est

B(dy) = Elds) —a.  (01pt)
On a )
Bla) = B |23 VX = BVX]

Le biais est B(dy) = a — a = 0. L’estimateur est donc sans biais.  (0,5pt)
2. (b) Convergence On a

Via) = V- Y VE] = 5 S VVE) = V()

et
V(VX) = E(z) — E*(VX) = 24> — a® = &
Alors )
V() = =

tend vers 0 lorsque n tend vers l'infinie, alors d, est un estimateur convergent.

(02pts)



