Corrigé
Solution 1 ( 7 f/g

1. Formulation du probléme en coordonnées polaires
Le probléme demande de trouver une fonction u(z,y) harmonique a l'intérieur du disque

D = {(z,y) € R? | 2% + 3 < 6} et qui vérifie la condition aux limites u(z,y) = y + y* sur la Z

frontiere du disque (le cercle d’équation z% + y? = 6) :
Au(z,y) = 0 22+ <6, (1)
ua,y) = y+it P+ =6 ()
Le rayon du disque D est a = v/6. En passant aux coordonnées polaires : \
z=rcosf, y=rsinf 0&5
I’équation (1) s’écrit :
1
ur,+%ur+;§u99=0 0<r<v6 0<6<2m (3)
2. Méthode de séparation des variables |
En cherchant des solutions de la forme u(r, §) = R(r)©(8), '’équation (3) se sépare et donne
naissance a deux équations différentielles ordinaires : @
0"(8) + xe(0) = 0,

r?R'(r)+rR(r) - AR(r) = 0.

Pour que la solution soit physiquement acceptable (fonction univoque), ©(6) doit étre péri-
odique de période 27, J

ce qui impose A = n? avec n € N.
Les solutions pour © correspondantes a ces valeurs de A sont donc

©,(0) = A, cos(nb) + B, sin(nd).

3

L’équation radiale devient I’équation d’Euler

r*Ro(r) + 1R, (r) = n*Ra(r) = 0,

Cur® 4 Dy™®, n=>1
C(]"‘D{]lrl'.", n20 —

dont la solution générale est




Puisque la solution doit étre réguliere (bornée) au centre du disque (r = 0), on doit néces- og
sairement poser D,, = 0 pour tout n € N. :

Par le principe de superposition, la solution générale s’écrit sous forme de série :

u(r,0) = aﬂ + Z " (ay cos(nf) + by, sin(nh)) . (4) |

n=1

3. Utilisation de la condition aux limites -
Sur le bord du disque, on a r = v/6. La condition aux limites est :

u(V6,0) = y +y* = V6sinf + (V6sind)? = V6sind + 6sin® 4. '

Pour pouvoir identifier les coefficients avec la série de Fourier, nggs devons linéariser I’expression
1 —cos

2
, 1 — cos 26 :
u(V6,0) = V6sinf+6 | ———— ) = 3+ V6sinf — 3cos 26

sin? @ en utilisant la formule trigonométrique sin? 8 =

2

D’autre part, ’évaluation de la série (4) en r = /6 donne :
w(v6.6) = = + \/_(al cos @ + by sin A) + 6(ay cos 26 + by sin 26) + ,:

Par identification dxrecte des coefficients (I'unicité du développement en série de Fourier), |

on obtient :
e Terme constant : % =3
e Coefficients pour n=1: v6a; =0 = a; =0¢et vV6b, = V6 = b =1
e Coefficients pour n =2 : 6ay = -3 = a, = —3; et 6b, =0 = b, =0

e Tous les autres coefficients pour n > 3 sont nuls : a, = b, = 0.

En remplagant ces coefficients dans la solution générale (4), on obtient la solution exacte en
coordonnées polaires :
1
u(r,f) = 3+ rsinf — 57'2 cos 26.

4. Expression en coordonnées cartésiennes

Pour revenir aux coordonnées cartésiennes, utilisons 'identité cos 260 = cos? § — sin? 6 :
u(r, 9)—3+wsm9—§(r cos® @ — r?sin? ).
Puisque z = rcos 8 et y = rsinf, on remplace directement :
w(z,y) =3+y— %(12 - y%).

C’est la réponse finale exprimée dans le systéme de coordonnées cartésiennes.



(5(b )

Solution 2 Considérons I'équation de la chaleur unidimensionnelle : ;
w=u 0<z<l1t>0 (5)‘)
Les conditions aux limites sont :

e Extrémité gauche maintenue 4 0° :

u(0,t) =0, t>0. (6) |\

e Extrémité droite isolée :
us(1,¢t) =0, t>0.

La condition initiale est
u(z,0)=g(z) O<z<l. (7)

1. Résolution du probléme (5)-(7) o
a) Séparation des variables

Cherchons une solution de la forme u(z,t) = X(z)T(t). En injectant dans 1'équation (5), 0n7
obtient :

T _X"@) __,
() ~ X@) ~

Ceci nous donne deux équations différentielles ordinaires : i

X@)T'(t) = X"(2)T(t) =

T'(t) + AT(¢) 0,
X"(z)+2X(z) = 0 avec X(0)=0et X'(1)=0.

b) Résolution du probléme de Sturm-Liouville
Pour I'équation en X (z), nous cherchons les valeurs propres \.

e Si A <0, on montre aisément qu'il n’existe pas de solution non triviale satisfaisant les
deux conditions aux limites.

e Pour A > 0, posons A = k?. La solution générale est X(z) = Acos(kz) + Bsin(kz).

¢ X(0)=0 = A=0.

® X'(z) = Bkcos(kz). La condition X’(1) = 0 impose Bk cos(k) = 0.



Pour une solution non triviale (B # 0), nous devons avoir cos(k) = 0, ce qui implique :

{ ,
!.,,:(n+§)7r, n=0,1,2,... @

Les valeurs propres sont A, = (n + %)2 72 et les fonctions propres associées sont :

Xu(z) =sin ((n + 3)7z) .

c) Solution sous forme de série
La solution pour la partie temporelle est
_[(0,$
Ta(t) = e S e S S
Par le principe de superposition, la solution générale est :
o0 1\2 5
u(z,t) = che"(“+5) ™tsin ((n + 3)7z) (8)
n=0

ou les coefficients ¢, sont déterminés par la condition initiale u(z,0) = g(z) via le calcul
intégral :

1

Cn = 2/ g9(z)sin ((n + 3)7z) dz. -

0

2. Comportement asymptotique (t — oo)
Examinons la limite de u(z,t) lorsque ¢ tend vers 'infini. Considérons le terme général de |
la série (8) :

Un(z,1) = cre™*sin ((n + 1)rz)
ol A, = (n+ 3)*2. Comme A, > 0 pour tout n > 0, chaque terme de la série (8) contient
un facteur exponentiel décroissant e~*»t :

lim e~ = 0.

t—ooc

D’apres les propriétés des coefficients de Fourier, si la donnée initiale g est intégrable sur
[0, 1], alors la suite (c,) est bornée. Il existe donc une constante M > 0 telle que |¢,| < M @

pour tout n. Par conséquent, pour tout z € [0,1] et t > 0, nous avons :

|un(z, )| < |ca| € |sin ((n + 3mz)| < Me™,

d’on,
!lirgoun(:c, t) =0, Yz € [0,1].



Par passage a la limite t — co sous le signe ), il s’ensuit que

fll'frnlc u(z,t) = 112232_:0 b2t = z_:otlirg ta(z,t) =90, vz € [0,1]. (9)

= #]

Pour justifier rigoureusement ce passage a la limite (tlim Yonso UnlZ: 1) = Yues tlirglc unp(z,t)),

—00 —
il est nécessaire de démontrer la convergence uniforme de la série (8) par rapport a ¢ sur un
intervalle de la forme [to, +o0[ avec ¢y > 0.

o0

a) Majoration des termes de la série

-—

Soit #o > 0 arbitraire. D’apreés ce qui précéde, nous avons pour tout z € [0,1] et £ > t5 > 0 :
lup(z,t)| < Me™,

b) Convergence normale et uniforme @
Posons M, = Me™*%, La série numérique Y M, est une série & termes positifs. Le

critére de d’Alembert ou la comparaison avec une série géométrique montre que »_ M,

converge. Puisque  sup |un(2z,t)| < M, et que Y M, < oo, la série 3 un(z,t) converge
z€(0,1],t>1p

normalement, et donc uniformément, sur le domaine [0, 1] x [to, +oo[ (M-test de Weierstrass).

c) Passage a la limite sous le signe )

En vertu du Théoréme d’interversion limite-somme pour les séries de fonctions, le passage

(9) se trouve justifié. -

Interprétation physique : L'extrémité gauche est maintenue a 0° et la droite est isolée. Sans

source de chaleur interne, toute I'énergie thermique s’évacue progressivement par = = 0, et 0 )
la barre finit par se refroidir complétement jusqu'a atteindre 1’état d’équilibre thermique nul
u=0.

Solution 3 ( S ?L)

1. Comparaison de solutions (Principe du maximum) Considérons la différence w(z,t) =

u(z,t) — v(z,t). Par linéarité de 'équation de la chaleur, w satisfait :

w — kw,, =0, dans Q = {(z,t) ; a<z<b, t>0}.
Les hypothéses imposent que :

w(z,0) <0 (z € [a,b]), w(a,t) <0, w(b,t) <0 (t>0).

Etant donné T > 0 arbitraire, par le Principe du Maximum, le maximum de w sur le

domaine
Qr={(zt);a<z<b,0<t<T}



est atteint sur la frontiére parabolique @
Ir:=Qr~Qr={(z,0); a<z<blu{(at); 0Lt TIUiDY) ; 0SE£ T

Ainsi :

maxw =maxw <0  pour tout 7 > 0. (10)
Qr Fr

Comme T est arbitraire, (10) signifie que w(z,t) < 0 partout, ce qui implique u(z,t) < @
v(z,t) pour tout a < x < b et tout ¢ > 0.

. Unicité pour le probléme périodique (Méthode de I’énergie) Soient uy, uz deux solu-

tions du probléme considéré. La différence w = u; — uy satisfait :

w, = kwey =0, w(0,t) = w(L,t), we(0,t) = we(L,t), w(z,0)=0.

Définissons I'énergie : , @
E(t) = 1/ w?(z,t)dr > 0.
2 Jo

On calcule :

L L L
E'(t) = / ww, dr = J.'f W, dr = A‘[u'w,];' - lr/ w? du.
0 0 0

Le terme de bord : les conditions périodiques w(0,t) = w(L,t) et w,(0,t) = w.(L,1)
donnent :
k[w u',];' = k[u'(!..f)ur,([.. t) — w(0, t)w.(0, t)] = 0.

Done : ;
E'(t) = -«k/ w?dr <0.
0

L'énergie est non croissante et done

E(t) < E(0) vt > 0.
Comme E(0) = %f;[u-(.r.(})}’:tr =0et E(t) 2 0, on conclut E(t) =0, d’ott w =0 et @
par suite u; = ua.



