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Corrigé Détaillé de ’Examen de Topologie

Année universitaire 2025/2026 - Durée : 90 minutes

Exercice 1 : Changement de Métrique (8 points)

Données : d(z,y) = |x — y| et 0(x,y) = |arctan  — arctan y|.

1. Preuve que ¢ est une distance (1,5 pts)

Il est évident que 0 est une application de R x R dans R (0,25)

e Séparation : 6(x,y) =0 <= arctanz = arctany <= x = y (injectivité de la

fonction arctan). (0,5)
e Symétrie : d(y,x) = |arctany — arctanz| = | — (arctanz — arctany)| = §(z,y).
(0,25)

e Inégalité triangulaire :

d(z,z) = |arctanx — arctan z| = |(arctanz — arctany) + (arctany — arctan z)|

< |arctan z — arctany| + | arctany — arctan z|
=0(z,y) + 0(y, 2). (0,5)

2. Equivalence Topologique (2,25 pts)

e La fonction arctan est continue de R usuel dans lui-méme. Donc, si z, — =
pour la distance d, alors arctan(z,) — arctan(x). Ceci est équivalent a dire que
| arctan(z,,) — arctan(z)| — 0, soit d(x,,x) — 0, i.e. id(z,) — id(z) pour J.
L’application id : (R, d) — (R, d) est donc continue. (1)
Alternative : Comme la fonction arctan est 1—lipschitzienne de R usuel dans

lui-méme, il vient pour tous z,y € R,
 (id(x),id(y)) = d(x,y) = |arctanz — arctany| < |z — y| = d(z, y)

ce qui signifie que id est également 1—lipschitzienne de (R, d) dans (R, ) et par
conséquent id : (R, d) — (R, ) est continue.

e Réciproquement, soit x,, telle que d(x,,x) — 0. Alors arctan(z,) — arctan(x).

Par continuité de I'application réciproque (tangente) sur | — 7, Z[, on obtient :
tan(arctan(z,)) — tan(arctan(z)), i.e. x, — x ou id '(z,) — id”'(x) pour la

distance d. L’inverse id ™" est donc continu. (0,75)



e Conclusion : Puisque id : (R,d) — (R,d) est bijective et bicontinue, c’est un

homéomorphisme. Les deux distances définissent la méme topologie. (0,5)
3. Etude de la suite z,, = n (2,75 pts)

a) Pour d : d(x,41,2,) = |(n+1)—n| =1 -» 0. La distance entre deux termes
consécutifs ne tend pas vers 0, donc la suite n’est pas de Cauchy (elle diverge

vers +00). (0,5)
Alternative : (x,) n’est pas bornée dans (R, d), donc elle n’est pa de Cauchy pour d.

b) Pour § : La suite numérique u,, = arctan(n) converge vers 7/2 dans R usuel. Elle
est donc de Cauchy dans (R, d) :

Ve>0, AN €N, Vn,m > N:  |u, — uy,| <e

Or,

|tn, — um| = |arctan(n) — arctan(m)| = d (n,m) = 0 (zp, Tm) -
Par conséquent, (x,) est de Cauchy pour 0. (1)

c) Convergence dans (R,0) : Supposons que (x,) converge vers une limite ¢ € R

pour §. Alors lim d(x,,¢) =0, i.e. lim arctan(n) = arctan(¢). Or, on sait que
n—oo n—oo

lim arctan(n) = 7. Par unicité de la limite, on devrait avoir arctan(() = 7.

n—oo 2
Cependant, I’équation arctan(¢) = 7 n’admet aucune solution dans R (car
I'image de arctan est l'intervalle ouvert | — 7, 7). Donc la suite ne converge pas

dans (R, ). (1,25)

4. Complétude : Un espace métrique est complet si toute suite de Cauchy y est con-
vergente. Nous avons exhibé une suite (x,, = n) qui est de Cauchy pour ¢ mais qui ne

converge pas dans l'espace. L’espace (R, d) n’est donc pas complet. (0,75)

5. Equivalence Métrique : Si deux distances sont métriquement équivalentes alors
elles ont les mémes suites de Cauchy (et méme complétude). Ici, (R,d) est complet
(théoreme fondamental de Panalyse réelle), mais (R, 0) ne l’est pas. Elles ne sont pas

métriquement équivalentes. (0,75)




Exercice 2 : Topologie de la Symétrie sur R (12 points)
Soit T={GCR|VxeG :—x € G}
1. Preuve que 7 est une topologie (1,25 pts)

e () € 7 (condition vide) et R € 7 (car x € R = —z € R). (0,25)

e Intersection finie : Soient G;,Gy € 7. Si z € G1 NGy, alors x € Gy et x € Go.

Par symétrie, —x € G; et —x € G, donc —x € G1 N Go. (0,5)
iel Gi’
alors Jig € I tel que = € G;,. Comme G;, € 7, alors —z € G;,, dou —z € |JG;.

e Réunion quelconque : Soit (G;);cr une famille d’éléments de 7. Six € |

La réunion appartient donc a . (0,5)
2. Comparaison avec la topologie usuelle 7, (0,75 pt)

e L’intervalle |1, 2[ est ouvert dans 7, mais pas dans 7 (car |1, 2] n’est pas symétrique).
Donc 7, ¢ T. (0,25)

e La paire {—1,1} est symétrique, donc ouverte dans 7. Or, ce n’est pas un ouvert
usuel (les singletons ou ensembles finis ne sont pas ouverts dans R usuel). Donc
T Ty. (0,25)

Conclusion : Les topologies ne sont pas comparables. (0,25)

3. Les fermés sont les ouverts (0,75 pt) Soit F' un fermé. Alors F' L est ouvert,

c’est-a-dire symétrique. Par suite,
reF <« z¢Ft
— —x ¢ F' (car FC est symétrique)
— —r€eF

Donc F' est fermé si et seulement si F' est symétrique, ce qui revient & dire que F est
ouvert. (0,75)

4. Voisinages et Séparation (2 pts)

e Voisinages et base de voisinages : Un ensemble IV C R est un voisinage de a
s’il existe un ouvert G tel que a € G C V.
Le plus petit ouvert contenant a est le plus petit ensemble symétrique contenant

a, noté S,.



Sia=0,S5)={0}. Sia#0,S,={a,—a}.
Par conséquent, V € V(a) <— S, C V, (1)

et le singleton {S,} est une base de voisinages de a. (0,5)

e Séparation (Hausdorff) : L’espace n’est pas séparé. Contre-emple : Prenons
r = 1et y = —1. Tout voisinage de 1 contient {—1,1} et tout voisinage de —1

contient {—1,1}. Leur intersection n’est jamais vide. (0,5)

5. Limites de la suite z, = (—1)" (1 pt) Par définition, une suite réelle converge vers
un réel [ si tout voisinage de [ contient tous les termes de la suite a partir d’'un certain

rang.

La suite (z,,) prend ses valeurs dans {—1,1}.

e Soit V' un voisinage de 1. Alors {—1,1} C V. Tous les termes de la suite (x,,)

sont dans V. Donc z, — 1.
e De méme, pour tout voisinage de —1, tous les termes de (z,) y sont. Donc
T, — —1.

La suite admet deux limites : 1 et —1. (1)

6. Intérieur, Adhérence et Dérivé (1,5 pts)

e A est le plus grand ouvert (symétrique) contenu dans A : A = AN (=A4). (0,5)
o A est le plus petit fermé (symétrique) contenant A : A= AU (—A). (0,5)
e A’ (ensemble dérivé) : x € A’ ssi tout voisinage de x rencontre A \ {z}.

Sixz =0, Sy = {0}, lequel est un voisinage de 0, ne rencontre pas A\ {0}. 0 n’est

donc un point d’accumulation d’aucune partie A de R.

Siz #0,S, ={z,—x} constitue une base de voisinages de z. D’ou,

reA — |Su~{z} | NA#4£T <— -z A
——
~{~}
Ainsi, A/ ={z e R*; —zc A} =(—A)NR~ (0,5)



7. Applications numériques (1,5 pts)

Partie Intérieur (0,5) Adhérence (0,5) | Ensemble dérivé (0,5)
A= {0} | {0} (sym) o (wm) | o
Ay = {1} &g (car —1¢ Ay) | {-1,1} {-1}
8. Application f(x) = z? (1,25 pts)
a) Tracé de la parabole : (0,25)
Yol

b) Continuité de f: (R,7,) — (R, 7).

e VV = {0} est un voisinage (ouvert) dans (R,7) de f(0) = 0 mais f~1(V) =

{z | > = 0} = {0} n’est pas un voisinage de 0 pour la topologie usuelle. f

n’est pas continue en 0.

(0,5)

e Soit a un réel arbitraire non nul. V = {a? —a?} est un voisinage dans (R, 7)

de f(a) = a® mais f~1(V) = {z | 2% € V} = {—a,a} n’est pas un voisinage

de a pour la topologie usuelle. f n’est pas continue en a.

9. Topologie trace sur [0, +oo[ (0,75 pt)

Les ouverts traces sont GN R, ou G € 7.

(0,5)

(0,25)

Tout sous-ensemble A C R, peut s’écrire A = (—AUA)NR,. Comme —AU A € 7,

toute partie A de [0, +00] est ouverte pour la topologie trace Tjg ;oof-

Conclusion : La topologie trace sur [0, 400] est la topologie discréte P ([0, +o0[).

(0,5)



10. Espace produit R? (1,5 pts)

a) Ax B=AxBet Ax B=Ax B.
b) Pour E = {(0,1)} = {0} x {1} et F = [=3,1] x [0,2], on a

E = {0}x0=0 et E={0}x{-1,1}={(0,1),(0,-1)},

F o= [-1,1] x {0} et F=[-3,3]x[-2,2].

(0,5)
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