Corrigé détaillé — Examen M1 Mathématiques appliquées

Compléments sur 'intégration et les espaces de Lebesgue

Exercice 01 (07 points)
Soit 1 < p < oo et p’ 'exposant conjugué. On suppose que

eip € LP(R)NLYR),  supllgjlly <1,  ¢; — ¢ dans L'(R).
i>1

1. (2 points)
Soit g € L*°(R). On a

[ oter- </J)‘ < [ lglles = ol < lgllolios = .

Comme ||¢; — ¢[[1 = 0, on en déduit

lim [ g(z)(pj(x) — ¢(x))dz = 0.

2. (2 points)
Soient f € LP(R) et g € C.(R). On écrit

/f«pj—/fsoz/(f—g)cpj+/(g—f)s0+/g(soj—sO)-

En appliquant I'inégalité triangulaire, on obtient

‘/fsoj—/fw‘él/(f—g)% +'/(g—f)so‘+‘/g(sﬂj—so)‘-

3. (2 points)

La densité de C.(R) dans LP(R) assure que pour tout £ > 0, il existe g € C.(R) tel que
1f —glp <e.
Par I’inégalité de Holder,
5= 00| <1 = slulisl < 1 =gl

et

] o= 1| <17 = albllot < 17 = gl

Le troisiéme terme tend vers 0 d’aprés la question 1. Ainsi

/f‘Pj —/fso‘ <2|f = gllp-

En faisant tendre || f — g||, vers 0, on conclut que

lim sup
Jj—00

Jj—00

iim [ f@)ei()do = [ fa)pta)da,

1



4.

Posons
i) = 3" 1(0,15)(x)-
On vérifie que |||y = 1 et p; — 0 dans Lp’(]R).

En appliquant le résultat précédent avec ¢ = 0, on obtient

lim [ f(z)p;(x)dx =0, Vf e LP(R).

j—00 R
Exercice 02
On considére oo

1—
F(t)= / 1T OO —at dz, t>0.
0 e
1.
On calcule oo oo
+oo 1
/ xe P dy = [ xef‘“} + / e T dy = ol
0 0 0 t

2.

Pour tout # >0, ona0<1—cosz < 22, d’oi

1—cosx _ _
0< — e @ < et
T

La fonction dominante est intégrable, donc F' est bien définie. De plus,

1
0§F(t)§3—>
t¢ t—+oo

3.

On dérive sous le signe intégral :

+oo
F'(t) = —/ (1 —cosz)e ™ du.
0

Or
+o0 1 +oo t
/ e Pdy = =, / e eosxdr = TR
0 t 0 241
Ainsi .
t
Fity=—(-——-"—).
0=-(;-#1)
4.

En intégrant F'(t) et en utilisant lim;_, 1, F(t) = 0, on obtient

F(t):;m(utlz).

(1 point)

(07 points)

(1 point)

(2 points)

(2 points)

(2 points)



Exercice 02 (06 points)
On considére 0 < a < 1 et . (az)
° arctan(ax
K(a) = oA da.
(a) /1 (1 + x2?) dr

1. (1 point)

Posons u = xy. Alors du = x dy. Lorsque y = 0, u = 0 et lorsque y = a, u = ax.

a x axr 1
/0 1522 Yy /0 T2 Tu=arc an(ax)

@ x
/0 T 22 dy = arctan(ax)

2. (1,5 point)

D’aprés la question précédente,

arctan(a:z:):/ ———d
0

K(a)—/Jroo /a - ! dx
N o 1+ a22y? Y z(l4+a2)

On simplifie par z et, la fonction étant positive, on applique le théoréme de Fubini :

a —+o00 1
k= [ e e

Ainsi,

3. (1,5 point)
Pour y > 1, on cherche A, B tels que
1 A n B
(14 22)(1 +22y2)  1+a2 14 22y?
1 2
On obtient : A = 5, B=-— Y 5
-y -y
Donc :
1 1 1 y?
(1+22)(1+22y2)  1—9y2 \1+a2 1+ a2y?
4. (2 points)

En remplacant dans l'intégrale :

K( ) /a 1 /—i-oo 1 J 2/’+OO 1 J J
a) = e ——dx — ——dx .
0 1—y2 1 1+$2 y 1 1+x2y2 Y
+oo 1 1/m
, et 7d:v:f<——arctan )
| =3 )

K(a) = /Oa . —1y2 (% —y <g — arctan(y))) dy.
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