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Exercice 1. (6,5pts)
Soit f : R —» R la fonction définie :

1 six €]0,1],
f(x) ={2—x six €]1,2],

0 sinon.

(1) Montrer que f, f' € L} .(R).

loc

D’abord, on trouve

' _(—1 six€e]1,2],
e = { 0 sinon.

5

Ona
os] f(x)dxsfaf(x)dx=faf(x)dxsfzf(x)dx=jldx+J2(2—x)dx=;,
K -a 0 0 0 1

et

a a 2 2
02[ f'(X)de.f f’(x)dx=j f’(x)dxzj f’(x)dx=—J dx =—1
K -a 0 1 1
pour tout compact K c [—a, a] dans R. Ainsi donc, f,f’ € L} _(R).

loc

| e

(2) Calculer la distribution T} sur R. En déduire que : (T;) = 8, — 151, au sens des distributions.

Comme f € Lj,.(R), la distribution T; est bien définie sur R. Ona

1 2
(T, ) = f FOP() dx = f o () dx + f 2-9px)dx Ve € DR).
R 0 1

Ainsi donc,
(T7) 0) = ~(Tp 0") = — [, fO)@'(x) dx

1 2
= —f @' (x) dx — f 2—-x)¢'(x) dx
0 1 ,

= o0l - 2= 9wl - [ 9 dx

1

00 €

2
= 0(0) — f 9(x) dx = (80, 0) — (11121, 9)
1

= (6o — Lj12,, ) Vo € D(R),
ie. (T;) = 8o — 1y, au sens des distributions.

‘ (3) Déterminer T, dans D'(R). Que remarque-t-on ?
Comme f' € Lj,.(R), la distribution T+ est bien définie sur R. On a
2

Ty, ) = fR f'()e(x) dx = —f @(x) dx = —(1}15,0) = (1312, ¢) Vo € D(R),
1

i.e. Tf’ = _1]1,2] danS @I(R).
On remarque que
(Tf)' =T + 3, dans D'(R),

ce qui pouvait étre obtenu grace au Théoreme des sauts.

SIG
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Exercice 2. (7,5pts)

Soit {f;, }.en+ la suite des fonctions définies sur R par

] 1
fn(x)={n Slxe]o’ﬁ[’ vn € N*,
0 sinon,

(1) Est-ce que {f;, }nen+ CONverge ?

Soit x € R et calculons lim,,_, ;o f,, (x).
Six < 0, alors f,(x) = 0. Donc,
lir+n fn(x) =0.
n——+oo

Six > 0, alors il existe n, € N* tel que x > ni D’ou, pour tout n = ny, ona f,(x) = 0. Donc,

0
n—-+oo
Par conséquent, {f;, },en+ cOnverge vers f = 0.

(2) Montrer que {Tfn}neN* converge dans D’'(R) vers §,. En déduire que {2}
D'(R).

. Ne converge pas dans
neN

D’abord, on a
1/n

osf fn(x)dxs']-af;l(x)dxsf ndx =1,
K -a 0

pour tout compact K c [—a, a] dans R. Ainsi donc, {f;, },en+ € L1, (R).

Pour montrer que {Tfn}nEN* converge dans D'(R) vers &, il suffit d’établir que

Mim (T, ) = (S0, 9) Vo € D(R).

J

Ona

o) = [ fiO0 ax vnenw,

et donc, )

(T ) = B0, @) = | fu)0() dx = ()| = | ;" npx) dxc = (0)|

1/n 1/n
f nlo(x) — o(0)]dx | <n f p() — (O] dx  VneN.

Le théoréme des accroissements finis assure qu’il existe & € ]0,%[ tel que :
P0) — 9(0) = x¢'©).

1/n

J

11 s’ensuit

1/n M1

|<Tfn,(P) — (60,<P)| < nf x|l (&) dx < an xdx = > vn € N*,
0

0
M = supierl@’ (O] = ll¢’ |l oo
Par conséquent,
lim [Ty, ) — (60,9} = 0,
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Mim (Ty, ) = (80, 9) Vo € D(R),
ie. {Tfn}nEN* converge dans D’'(R) vers &,.
Soit, maintenant, ¢ € D(R) telle que ¢(0) # 0.0Ona
(Tr2, @) = j 2 (x)p(x) dx =f n?p(x) dx
R 0

1/n
= nj ne(x) dx = nf fa(@e(x) dx =n(Ty,p) Vn €N
0 R

Comme

nl—i}-!I-loo(TfnJ @) = (8, ) = (0) # 0,

on déduit que
nl—lﬂloo(TfT%’go) = too,

ie. {Tfrf}neN* ne converge pas dans D'(R).

(3) Montrer que la suite {Tf,% - nSO}nEN* converge dans ©'(R) en calculant sa limite.

Soit ¢ € D(R). Ona

(T = 180,0) = T,0) =1 B0, 0) =% [ [9() - 9(O)]dx.
0

Au voisinage de 0, le développement en série de Taylor donne

2
0 () = 9(0) +x¢'(0) + 9" (&)

avec &, €10, x[.
D’ou,
! 2 n ! 2 1 n
(Tjz = 8o, 0 = n2 [} [xg' (0) + 9" (€0)] dx = 27 (0) + 2 [" 229" (&) dx.
Mais,

1
2

ne (n
=Moo ax
0

n? %
S;f x%|p" (&) dx
0

Be

le 1/n 1
< —suple”(t If x%2dx = — 10" || -
7 Suplg () i 5 e

Par conséquent,

: 1 ! 1 ! 1 ! 1 !
Jm (Tpe —néo, ) = 5¢"(0) = 5(80, ¢") = =5 {8, 9) = (=560, 9) Vo ED(R),

i.e. limy,400(Ts2 — n6,) = —%6(’) dans D'(R). I

g
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Exercice 3. (6pts)

(1) Soit E un e.v.t. Montrer que I'intersection de tous les voisinages de 0 est égale & {0} et représente un
sous-espace vectoriel de E. En déduire que E est de Hausdorff si, et seulement si, {0} est fermé.

Dénotons par NV I’intersection de tous les voisinages de 0. Evidemment, on a {0} c V.

Inversement, soit x € V. Alors, tout voisinage de 0 contient x.
Ainsi donc, tout voisinage de x contient 0.

D’ou, x adhére a {0}, i.e. x € {0}.

En résumé, on obtient ' = {0}. @
Comme {0} est un sous-espace de E, son adhérence {0} = IV Dest aussi.

Dire que {0} est fermé revient a dire que N = {0}, ou qu’aucun élément x € E\{0} ne peut appartenir a

tous les voisinages de 0.
Par conséquent, {0} est fermé si, et seulement si, E est de Hausdorff.

0.25

(2) Soient U c R™,V c R™2 (ny,n, € N*) deux ouverts, et F une fonction de classe C* sur U x V. Pour

toute ¢ € L1,.(V), on pose :

W) = f FGoy)e()dy  VxeU.
14

Montrer que I’application K : ¢ — 1 envoie continiment L},.(V) dans E(U).

D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe [, on a
(DY) (x) = f (DEF)(x,y)p(y)dy Vx € UaeN"
14
Ceci montre que i € E(U). L’application K : ¢ — 1 est bien définie de L},.(V) dans E(U).
Soit K un compact dans V. Si H est un compact dans U et m € N, alorson a
pH,m(:K((p)) = SUPxey SUP geNm |(Da%((ﬁ))(x)|

|la|lsm

< sup | supl(DERG NI l0G)] dy
K

aeNT X€EH
la|sm
<| sup sup |(DEF)(x,y)l f 0G| dy
(x,y)EHXK a€eN" K
la|sm
< sup  sup |[(DEF)(x, )| | ol Yo € L, (V).

(x,y)EHXK a€eN"
la|sm

Cela montre que P’application ¥ est continue de L}, (V) dans £(U).



