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Exercice 1 (07 pts, 80 mn) Soit Q = {(x,t) € R%0<x<1,0<t<1}, on définit le
probléme de Laplace avec des conditions de Dirichlet non homogénes suivant :

oxY T BT
(%0)—’L J(‘f» 1)—"%—1 Vre[o 1] (1)
y(0,t) = —t, y(1,t) =2 -t Vt e 0,1,

oy =y(x1?).

1. Représenter graphiquement les conditions de Dirichlet de ce probléme sur le bord du ¢ /21' ¥y
domaine Q.

2. Déterminer a et b telle que y (x,t) = ax + bt est une solution exacte du probléme (1). ‘A4 + A

8. Fizons n =3 et m = 1, pour a; = iAx, t; = jAt o0 Ax = 7 et At = . Eecrire
le schéma de différences finies conespondant au probléme (1), puis calculer la solution

approchée et la comparer & la solution exacte.

'."‘\(1'4\‘

Exercice 2 (07 pts, $0 mn) Considérons l’équation aux différences finies suivante :

A AN A NN :
Yig+1 = (A) Yiy (A.E):' AT Yisry m--*-‘)AI Vi1 (-)

sous la condition initiale et les conditions aux limites suivantes :

vio = Yo(zi),Vi=1n,
yO.j = yn-H.J = O,Vj = my

ot yo est une fonction donnée, et Ax, At, ainsi que < sont des constantes strictement
posttives.

1. Montrer que I'erreur de consistance du schéma est majorée par C(At + (Az)*), od C

est une constante dépendant de la solution exacte de I'équation différenticlle partielle

suivante : Al Aae
0

0 0 J
Ey(a:, t) +-a—xy(.z:, t) - swy(.v.t) =0,2€]0,1],t €]0,T]. (3)
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2. Sous quelle condition sur At et Az peut-on garantir que : 4 + A
%l < lvollo V5 =1, -m.
3. Enoncer un résultat de convergence pour le schéma (2).  “A4@ .

Exercice 3 (07 pts, 30 mn) On considére le probléme suivant :

{ —-y"(t) = sin(t), pourte R =]0,1[,

y(0) = 0, (4)
y(1) = 0.

1. Déterminer la solution exacte du probléme (4). 4-

2. On prend h = § et to = 0.

On souhaite approximer la solution de (4) & l'aide de la méthode des éléments finis
linéaires (P;), en effectuant les calculs avec une précision de trois décimales.

(2) Ecrire le probléme approché sous la forme d’un systéme linéaire A7 = b, puis
résoudre ce systéme pour déterminer y. A 24 A 4 A

(b) Comparer la solution approchée obtenue a la solution exacte. /.

Bon succes !
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Solution r s
Exorcico 1
1. Tragons lo domaine §2 ¢

whin ....§...9 ....;..)p“a;l:\... :
Lo donmaipe ' Omgga’t i
............................. o T e e T T ST
2. Déterminons a et b
On suit que y (v, t) = ax 4 bt est une solution exacte, alors @
e = 3
b y —1. | ol @
D’on la solution exacte du probléme stationnaire (1) est y (@,t) = 22 — ¢.
TR TR PP E R P PP ERRREE B ('Zpts)
3. Onfixen=3etm=1: ‘

On a A = 1 et Al = lo schéma de différences finies correspond A ce probléme est
donné par

Wi-15 = loJu *‘4?]|+lq - Yig- 1+!h.;+1 =0,12i<3j= 1, _""'—___—_——@
yl,ﬂ_zlv"’.—"—l 0<i<4,
'/0.3 = ""Q)'/I.J =2~- 0 <] < 2

.......... oo b e s SRm I eATEE 12 RIS Ly ) RS« wiaiw s g 3w & 5 5wk 05 5 wesil) Ph)
Onfixe j=1letonapouri=1238: & .
. 1N (aY
(V0 Y20, Y30) = (0,5,1) [ e
.......................................................................... (15pt3)

La comparaison entre les deux solutions : on a

(onty) =2~y = e - jar=2 I L),

2 2
D’on
(wi)yl) (311,?]1) (x'hyl) (xihyl)
solution approchée | 0 0.5 1
solution exacte 0 0.5 1
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Exercice 2
1. L'erreur de consistance : En utilisant le développement de ‘'aylor, on obtient

f" & or " Ox?

: /L_‘ r )\'b e 7/(! n’)m)"" (AG) /“) (En u) E(AJ) (4) (fh u) " @
")

Donc |&; ;| < C(Af + (Az)?), 3 @
ol C = max (—mmc [ee (22, 8)] ~mn..\ 'ya (s t)| + 6 ZMAX Yz @ (= f)’) A
Alors, = ||€]|, — 0 quand (Az At) — (0,0) et le schéma est consistant, d’ordre 2 > ’(
pour 'espace et d’ordre 1 pour le temps.
............................................................................... (3.5 pts)
2. La condition CFL (Courant Freidrichs-Lax) : Toutes les cocfficients soient positives,
c’est-a-dire /
2et € ’{ X'~

>

1 \
VS vt} v (5) @/

Sous les conditions (5), on a :

26At) ( eAt At ) eAt At
» < l-—— maxy;j+|{ —— — — i — L S

< maxy,- J

= MaXyi;41 < maxy; ; == Maxy;; < maxy;o (par réccurence). é ).

Alors, on a : max |y; ;| < max|yio| = [Yjlles < Nolleo - V5 =1,---m

2et eAt At eAt At
ei,j+l=(l_(-AT)2)ei,j+((—A$_)2—§'A-;)ei+la ((A) )6. 1j + At

Donc

leije1] < max|e;;| + AtC(AL + (Az)?) (par stabilité “condition (5)” et consistance)
= |e;i;| < max|e;o| + mALC(AL + (Az)?) : A\
lesllo, < lleollo + CT(AL + (A2)?), 0d mAL =T, :

Comme |leo||o, = 0, alors, [|ej|l., < CT(At+(Az)*) = |lejll,, — 0 quand (Az, At) —

(0,0)-

Consistance + Stabilité = Convergence.
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Exercice 3
1. La solution exacte du probléme est

y(t) =sin(t) —tsin(1).

.................................. PO L LU LR TIPS P SRR ¢ 1 3
2 a bl(‘.nwnt.\ finis lm(*mros .3_\)'1/ ( »
Ju y'(Ou'(t)dt = jo sin (2) v (¢) dt, o0 v est une fonction de test  — é\'
.................................................................................. (1 pt) Y
FVA: [0 Un()vy(t)dt = ‘u sin () v (2) dt, oﬂ up € veet {¢, ¢y} . “@/
....................................... Qe S S O &
 (FVA) <= Aj=bod i
q.\\\ ] 6 -3 : s Rels 6/
DR A= <an ) = matrice de rigidité.
.................................................................................. (1 pt)
L i e e - R
O‘V 0.204 =
.................................................................................. (1 pt)
4.667 =
= _ sl
sy =0y = . (5.733) Q/
.................................................................................. (1 pt)
b. Comparaison : h C
~ _ Y1 - 4.667 - V3 . 4.670 @
e,&”y‘(y,)“(s.nzs)—(yg’;‘))"(5.739 ‘
.................................................................................. (1 pt)

[$2]
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