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Controle S 6 (1h et 30m)

Exercice 1 (6pts) Soit F; : i = 1.3 des espaces de Banach, et T : Ey x Fy —
E5 une application bilinéaire.

1. Montrer que T est continue si et seulement si (ssi) il existe une constante
C>0: |T(.y)l < Clalllyll ¥(z.y) € Bx x B,

2. On suppose que T' est séparément continue, i.e : Vo € F;, I'application
T, 1y € Ey — T,(y) = T(x,y) est continue, et Yy € E,, 'application
T,:x € Ey— Ty(x) =T(x,y) est continue.

(a)-Montrer que 7" est continue en utilisant le Th de Banach Steinhauss.
(b)-Montrer que la famille d’applications linéaires continues (¢(T})) e POUT
e B¢ <1,z € By ||zl <1 est uniformément bornées. En déduire
que T est continue (utiliser un corollaire de Th de Hahn-Banach).
Exercice 2 (4pts) Soint F, F' deux espaces de Hilbert, T € L(E, F) et T*
I’adjoint de T'. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.

(1). T est unitaire.

(2). T est une isométrie et il existe ¢ > 0 : ||z||r < ¢||T*z||p, Vz € F.

(3). T est surjective et isométrique.
Exercice 3 (5pts) Soient p,q € |1,00] :
(€ llg) = Ky Tuly) = 3272, 2y

1. Montrer que T} est une forme linéaire sur ¢4 : || T || = ||z||¢-

2. On considere T': (7,].[l,) — ((¢9)*,|.) : = — T,. Montrer que T" est
une isomorphisme isométrique.

3. Soient C; C ¢9,i = 1.2 deux ouverts convexes disjoints. Montrer qu’il existe
el aeR: Y2 ady <a<yoo alz Yy, z) € Cpx Cy.

Exercice 4 (5pts) Soit £ un espace de Hilbert de dimension infinie, et
(T,) C K(E) convergeant vers T' € K(E) dans L(E) et (0,,\,) € o(T},) X
p(T,,). Montrer que

1. Papplication A € p(T) — R(\, T)(résolvante) € L(E).

2. toute valeur d’adhérence de (o,,) appartient au spectre de T.

3. pour tout compact K C p(7T) il existe ng € N* : K C p(T,,),Vn > ny, si
An — Aalors A € p(T') et que R(\,,T),) converge vers R(\,T') dans L(E).
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