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Examen Finale : Équations aux dérivées Partielles 

Exercice 01. 

On considère le problème initial et aux limite suivante : 

    (P)        

{
 

 
𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0,                           𝑥, 𝑦 ∈ (0,1),

𝑢(0, 𝑦) = 𝑢( 1, 𝑦) = 0,                 𝑦 ∈ (0,1),

𝑢(𝑥, 0) = 0,                                     𝑥 ∈ (0,1),
𝑢(𝑥, 1) = 𝑥,                                     𝑥 ∈ (0,1),

        

où u est une fonction inconnue réelle de deux variables 𝑥 et 𝑦. 

 En appliquant la méthode de séparation des variables résoudre le problème (P) . 

Exercice 02. 

On considère le problème de Cauchy suivante : 

 (P)  {

𝑢𝑡𝑡 − 2𝑢𝑥𝑥 = 0,                   − ∞ < 𝑥 < +∞, 𝑡 > 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥) ,                    − ∞ < 𝑥 < +∞,                   

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥) ,                   − ∞ < 𝑥 < +∞,                  
       

où u est une fonction inconnue réelle de deux variables 𝑥 et 𝑡. 

1. Donner la solution du problème de Cauchy (P). 
2. En pose 

     𝜑(𝑥) = {
       0,       −∞ ≤ 𝑥 ≤ 1
 𝑥,         1 < 𝑥 ≤ +∞

       et      𝜓(𝑥) = {
       0,       −∞ ≤ 𝑥 ≤ 1

√2 𝑥,          1 < 𝑥 ≤ +∞
      

Calculer 𝑢(√2, 1),   lim𝑡⟶∞ 𝑢(𝑥, 𝑡). 

Exercice 03 

On considère le problème initial et aux limite suivante : 

    (P)    {

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = k𝑢                                0 < 𝑥 < ℓ,    𝑡 > 0,

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢(ℓ, 𝑡) = 0,                                          𝑡 > 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥),                                             0 < 𝑥 < ℓ,
         

où 𝑢 est une fonction inconnue réelle de deux variables (𝑥, 𝑡) et k ≥ 0 est une constante. 

On définit l'énergie associée au problème (P) par : 

𝐸(𝑡) ≔
1

2
∫ 𝑢2(𝑡)𝑑𝑥
ℓ

0

. 

1. Démontrer que :  

𝐸(𝑡) ≤
1

2
∫ 𝜑2(𝑥)𝑑𝑥
ℓ

0

+ k∫ ∫ 𝑢2(𝑠)𝑑𝑥
ℓ

0

𝑑𝑠
𝑡

0

,    ∀𝑡 > 0. 

2. En utilisant la question 1, démontrer que le problème (P) admet une solution unique pour 

k = 0. 


