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Exercice 1 (6 points)  Soit f la fonction définie sur R? par

x%y? sin (%) siz # 0,

0 sinon.

flz,y) =

1. Etudier la continuité de f sur R2.
2. Calculer les dérivées partielles de f sur R2.

3. Montrer que f n'est pas de classe C' sur R?. Quel est le plus grand ouvert sur lequel f est de

classe C1 7
4. La fonction f est-elle différentiable sur R? ?

5. Déterminer I'équation du plan tangent a la surface d'équation z = f(x,y) au point (%, 1, f(%, 1)).

Exercice 2 (3 points)  Soit la fonction F : R? — R, définie par
Fa,y) = f (ul@,y),o(@, ), w(z,y))
ou:
f(u,v,w) = e’ sin(w), u(z,y) = 2% + 12, v(z,y) =x —vy, w(z,y) = xy.
oF

1. Déterminez % - et %—5 en utilisant la régle de la chaine.

2. En déduire le vecteur gradient de F' en (0,1).

Exercice 3 (4 points)  Considérons la fonction f : R? — R? définie par :
fz,y) = (" +y,z+¢°).

1. Montrer qu'il existe un ouvert U contenant le point (0,0) tel que la restriction f|; soit un

C'—difféomorphisme de U sur f(U).



2. Notons (f]U)_1 = g = (91,92). Déterminez la matrice jacobienne J(g)1 0y de g au point (1,0).

3. En déduire 9(1,0) et %2(1,0).

Exercice 4 (4 points)
1. Vtéritier que I'équation
xe’ +ye® =0
définit implicitement y comme une fonction y = ¢(x) au voisinage du point (0,0).
2. Calculer les dérivées premiére et seconde de ¢ au point 0.

3. Montrer que ¢ dmet un développement limité de tout ordre en O et donner celui d’ordre 2.

Exercice 5 (3,5 points)  Soit D le domaine plan défini par
D:{(m,y)€R2; 1<2?+42%<4, yZO},

et soit f : R> — R la fonction définie par
f(x,y) = zyIn(a® + ).

a) Dessiner le domaine D.

b) En utilisant un changement de variables approprié, calculer I'intégrale double / / f(z,y) dzdy.
D



Corrigé de I’examen d’Analyse 4 - Version B

Solution 1  Soit f la fonction définie sur R? par

2,20 (1 :
z?y?sin (1) siz #0,
f(z,y) = { ®o
0 sinon.
1. Continuité. La fonction f est continue sur 'ouvert R* x R en tant que produit de la fonction
polynomiale (z,y) — z?y? par la fonction (z,y) ~ sin (1) composée de la fonction rationnelle
0 S (z,y) — -;— dont le dénominateur ne s’annule pas sur R* x R avec la fonction sinus laquelle

est continue sur R.

Pour étudier la continuité au point (0,b), avec b € R arbitraire, on écrit pour (z,y) € R* xR :
1
[£(z,y)| = z%y? |sin (;) <zl (car [sinw| < 1).
Comme,
0( lim z%? =0.b=0,
(z,y)—(0,b)
il vient,

li ,y) =0= f(0,b),
(z'y)_rp(o‘b)f(z ) J(0,b)

ce qui exprime la continuité de f en (0, b).

Conclusion. f est continue sur R2,

o

Calcul des dérivées partielles de f : Pour tout (z,y) € R* x R, les fonctions partielles z —
f(z,y) et y — f(z,y) sont des fonctions dérivables des variables z et y respectivement. Donc
0S la fonction f admet des dérivées partielles par rapport aux deux variables en tout point

' (z,y) eR*xR,etona
9f DR i AN B AP af o2 (1)
6x(z,y)—2a:y sm(z) y“cos | — et ay(:r,y)_Z:z: ysin| — J.
- Soit b € R arbitraire. Pour tout ¢t # 0, on a

£((0,8) + (£,0)) - £(0,6) _ [(t.b) = f(0,b) _ ¥’sin(3) =0 _ 0 o (l)
t t)’

t t
/((0,6) +(0,8)) - f(0,6) _ [f(0,b+8)-f(0,5) _0-0_,
t t t ’
d'on,
}i_,.% w = }1-:}(1) tb? sin (-:-) =0 (car sin (%) borné),
i [OD+D =100 _ o
t—0 t
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donc f posséde au point (0,b) des dérivées partielles par rapport aux deux variables, et I'on

a

0f o.m =0 =
2500 = 5,08 =0.

Conclusion :
{ 2zy?sin (1) —y?cos (1) siz #0,

%(x, y) =

0 sinon,

of
T~ O
Oy (=) 0 sinon.

{Z:c’ysin(%) si z #0,

—

3. La fonction f est de classe C! sur I'ouvert R* x R en tant que produit de la fonction polynémi-

ale (z,y) — z2y? par la fonction (z,y) — sin (1) composée d’une fonction rationnelle dont le

@ dénominateur ne s’annule pas sur R* x R avec la fonction sinus laquelle est de classe C' sur
R.

Etudions maintenant la continuité des dérivées partielles sur I’ensemble {0} x R. Pour b € R

arbitraire, on a

@) il

. . 0 st .
car lim cos (1) n’existe pas. Ainsi, OF Ladmet pas de limite en (0,b) si b # 0 et, par

oz
[7)
conséquent, n’est pas continue en (0,b) pour tout b # 0. Ceci montre que a—‘i n'est pas

lim
(z,y)—(0,0)

2zy? sin (%) =0 (car sin (i) est borné)

1
lim = exist ib#0
(z,y)—(0,b) Yy~ cos (z) n’existe pas si b #

L continue sur R?, et par suite f n’est pas de classe C! sur R2.

r 0 1) 0
g ’ (x.yl)l—~(0,b) 81:( : ) 6:1:( : ) ¢ ; o oz : o ( ! ) e

@ méme pour a—f, mais le plus grand ouvert sur lequel f est de classe C! est seulement R* x R
et non pas (R* x R) U {(0,0)} car ce dernier n’est pas ouvert.
-

4. Différentiabilité de f sur R%2. On a déja vérifié que f est de classe C! sur R* x R, alors elle

@ [ est différentiable sur cet ouvert.

f Reste a étudier sa différentiabilité en tout point de {0} x R.
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' Soit b € R arbitraire. Etudions la limite, quand (z,y) — (0,0), du quotient

105+ @) - 160.0) - (25200 +¥5-0.0)
Ex |

C(I,y) =

Pour (z,y) # (0,0), on a

@ | e(z,y) = L@+ Y -0~ (z.0+9y0) _ f(z,b+) ={ %ﬂ o ek 0

Iz, 9)!l, RN 0 siz=0.

| Siz=0,¢e(z,y) =0et lim e(z,y)=0,etsiz#0,0na
| (=) (z,v)—(0,0) (=)

(b +1y)? e (b + y)?

< < |z| (b +y).
EFTY e

le(z,y)| <

Comm lim b+y)? =0, on déduit que  lim  g(z,y) = 0.
O ey 21O +9) oy deduit e Sy ")

Par conséquent, la fonction f est différentiable en tout point (0,b) de {0} x R, et par suite,
f est différentiable sur R2,

5. Comme f est différentiable au point (%, 1), alors la surface d’équation z = f(z,y) (i.e. le

graphe de f) admet un plan tangent au point (1,1, f(1,1)) et ce plan a pour équation

O] s)-2C) -2 Lo

Or,

f(%:l) = %sin(w):O,

1 2
@ %<;'1) " %Sin(ﬂ)"cos(ﬂ)=l, %(%,1)=Fsm(ﬂ)=o'

d’on, I’équation désirée :
1

=2 — —.

Solution 2 Soit la fonction F : R? — R, définie par F(z,y) = f (u(a:,y),v(x, y),w(z,y)) ou :
f(u,v,w) = e"’sin(w), u(z,y) = 22 + 9%, v(z,y) =T -, w(z,y) = zy.
1. Notons g la fonction définie de R? dans R3 par :
9(,9) = (u(z, 1), v(z, 1), w(z,v))

g est différentiable sur R? puisque ses fonctions composantes u,v et w sont des fonctions
puisq

polyndmiales.
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0S

Les fonctions (u,v,w) — uv et (u,v,w) — w sont différentiables sur R3 comme fonctions

/ polynomiales.

Par composition avec les fonctions exp et sin, les fonctions (u, v, w) — "’ et (u,v,w) — sinw

sont différentiables sur R3. Par conséquent, f est différentiable sur R? comme produit de deux

fonctions différentiables sur R3.

Enfin, F = f o g est différentiable sur R? en tant que composée de deux fonctions différen-

L tiables.

sont données par la régle de la chatne :

of f
0

u

+% (u(x, y),v(z,y),w(z,y)) %’f(% ),

et

of

- Par suite, F' admet des dérivées partielles %—f et % en tout point (z,y) € R?, et ces dérivées

P es) = &L (ute)ofe, ) wle ) Geta) + 5 (uz otz wizw) gy

oL

%’;(x,y) - g{-(u(z,y),v(z,y),w(x,y))gi;(x,yn(,v(u(z,y),u(z,y),w(z,y)) 5y (=)

+g£ (U(x) y)’ ‘U(Z, y)v W(:L', y)) %:—,(x’ y).

Or,

et

ou ov

ow
'a_x(xny) 2z, 'a_x(may) =1, -a_z‘(z’y) =Y

Ju v ow
B?/'(l‘,y) = 2, -a_y(x'y) =-1, b;(x)y) =z

d’on, en substituant

oF
'a—z(l" y) = 2zve*sin(w) + ue® sin(w) + ye cos(w)

= el H)E-Y) ((32® — 2xy + y?) sin(zy) + y cos(zy)) ,

et

g—i(% y) = 2yve'sin(w)— ue"’sin(w) + ze"’ cos(w)

L = @AY ((22y - 3y — 2°) sin(zy) + z cos(zy)) -

0
%{-(u,v, w) = ve*’ sin(w), —g%(u,v, w) = ue*’ sin(w), éé(u, v,w) = e*’ cos(w),
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2. Calculons
15 %E(O.l) = e }(1.sin0+ 1.cos0) = e,
0) oF
—(0,1) = 6"(—3. sin0 + 0.cos0) = 0,
dy
par suite, le vecteur gradient de F au point (0, 1) est

68 oran= (ZanLon)- o

Solution 3  Soit f : R? — R? la fonction définie par f(z,y) = (¢ + ¥, T+ 1°).

1. On veut appliquer le théoréme d'inversion locale. Pour cela, on observe que la fonction f est
de classe C! sur R? puisque ses fonctions composantes f; : (z,y) — e*+yet f2 : (z,y) — z+°
le sont,

et on calcule les dérivées partielles de f pour écrire la matrice jacobienne

Wy = [ B@V GEn ) _ [ 1
DN\ ey YLz 132 )

Ainsi, le jacobien de f au point (0,0) est

0

det (J(f)(op)) = 1 3 02 = -1 96 0.

Le théoréme d’inversion locale s’applique, et nous permet de déduire qu’il existe un ouvert
U contenant le point (0,0) tel que la restriction f|;; soit un C'-difféomorphisme de U sur

f(U).

2. Matrice jacobienne J(g)(1,0) de g au point (1,0). Le théoréme d’inversion locale nous permet

également de déduire que
-1
J (9 fzp) = [J (f)(z,y)] Y(z,y) € U.

En particulier, sachant que f(0,0) = (1,0),

=1
-1 11 1 0 -1 o1
J = [ = A PV =
a0 [ (f)(op)] (1 0) det (J (f)(o.o)) (—1 . ) ( i = )

, 3. Calcul de %1.}(1,0) et %‘{,1(1,0). Par définition, on a

81,00 %2(1,0)
J (90 = %ﬂ(l‘o) %'-1(1,0) .

QD a9 e
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@ Par comparaison avec le résultat de la question précédente, on obtient

on

221,00=0 e 9911 ) = -1.

dv

Solution 4 Posons f(z,y) = re¥ + ye®.

1. Les fonctions (z,y) = x et (z,y) — y sont des fonctions de classe C! (et méme de classe C*)

sur R? comme fonctions polynomiales. Par composition avec la fonction exp, les fonctions

(z,y) — € et (z,y) — e’ sont de classe C* sur R2. Il s’ensuit que les fonctions (z,y) — ye*

et (z,y) — zeY sont de classe C! sur R? en tant que produit de fonctions de classe C! sur

R2. Enfin, f : R? — R est de classe C! sur R? comme somme de deux fonctions de classe C?!.

Si (zo,y0) = (0,0) on a

@ f(zo0,0) =0, %(x,y) =zeV +e* et donc g—;(zo'w) =1#0.

Le théoréme des fonctions implicites permet alors d’affirmer qu’il existe un intervalle ouvert

I de R contenant o = 0, un intervalle ouvert J contenant yo = 0 et une fonction ¢ : I — J

de classe C! tels que

V(z,y)eIxJ, f(z)y)=0 —~ y=gp(:c).

2. Par définition de ¢ on a ¢(zo) = yo, autrement dit (0) = 0. Par ailleurs, on a
f(z,0(x)) =0, Vzel.
En dérivant par rapport a la variable z, on obtient donc
(7] 7]
Y o) + @ @e@) =0, veel, )
d'oy, en z = 0, sachant que ¢(0) =0,
()
14 (0) == ™0 .
85,0

Or,

0 of 0
3—5(0,0) =1, Z-(z,y)=eY+ye* etdonc 8—£(0'0) =1,

par suite,

¢¥'(0) = -1.

i Scanned with !
i & CamScanner’;


https://v3.camscanner.com/user/download

\

®

I

2
vt

Comme f est de classe C™, par le théoréme des fonctions implicites, ¢ est aussi de classe

C® sur I. Dérivons une scconde fois l'identité (1) par rapport & = :

2
(B vtan + ¥ @) g0t ) + ¢ @) e o pta)

o f

+¢'(x)(0 (2, () + a{(w(:»w(z)w, Veel,

ie.,

oy

= (@, 0(2)) +

En z = 0, on obtient compte tenu de ce que ¢(0) = 0, ¢/(0) = —1, et %(O, 0)=1:

f(o 0) +2(-1) ooz 00 + 02/(0 0)(-1)2+¢"(0) =0,
d'ou,
o0 =-3500+22L00-5L00.
Or,

2 2’f y 0
= = yet — = - = T ]
O (-'C, y) ye, 0y2 (I, y) ze Byoz (.'E, y) e + e,

et donc

32f
oz 9.2

2 2
(0,0) =0, af(ou) 0, %(o,0)=2,

d’on, par substitution dans (2),

¢ (0) = 4.

Son développement limité a 1'ordre 2 en 0 est

2
o(z) 0(0) +z¢'(0) + ¢ (O)% +o(z?)

= —:z:+2:z:2+o(:z:2).

Solution 5 Soit D le domaine plan défini par

D={(z,y) €R?; 1<a®+y* <4, y20},

et soit f: R? — R la fonction définie par

f(z,y) = zyIn(z® + 4?).

gy7 (@ (@) (w’(z))’+¢"(z)g—£(z.<p(z)) =0,

Yrel.

(2)

. Comme ¢ est de classe C® sur I, elle admet un développement limité de tout ordre en 0.

@
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a) Représentation graphique de D. D est la région du plan comprise entre les deux demi-cercles

dans la figure ci-dessous, y compris le contour.

L1

b
| T v T T

-3 2 -1 | 2

-

FUN

b) Calcul de I'intégrale double [[ f(z,y)dzdy.
D
Evidemment D est un compact simple du moment qu'il se laisse décrire comme suit

D={(x,y)e]R2; -2<z2<2 et Yy(x) Sy <Yy(z)},

ol
@ _Jo size[-2,-1U[1,2] B o A
Yi(z) = S dae i) et  Yy(z) = V4 —z2 pour A

sont des fonctions continues sur (-2, 2] avec ¥, < .

Par ailleurs, f est continue sur D comme produit de la fonction polynémiale (z,y) — zy par

la fonction (z,y) — In(z? + y?) composée de la fonction In avec la fonction polynémiale

(z,y) — 22 + y? A valeurs strictement positives sur D.
Faisons un passage en coordonnées polaires

P : (r,0) € [0,+00[ % [0,27[ — (z,y) = (rcosf,rsinh).
Ona

@ D' = & YD) ={(r,0) € [0,+00[ x [0,27[ ; ®(r,0) € D}

= {(r,0) €[0,+00 x [0,27 ; 1 <7* < 4, sinf >0}

{(r,6) € [0,+00[ x [0,27 ; 1<r<2,0<0<7}
(1,2] x [0, 7].

10
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Comme D est un compact simple et f est continue sur D, le théoréme de changement de

variables s'applique pour donner :

l/f(:,y)drdy = / f(rcos@,rsin@)rdrdf

D’

05
= // (r? cos 6 sin 0) In(r?) r drdé,
[1,2]x[0,x]

ce qui entraine, par le théoréme de de Fubini,

Olg '{; f(z,y)dzdy = (/lzrsln(rz)dr) (/:sinﬂ cosGdG) :

Comme

-
w

T T R
/ sin @ cosGdG:/ sinfd (sinf) = il
()}

=0
(] 2 |
il vient

/f f(z,y)dzdy = 0.
D

11
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