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Exercice 1 (3,25 points)  Soient la fonction f : R? — R définie par f(z,y) = ze3 et le vecteur

v =(3,4).
1. Expliquer (en détail) pourquoi f est différentiable sur R
2. Calculer les dérivées partielles de f au point (2,1). En déduire la différentielle de f en ce point.

3. Calculer le nombre 8—5(2, 1) en utilisant la définition de la dérivée directionnelle (dérivée selon un

vecteur).

4. Calculer le nombre 25(2, 1) en utilisant la différentielle df( ).

Exercice 2 (4 points)  Soit g : R?> — R une fonction de classe C?, vérifiant

dg dg
g(()? ) ) ax (07 ) ) ay (07 ) 07
d%g d%g d%g

1. Déterminer le vecteur gradient et la matrice hessienne de g en (0,1).
2. Ecrire le développement de Taylor-Young d’ordre 2 de g au voisinage de (0,1).

3. On pose pour tout réel t, f(t) = g (t,€'). En utilisant la régle de dérivation en chaine, calculer

1'(t) en fonction des dérivées partielles de g.

En déduire f'(0).

Exercice 3 (3,25 points)  Soit g : R? — R? la fonction définie par g(z,y) = (2x + y, 2% — y?).

1. Montrer qu'il existe un ouvert U contenant le point (2,1) tel que la restriction g|; soit un

C'—difféomorphisme de U sur g(U).

2. Calculer g(2,1). En déduire la matrice jacobienne de (g|U)71 au point (5, 3).




Exercice 4 (5 points)
1. Montrer que I'équation
227 4+ 222 —1=0
définit localement z comme une fonction z = @(x,y) de classe C' au voisinage du point (0,0, 1).

2. Posons f(z,y,z) = 22e**+2zy*>—1. En dérivant I'expression f (x,vy, o(z,y)), calculer les dérivées

partielles premiéres de ¢ au point (0,0).

3. En déduire le développement limité a I'ordre 1 de ¢ au voisinage de (0,0), puis approcher la valeur

©(0.03, —0.04) (si elle existe).

Exercice 5 (4,5 points)  Soit D le domaine plan défini par
D={(z,y) eR*; 2>y >0, 2> +y* < 7},

et soit f : R> — R la fonction définie par
f(z,y) = wcos v/a? + 32,

a) Dessiner le domaine D.

b) L'ensemble D est-il compact ? Pourquoi ?

c) En utilisant un passage en coordonnées polaires, calculer I'intégrale double / / f(z,y) dady.
D
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Solution 1  Soient la fonction f : R? — R, (z,y) — ze¥ et le vecteur v = (3,4).

1. Les fonctions (z,y) — z et (z,y) — 3y sont différentiables sur R? comme fonctions polynémi-
ales.

Par composition avec la fonction exp laquelle est différentiable sur R, la fonction (z,y) — ¥
est différentiable sur R2.

Enfin, f est différentiable sur R? en tant que produit de deux fonctions différentiables sur R?.

2. Comme f est différentiable sur R?, elle admet des dérivées partielles —Zé et -gi— en tout point
(z,y) € R2. Ces dérivées sont données par

Tem=e o Ly =g,

dy
d’on

af _ af 2=
@ -51—:(2, 1) =¢® et 6—y—(2, 1) = 6€’.

La différentielle de f au point (2, 1) est donc I'application d Ja :R? = R donnée par

@ df21)(h1,h2) = ‘—;-ﬁ(z, h; + g—i(z, 1)hy = €3hy + 6€3h,, (h1,h2) € R2.

3. Calcul de g—i—(& 1) en utilisant la définition de la dérivée selon un vecteur :

1) = i f @D+ -F@1) _ . f@+3t1+40) - f(2.1)
ov t—0 t t—0 t

. (24 3t)e3(1+4t) _ 9¢3
£ t :

ce qui donne, par la régle de I’'Hépital,

g-vi(z, 1) = lim (3e3(1+4‘) +12(2+ 3t)e3“+‘“)) = 27¢%.

4. Calcul de 3—5(2, 1) en utilisant la différentielle d fz1- On a

5;%(2, 1) = df oy (v) = dfz.(3, 4) = 3¢ + 24¢® = 27¢%,
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Solution 2  Soit g : R? — R une fonction de classe C?, vérifiant

dg %010 29 P90 n-3 2901)=
g(0,1) =1, %(0,1)=—1, %(0.1)_0. (o 1)=1, By,(o.l)—s, 81:81/(0'1) 2.

1. Vecteur gradient.

vmm=((mx(m0=pmy
Matrice hessienne. Comme g est une fonction de classe C?, on a en vertu du théoréme de

Schwarz, 2 By(o ,1) = (0 1), d'od

9 5
H,(0,1) = 4(>3§mn _(r2)
Z50,1) $30,1) 2 3

2. Développement de Taylor-Young d’ordre 2 de g en (0,1). Comme g est de classe C? sur R?,

elle admet en (0, 1) un développement de Taylor-Young d'ordre 2. Pour (z,y) voisin de (0, 1),

ce développement est donné par :

9(z,y) = 9((0,1)+(z,y-1))
= g(0,1) + Vg(0,1) - (z,y - 1) + %(x, y — 1)Hy(0,1) (y f 1) +o0 (Il(r, y- l)ll§)

SRCASIUGLE

l+(—l,0)-(z,y—l)+%(z,y_1) (; z) (yf1)+0(x2+(y—1)2)

1 1 2 T
= 1—::c+§(:r,y—1)(2 3)(y_l)+o(=cz+(y-l)’)

z+2(y-1)
2z +3(y-1)

———

{ = l—z+%(3,y-1)( )-}-o(zz-i-(y—l)z)

= 1"1"*";‘[1(1'4'2(!!“1))+(y—1)(21:+3(y—l))]+o(1:2+(y—1)2)

= 1-—:1:+%(1:2+4:c(y—l)+3(y—l)2)+o(2:2+(y—1)2)

1 3
= 1‘3'*'512'*'215(3/—1)+§(y—1)2+o(x2+(y—1)2).

3. On pose pour tout réel t, f(t) = g (t,¢').
Introduisons les fonctions hj, k2 : R — R définies par hy(t) =t et ha(t) = e'.
0 S La fonction h = (hy, h2) est de classe C! sur R car ses composantes le sont. Par composition,
f=goh:R — R est de classe C! sur R, et donc différentiable sur R. Par conséquent, la dérivée

-
g r~ premilre f’ est donnée en chaque point t € R par la régle de la chaine comme suit :
6 f®)=(goh)(t) =7, (hn(‘) ha(t)) hi(t) + (hx(t) ha(t)) h>(t).
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En observant que hj(t) = 1 et h)(t) = e, il vient

10 =52 (be) +e 52 (1),

d'o\, pour t =0,

f’(0)=g—i(0,l)+g—z(0,1)=-1.

Solution 3  Soit g : R? — R? la fonction définie par g(z,y) = (2z + y, 22 — y?).

1. On veut appliquer le théoréme d’inversion locale. Pour cela, on observe que la fonction g est

de classe C* sur R? puisque ses composantes g; : (z,y) — 2z +y et g2 : (z,y) — 22 — y? sont

des fonctions polyn6miales,
| et on calcule les dérivées partielles de g pour écrire la matrice jacobienne
i) %21 @) 2 1 2 1
g 3 = = — .
G\ e e 22) —2(1) 4 -2

[ Ainsi, le jacobien de g au point (2,1) est det (J (g)(g,l)) =-8# OJ Le théoréme d’inversion
O locale s’applique, et nous permet de déduire qu’il existe un ouvert U contenant le point (2,1)
05
(

tel que la restriction g|;; soit un C!—difféomorphisme de U sur g(U).

2. Le théoréme d’inversion locale nous permet également de déduire

@ \ i) ?] =3 () =[P @en]”  Vawev.

En particulier, sachant que g(2,1) = (5, 3),

08) | 3[tsl)7]

;

Solution 4 Posons f(z,y, z) = 22¢*F + 2292 — 1.
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1. La fonction f définie sur R3 est de classe C! (et méme C™) en tant que somme de la fonction
polynomiale (z,y,z) — 2zy* — 1 et de la fonction (z,y,2z) — 22** elle méme de classe C!

@ comme produit de la fonction polynémiale (z,y,z) — 22 avec la composée de la fonction
polyndémiale (z,y, z) — zz avec la fonction exp.
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Si (0,0, 20) = (0,0,1) on a

0
f(x0,40,20) =0, -g—{(r.y. 2) = 2z¢*" 4+ r2%** 4+ 2y et donc -5{-(10,3/0, 20)=2#0.

Le théoréme des fonctions implicites permet alors d'affirmer qu'il existe un ouvert U de R?

contenant (xg, yo) = (0,0), un intervalle ouvert J contenant zg = 1 et une fonction ¢ : U — J
de classe C! tels que

Viz,y,2) €U x J, f(z,9,2) =0 <= z=p(z,y).

[ 2. Par définition de ¢ on a ¢(x9,y0) = 20, autrement dit ¢(0,0) = 1.

Par ailleurs, on a

f(z,y,¢(z,y)) =0, ¥(z,y) €.
En dérivant par rapport a la variable z, on obtient donc

U v o) + @)y (@) =0, Wz €U,

d'oy, en (z,y) = (0,0), sachant que ¢(0,0) = 1,
dp 2£(0,0,1)
—=(0,0) = —FZ%—.
2: "% %£(0,0,1)

Or,
af o YJ e W _a_f e
5;(0.0, 1) =2, ar(:1c.y, z) = z%** et donc 61(0'0'1) = ],

of
par suite,

dp il il
5—;(0,0) ==

La formule pour la dérivée partielle par rapport 4 y est analogue et donne

8 ) gy = OO

o' %(0,0,1)’
- F) G
ce qui donne sachant que Dﬁ(r,y,z) = 4zy,
oy
—= =0.
‘ 52(0.0)
6
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3. Comme ¢ est de classe C! sur U, elle admet un développement limité & 'ordre 1 en (0,0).

Pour (z,y) voisin de (0,0), ce développement est donné par :

dy Oy

p(z,y) = ¢(0,0)+25-(0,0) + y—y(O. 0) + o(|(z, y)ll2)
@ 1- %x +o0 (\/m) ’

En négligeant le reste on obtient 'approximation

\ ©(0.03,-0.04) ~ 1 - ? =1-0.015 = 0.985.

(On note que la méthode ne donne aucune idée de la taille du voisinage U, donc on ne sait

pas si (0.03,-0.04) est vraiment défini, et si par chance c’est le cas, on n'a aucune idée de

'erreur commise par cette approzimation !!).
Solution 5  Soit D le domaine plan défini par
D={(z,y)eR?*; 2>y >0, 22 +y? <7?}.

a) Représentation graphique de D. D est la région hachurée du plan dans la figure ci-dessous, y

compris le contour.

b) Compacité de D. L'ensemble D est born¢ car inclus dans B3((0,0),7) (boule fermée centrée

I a lorigine et de rayon 7 pour la norme euclidienne).

L’ensemble D est fermé. En effet,

D

{@yeR?; c-y20, y20, 7° - (22 +y?) > 0}

{(z,v) €R?; 2 -y €[0,+00], y € [0,+00[, 7* — (22 + 3?) € [0, +oo]}
a1 ([0, +o0[) N 671 ([0, +00) N ¢! ([0, +00[)
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O

alz,y) =z -y, blx,y)=y et c(z,y) =22 - (22 + 7).

Les fonctions a,b et ¢ sont continues sur R? (car polynomiales) et [0, 40| est fermé¢ dans R
donc a~' ([0, +00(), b= ([0, +0c[) et ¢~ ([0, +00[) sont fermes dans R2. Enfin, D cst fermé
comme intersection de fermés.

D est donc compact.

c) Calcul de I'intégrale double [[ f(z,y)dzdy. D est un compact simple. En effet, chechons les
D

I'ordonnée du point d'intersection de la droite y = z avec le cercle d’équation z? + y? = 72

dans le premier quadrant.

\/ﬂz—y =y {Tr

7 S gL 2 2

y =y Y =nm
{ y T

>0

Ainsi, D peut étre décrit comme suit

D={(1':!/)€R2; 0<y< %, ety<z< M}
Faisons un passage en coordonnées polaires

& : (r,0) € [0,+00[ x [0,27 — (z,y) = (rcosf,sin¥).
Ona

DI

@~1(D) = {(r,0) € [0, +00[ x [0,27[ ; ®(r,0) € D}
{(r,0) € [0,+00[ x [0,27[ ; r <7, cos@ >sinb > 0}

Il

{(r,6) € [0,400[ x [0,27[ ; r< 7, 0<tanf < 1}
{(r,0)€ [0,+00[x [0,27 ; r<m, 0<6< g}

[0,7] x [0. g] ’

Par ailleurs, f est continue sur D comme produit de la fonction polyndmiale (z,y) — r par
la fonction (z,y) — cos \/z2 + y? composée de la fonction polynémiale (z,y) — z2 + 3% 4
valeurs positives sur D avec la fonction racine carrée puis la fonction cos] D’aprés le théoréme

de changement de variables, on donc

/f(:v.y)drdy = / f(rcos@,rsin@)rdrdd

D D’
= // (rcos@ cosr)rdrdd,

(0.7]x[0.5]
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ce qui donne par le théoréme de Fubini,

4 f(z,y) dady == (/:ﬂcosrdr) (/0‘% cosadO) ‘

En faisant deux intégrations par parties, on obtient

n b4
' 4 :
/TQCOST(IT = [T‘QSIHT]O—/ 2rsinrdr =
0

0

™
[2rcosr]g—-/ 2cosrdr
0

—27 — 2sinr|y = -2,

Par ailleurs,

x

/‘ cos0df = [sinﬂ]é o g,
0

de sorte que

J[ 1@ dzay = RN}

D

n
/ 2r(-sinr)dr
0
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