Corrige -type : Equations aux dérivées Partielles

Exercice 01.
1. On pose u(x,t) = X(x)Y(y), on trouve

X' Y'&x®_
X0 = Y0 - A LER, .

D’autre part, on a

u(0,y) = 0 = X(0)Y(y) = 0 = X(0) = 0.

u(l,y) =0 = X(D)Y(y) = 0 = X(1) = 0.
u(x,0) = 0 = X(x)Y(0) = 0 = Y(1) = 0.
Par conséquent,
) {);’(’ é;():X?z)igx):T)-O, x €]10,1], {:((’(’ 1(3/):—07\Y(y) =0, x €]0,1],
2. Résoudre (P;).Ona
SiA=0: X(x) =a+bx. X(0)=X(1)=0=a=b=0.Donc, X=0.[0.5]
SiA<0: X(x) =ae V4% 4 beV=1* X(0)=0=a=—b et X(1) = 0= b =0.Donc, X=0.[0.5]
SiA>0:X(x) =acosVAlx+bsinVix. X(0)=0=a=0.

X(1)=0=>E sinvVA =0=sinVA =0=+VA =nm, n>1.
#0

Donc, X,,(x) = sin(nmx), \/7\_,1 =nm, n=>1 .
3. Résoudre (P,) pour A:= A, = (nm)?, n>1.0na

Y(y) = ce VY 4+ deViy, y(0) =0=c=—-d = Y,(y) =k, sinh(nmy), n=>1. +

4. On déduit que la solution générale de I'équation de Laplace sous la forme

[oe] [ee)

u(x,t) = Z u,(x,t) = Z sin(nmx)K,, sinh(nmy) .
n=1 n=1

On utilise la condition initiale

[oe]

u(x 1) = Z sin(nx)k, sinh(nm) = x.

n=1

Cette derniére série de fonctions n'est autre que la série de Fourier impaire de la donnée initiale

2(_1)n+1

2 o
kn = mfo XSlIl(nT[X)dX = m

Par conséquent,

[oe]

u(x,t) = rlZlun(x, t) = ;#ﬁz;n)sin(nnx) sinh(nmy).




Exercice 02.

1. Lasolution générale

1 1 x+V2t
WG )= 5 [p(x +¥20) + Fx ~ V)] +5 f (s)ds.
x—/2t
2.
u(v2,1) =1[<p(2x/§)+<p(0)]+L 2\/_1/J(S)d5 —1[2\/_+0 +—f 0ds + = f sds
2v2 Jo 2

212V2 7
=2 4= l l =2 += [4——] \/_+Z

x+V2 t
lim uCxt) = Etli—>ngo[g0(x +V2 ) +o(x—V2 t)] + ﬁt“_,r?o L_ﬁ_t Y(s)ds

1 1 [~ 1t 1 [
“ale@ ot v | vt ar | vt | e = o

+oo +00
Exercice 03.
1. En multipliant (P) par u et intégrant sur (0, £), on trouve
Y Y ¢
J- u, udx —J- Uy udx = kf u? dx. (1)
0 0 0
En intégrant par partie, on obtient
{ d 1 {
dx = —|= | u?dx]|. 2 0.5
.l;utux dtlz_];u xl (2) 0.5]
£ £ t £
f Upey UdX = Uyu [§ — f u2dx = u, (£, ) u(®,t) — u, (0, ) u(0,t) —f uldx = —f u2dx. (3)
0 0 0 5 0 0

En substituant (2) — (3) dans (1), on trouve

dlrt ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
——juzdx +Juﬁdx=kjuzdx=E'(t)=—fu,zcdx+kfu2dxﬁkjuzdx. (4) [1]
dt 2 J, 0 0 0 0 0

En intégrant par partie sur (0, t), on obtient

t ot 1 ? t
E <E(0 k 2(s)dxds = = 2(x)d k 2(s)dxds. |1
(3] ()+f0_f;)u(s)xs Zj;<p(x)x+J;J;u(s)xs

2. Soit u, et u, deux solutions au probléme (P). Alors, w: = u; —u, est une solution du probléme

Wi — Wy = 0, O<x<?t>0,
[0.5](P) { wx(0,8) = w(#,t) =0, t>0,
w(x,0) =0, 0<x<?,

D’apre la question 1, on a
E(t) < E(0) et E(0) =0 ils’ensuitque E=0.  [0.5]+ [0.5]+ [0.5]

Par conséquent, w(x,t) =u; —u, =0, Vt = 0 et I’unicité est prouvée.




