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Introduction

Ce polycopié de cours destiné aux étudiants de deuxieme année de Master
en Mathématiques Appliquées. Dans ce cours, nous explorerons en profondeur
les aspects fondamentaux des problemes variationnels abstraits et des équations
elliptiques du second ordre, qui constituent un domaine passionnant et essentiel
des mathématiques appliquées. Le contenu de ce polycopié a été soigneusement
structuré pour vous offrir une compréhension complete de ces concepts.

Au cours de notre voyage mathématique, nous aborderons des sujets variés,
notamment les espaces de Hilbert, le théoreme de Lax-Miligram, les espaces de So-
bolev, I'analyse vectorielle, les problemes aux limites elliptiques du second ordre,
la régularité des solutions faibles, le principe de maximum, et bien plus encore.
Chacun de ces chapitres constitue une piece essentielle de la théorie variationnelle
des équations elliptiques.

Nous vous encourageons a plonger dans ce polycopié avec un esprit curieux
et une passion pour les mathématiques appliquées. La compréhension de ces
concepts joue un role central dans de nombreuses applications pratiques, allant de

la physique a I'ingénierie, en passant par 'informatique et bien d’autres domaines.
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Nous espérons que ce cours vous apportera une base solide pour explorer
des problemes mathématiques complexes, ainsi que les outils nécessaires pour
aborder des défis réels dans votre carriere professionnelle. Nous vous souhaitons
une expérience d’apprentissage enrichissante et fructueuse au cours de votre étude

de la théorie variationnelle des équations elliptiques.
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Chapitre 1

Problemes variationnels abstraits

Le théoreme de Riesz-Fréchet représente les éléments du dual d'un espace de
Hilbert comme produit scalaire par un vecteur de I'espace, le théoréeme de Lax-
Milgram est une généralisation du théoreme de Riesz-Fréchet dans un sens que
nous allons le connaitre a la fin de ce chapitre. On commence par un rappel sur
les espaces de Hilbert avant de passser a I’énnoncé et la preuve du théoreme de

Lax-Miligram.

1.1 Rappel sur les espaces de Hilbert

Définition 1.1
Un produit scalaire sur un espace vectoriel E est une fonction (x,y) défine sur
E x E dans R telle que :

— Vo,y,z€ E:(x+y,2) = (z,2) + (y, 2)

— Vx,y € EXVNAER: (Ax,y) = Az, y)
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o Vx,yEE:(:L’,y)I(y,x)
— Ve E:(x,x) >0

— (z,2)=0=2=0

Les properiétés suivantes résultent de la définition précédante :
— Va,y € E,VAER: (2, \y) = Az,y)

— Var,y,z € E:(z,y+2) = (2,2) + (y,2)
Définition 1.2

Un espace Fuclidien est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

Tout espace Eulidien E est un espace normé, en effet si (-, -) est un produit

scalaire défini sur E alors I'application ||z|| = /(z, z) définit une norme sur E.
Proposition 1.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit E un espace Euclidien muni d’un produit scalaire (-,-). Alors :  Vr,y € E :

|, 9)| <yl

Démonstration.
On a0 < (tw,y) = t*||z]|* + 2¢(x,t) + ||Jy||*> > 0,Vt € R, donc le discrimi-
nant de ce trinome est négatif ou nul d’ou (z,y)* — ||z||*||ly||* < 0 autremant dit

@@ 9)| < lllllyll. =

Définition 1.4
Soient E un espace Euclidien muni d’un produit scalaire (-,-), x,y deuz vecteurs
de E et F,G deuz parties de E.

— Si (x,y) = 0, on dit que les vecteurs x et y sont ortogonauz et on écrit

r Ly.
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— L’orthogonal de F est F+ ={y € E: (v,y) =0,Vz € F} .
— 51 les vecteurs de F' et G sont deux a deux ortogonauz on dit que F' et G

sont orthogonaux et on éxrit F' 1 G.

La continuité du produit scalaire imlique que si x est orthogonal aux éléments

d’une suite y,, qui converge vers y alors = L y.

Définition 1.5

Un espace de Hilbert H est un espace Euclidien complet pour la distance d(x,y) =

[l —yl|.
Proposition 1.6

Soit M un sous espace fermé d’un Hilbert H, alors
H=MoM"
Corollaire 1.7
Si M est un sous espace d’un espace de Hilbert H. Alors, M est dense dans H si

et seulement si M+ = {0}.

Théoréme 1.8 (de représentation de Risz-Fréchet)
Soit H un espace de Hilbert et H' sont dual. Alors pour tout ¢ € H', il existe un

et un seule f € H tel que : {(p,v) = (f,v),Yv € H, de plus || f|lm = ||¢||m -

1.2 Théoreme de Lax-Miligram

Soit F un espace Euclidien (préhilbertien ) réel.

Définition 1.9
Une forme bilinéaire sur E est une application a : E x E — R telle que les
applications partielles x — a(z,y) et y — a(x,y) sont linéaires sur E. Elle est

8



Théorie variationnelle des équations elliptiques Mohamed Saadi

— continue s’il existe une constante ¢ > 0 telle que : |a(u,v)| < cllul|||v]], Vu,v €
E.
— coersive s’il existe a > 0 tel que |a(u,u)| > of|ul®*,Yu € E.
— symétrique si a(u,v) = a(v,u),Vu,v € E.
Théoréme 1.10 (de Lax-Miligram)
Soit V' un espace de Hilbert. Soit a(-,-) une forme bilinéaire continue et coercive
sur V.. Soit £ une forme linéaire continue sur V. Alors il existe un unique u € V

tel que a(u,v) = {(v),Yv € V.

Démonstration.
On a ¢ € V', d’apres de téoréeme de Risz-Fréchet 3! T, € V tel que {(v) =
(Ty,v),YveV.

L’application v + a(u,v) est un élément de V', d’apres le théoreme de Risz-
Fréchet, 3! T,u € V tel que a(u,v) = (Tyu,v),Yv € V.

T, est un opérateur linéaire continu de V' dans lui méme, en effet

(T, (au + pw),v) = alau+ Pw,v)
= aa(u,v) + fa(w,v)
= a(Tu,v) + (T,w,v)
= (aTyu + T, w,v).
Le probleme “trouver u € V tel que a(u,v) = £(v),Yv € V7 devient “trouver
u €V tel que (Tyu,v) = (Ty,v),Yv € V7 c-a-dire T,u = T;. Donc, il suffit de
montrer que 7y, est bijective de V' dans lui méme.

T, est injective, en effet Tou = 0 = (T,u,u) =0 = a(u,u) = 0, comme a(u,u) >
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al|lul]? alors |jul| = 0, d’ott u = 0.
Pour montrer que T, est surjective il suffit de montrer que 7,V est fermé dans V'
et (TaV)L = {0}. Soit u,, une suite d’éléments de 7,V convergente vers u € V,

donc u,, est de Cauchy dans V', d’out
Ve > 0,IN e N,Vp,q > N : ||u, — u,|| < ae.

u, €T,V = v, eV :u, =T,v,.

(Tovg — Tovg, vy — vp) = (Tu(vg — vp), 04 — V) = alvy — vy, v, — V) > al|vy — vpl]?,
donc

lvg = vpl1* < (1/ ) (Ta(vg = vp),vg — vp) < [ Ta(vg = vp)[[[|vg = vyl d'ot

lvg — vpll < (1/a)||Tovg — Tovy|| = (1/a)||uy — up|| < e, donc v, est une suite de
Cauchy dans V', elle converge vers v € V', la continuité de T, imlique la conver-
gence de T,v, vers T,v =u € T,V. Donc T,V est fermé dans V.

Montrons maintenant que (7, aV)L = {0}.

we (TV) = (w,2) =0,z € T,V = (w,T,V) = 0,YoV = (w, Tyw) = 0 =

a(w,w) = 0, comme |a(w,w) > «a|w||?, alors |[w|] =0 don w=0. =

Théoréme 1.11 (de Stampacchia)

Soit V' un espace de Hilbert. Soit a(-,-) une forme bilinéaire, continue, coercive
et symétrique sur V. Soit { une forme linéaire continue sur V. Alors, u € V est
une solution du probléeme a(u,v) = l(v),Yv € V si et seulement si u réalise le

minimum de la fonctionnelle J(v) = ta(v,v) — €(v).

Démonstration.

10
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Soit u € V telle que a(u,v) = ¢(v), Vv € V, montrons que
J(u) < J(w),Yv e V.
On a a(u —v,u —v) > 0 donc a(u,u) — 2a(u,v) + a(v,v) > 0 ce qui implique
a(u,u) —20(v) + a(v,v) >0

D’autre part, a(u,u) — 20(u) = —fl(u) (car a(u,u,) = €(u)), donc a(u,u) =

—2J(u), donc l'inégalité a(u,u) — 2¢(v) + a(v,v) > 0,Vv € V implique
—J(u)+ J(v) > 0,Yv €V,

Supposons maintenant que J(u) < J(v),Yv € V et montrons que a(u,v) =
l(v),Yv e V.

On a J(u) < J(v),Yv € V implique J(u) < J(u + tv),Vt € R,Vv € V, donc
a(u,u) —20(u) < a(u+tv,u +tv) — 20(u + tv),Vt €e R,Vv € V
d’on
2ta(u,v) + t*a(v,v) — 2tl(v) > 0,Yv € V.
Sit > 0 alors 2a(u,v) + ta(v,v) — 2(v) > 0,Yv € V, en fesant tendre t vers 0
nous obtenons a(u,v) — ¢(v) > 0,Vv € V.

Sit < 0 alors 2a(u,v) + ta(v,v) — 2¢(v) < 0,Vv € V, en fesant tendre t vers 0

nous obtenons a(u,v) — ¢(v) < 0,Vv € V, donc a(u,v) =£l(v),YVv € V. m

Remarque 1.12
Si On prend a(-,-) = (+,-) (le produit scalaire de V) dans le théoréme de Laz-

Milgram nous obtenons le théoreme de Risz-Fréchet.

11



Exercices du chapitre 1

V' désigne un espace de Hilbert réel et VV/ son dual topologique.

Exercice 1.1

Soit a une forme bilineaire symetrique sur V x V. On suppose que a est continue
et coercive. Montrer que ['expression a(u,v) definit un produit scalaire sur V et
que la norme associée est equivalente a la norme de V. En deduire que dans ce

cas le théoreme de Lax-Milgram est un cas particulier du théoreme de Riesz.

Solution.
a(+,-) est une forme bilinéaire, symétrique, continue est coercive donc :
— Yu,v,w €V :alu+v,w) = a(u,w) + a(v,w)
— Vz,y e V,VA e R: (A\u,v) = Aa(u,v)
— Yu,v € V :a(u,v) = a(v,u)
— Ja>0:VueV:aluu) > alul|? > 0.

Il reste a montrer que a(u,u) =0 = u = 0. Soit u € V tel que a(u,u) = 0 donc

0 = a(u,u) > a||ully ce qui implique ||u|ly =0 d’ott u = 0 (puisque || - ||y est une
norme).
Montrons maintenant ’équivalance de la norme associée a a(-,-) et || - ||v. a est

12
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continue donc Yu € V : a(u,u) < c||ul|?, dott \/a(u,u) < /c||uly. D’autre part,

Valu) > afjull?, d'on
1
YueV: EHUHV < Va(u,u) < vel|lully.

Dans le cas otl a est une forme bilinéaire, continue, coercive et symétrique. a(u,v)
est un produit scalaire dans V. V' est un espace de Hilbert pour la norme y/af(-, -),

donc le Théoreme de Lax-Miligrame dans ce cas n’est que le Théoreme de Risz.

Exercice 1.2
Soit a une forme bilinéaire continue sur V-x V et L : V. — V' une application
linéaire continue. On suppose que a est a-coercive et que | L||zovyvy < a. Montrer
que

VieV 3ueV :alu,v)+ (L(u),v) = (f,0),VfeV

1
a — [|LIIZ

de plus, on a Uestimation ||ully < 1A%

1A%

Solution.

On pose b(u,v) = a(u,v) + (L(u),v) = (f,v). La bilinéarité de a et la linéarité
de L entrainnent la bilinéarité de b.

Motrons que b est continue de V dans V', on a

[(L(w), v)| < L)y l[vllv < Ll wwnllellviiollv

donc

[(L(w), v)| < alullv]lv]lv,
et comme |a(u, v)| < c|lullv||v|ly on a |b(u,v)| < (¢ + )| ul|v||v]v, d’ou la conti-
nuité de b.

13
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Montons que b est coercive, on a

[{L(u), 0)] < L]l evanllully

donc —|| Ll zevvnllullf < [(L(w), w)| < [|L|lzovvnllully ce qui implique b(u,u) >
allulli; = Ll zovvnllulld = Bllullf (ot 8 = a — ||L|zwv,vr)) donc b est S-coercive.

Toutes les hypotheese de théoreme de Lax-Miligram sont vérifiées donc
VieV 3ueV :bu,v)=(fv),VfeV
En prennant v = w on trouve

1
Zlully < blu,w) < (f,u) < [lullv ]| fllv

B

1
a — || LIIZ

donc [lully < [v][v.

A0
Exercice 1.3

Soient a(.,.) et b(.,.) deuz formes bilineaires continues sur V2, X\ € R* L € V' et

le probleme
Trouver weV tel que
(PV).
a(u,v) + Ab(u,v) = (£,v),Yv € V.

Montrer que chacune des hypothéses suivantes est suffisante pour que le probleme

(PV) admette une solution unique :
1. a(.,.) est coercive et b(.,.) est positive,
2. a(.,.) est positive et b(.,.) est coercive,
3. af(.,.) est coercive et \ est suffisamment petit (préciser),

4. b(.,.) est coercive et X est suffisamment grand (préciser).

14
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Solution.

En posant ¢(u,v) = a(u,v) + \b(u, v),Vu,v € V, le probéme (PV) devient

Trouver uw eV tel que
(1.1)

a(u,v) + Ab(u,v) = (L, v),Yv € V.
Nous appliquons le théoreme de Lax-Milgram. On a ¢ est une forme linéaire
continue sur V. Il reste & montrer que ¢(.,.) est une forme bilinéaire continue sur
V2 et coercive sur V.
Comme af.,.) et b(.,.) sont des formes biinéaires sur V2, il facie a prouver que
c(.,.) est une forme bilinéaire sur V2.

D’autre part, a(.,.) et b(.,.) sont deux forme bilinéaire continues sur V2, alors ils

existent deux constantes C, et Cj telles que

IN

Callullvllvllv,Yu,v eV, (1.2)

ja(u, v)|

IA

[b(u, v)] Collullv]lvllv,Vu,v eV, (1.3)

alors, pour tous u,v € V, on a

le(u,v)] = |a(u,v) + Ab(u,v)]
<la(u,v)| + Alb(u, v)|
< Callullv[lvllv + ACsllullv llv]lv
= (Ca + AC) Collullv [v]]v,

donc il existe une constante C. = C, + AC}, telle que

[e(u, 0)| < Cellullv[[vllv, Yu, v €V,

15
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d’out la continuité de ¢(.,.) sur V2.
Pour pouvoir conclure, il nous ne reste qu’a prouver que la forme bilinéaire ¢(., .)

est coercive sur v.
1. Supposons que af.,.) est coercive et b(.,.) est positive. Alors,
Jag >0 |a(u,u)| > aglull},Yu eV (1.4)
et
b(u,u) > 0,Yu €V,
d’ou, pour tout u € V
c(u,u) = a(u,u) + Ab(u, u)
> agllully + b(u, u)

> aql|ullf,

alors, c(.,.) est coercive sur V.

2. Supposons que af(.,.) est coercive et b(.,.) est positive. Alors,
a(u,u) > 0,Yu €V,

et

oy >0 [b(u,u)] > allull}, Vu €V, (1.5)

d’ot, pour tout u € V
c(u,u) = a(u,u) + Ab(u, u)
> a(u,u) + Aoy ||ul[3
> Aap|ull¥,

16
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alors, c(.,.) est coercive sur V.

3. Supposons a(.,.) est coercive. Alors, par l'inégalité = > —|z|,Vx € R, la

formule (1.4) et (1.3), on a

c(u,u) = a(u,u) + Ab(u, u)
> allullf = Alb(u, u)]
> agllully — ACy|Jull},

= (= ACy)Jull7,

o a
donc ¢(.,.) est coercive des que A < 5‘1
b

4. Supposons que b(.,.) est coercive. Alors, par 'inégalité = > —|z|,Vx € R,

la formule (1.5) et (1.2), on a

c(u,u) = a(u,u) + Ab(u,u)
> —la(u, u)| + Aoy[|ul[f
> —=Callull§, + Aow|lulli,

= (=Ca + Aaw) ||ulf5,

: C
donc ¢(.,.) est coercive des que A > —=.
ap

17



Chapitre 2

Rapels sur Les espaces de
Sobolev et sur ’analyse

vectorielle

Dans la suite, {2 désigne R™ ou un ouvert de R™ de frontiere I'.

2.1 Espaces de Sobolev H' H} et H!

Définition 2.1
L’espace H'(Q2)(de Sobolev d’ordre 1) est l’ensemble de fonctions de L*(Q)

ayant des dérivées (prises au sens des distrinutions) dans L*(L).

HY(Q) = {u cu€ LA(Q), 2 € 12(Q),i = 1n}

18
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On peut vérifier que 'application

(u, ) i1 () :/Qu(:v)v(:v)dx—l—Z/ g;i(:r)g;z (x)dz

définit un produit scalaire sur H'(Q2), donc H'(Q) est un espace normé dont la

norme est

2 1/2
dm) .

o = ([ loar + 3 [ [0

Exemple 2.2

1. Soit |a, b[ un intervalle borné de R. Si u est une fonction continue sur |a, b]
a dérrivée continue par morceaux sur [a,b] alors u € H'(]a, b]).

1 st >0
2. Soit u la fonction définie su r]—1,1] par : u(z) = alors

0 st <0,
uég HY (] —1,1]) car v’ =y ¢ L*(—1,1).

Définition 2.3 (Convergence dans H'(Q2))
Une suite u; converge vers u dans H*(Q) si et seulement si u; — u dans

L*(Q) et Vu; — Vu dans (L*(2))".

Proposition 2.4

L’espace (Hl(Q), | - ||H1(Q)> est un espace de Hilbert séparable.

Démonstration.

Soit u; une suite de Cauchy dans H'(f2), alors

Ve >0,IN e N:Vp,q > N : ||Jug — uplmr ) < €.

19
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Donc les suites u; et %,j = 1,2, ..n sont de Cauchy dans L*(Q) donc u; — u
et giwi — v; dans L?(Q).

L’injection L*(Q) < D’'(Q) assure la convergence de u; et ?)sz vers u et v; respec-
tivement dans D'(£2).

L’opérateur de dérvation est continu dans D’'(€2), donc

ou
8.1'1‘ ’

(15, 52} =~ 52 = (

), Vo € D(Q).
En vertu de I'unicité de la limite dans D'(Q2), 2% — v; € L*(2), donc H'(Q2) est

un Hilbert. Avant da passeer a la preuve de la séparabilité de H'(Q), rappelons

les propriété suivante :

— Le produit de deux espaces séparables et un espace séparable.

— Tout sous-espace fermé d'un espace de Hilbert séparable et un sous-

espace séparable.

L’application J(u) = (u, 2%, ..., %’:) est une isométrie de H'(§2) dans (L?(£2))"!,

) Oz ?

donc on peut identifier H'(Q) & J(H'(£2)) qui est un sous espace fermé de 1’espace

de Hilbert (L*(Q2))""!, d’out la séparabilité de H'(Q2). m

Proposition 2.5

Si Q est borné alors D(Q) n'est pas dense dans H(2).

Démonstration.

20
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1l suffit de montrer que (D(Q))* # {0}.

ue (D)t = /Qu(x)v(x)dx + Z/ Ou (x) Ov dr =0,Yv € D(Q)

= /Qu(x)v(a:)d;v - Z/ g;;(x)v(x)dx =0,Yv € D(Q?)
= (—Au+u,v) = 0,Yv € D(Q)
= —Au+u=0.

Si Q2 est borné, il existe ug € H'() solution de —Au + u = 0 avec ug # 0, donc

(D(Q)* #{0}. =

Proposition 2.6

D(R™) est dense dans H*(R™).

Démonstration.

La démonstration se fait en deux étapes : Troncature et régularisation.
Troncature : On note H}(R™) I'espace des fonctions de H'(R™) & support

compact, on montre que H!(R") est dense dans H'(R™). En effet, soit M € D(Q)

la fonction définie par :

(

M(x)=1,]2] <1,

M(z)=0,z| > 2

0< M(z)<1,1<|z] <2
\

On note M, (z) = M(z/r), on x/r = (x1/r,22/7, ..., x, /7). Alors on peut montrer

que pour tout v € H'(R") les élément de la suite M,v sont dans H'(R") et M,v
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converge vers v dans H'(R") quand r — oo. Donc tout élément v € H*(R™) peut
approximer par une suite d’élément M,v de H}(R"), d’ou la densité de H!(R™)
dans H'(R™).

Régularisarion : On montre que D(R") est dense dans H!(R™). Soit p €

D(R™) telle que :

(

p(xr) > 0,]z| <1,

M(x)=0,z| >1

\ Jan p(z) = 1.

On pose pp(z) = (1/h™)p(z/h), alors on peut montrer que v, = py * v € D(R")

et v, — v quand h — 0 pour la topologie de H'(R"). =

Définition 2.7

L’espace H}(Q) est la fermeture de D(2) dans H' ().

Proposition 2.8
e Hi(R") = HY(R").
o Siu € H}(R™) alors il existe une suite u; d’éléments de D() qui
converge vers u pour la topologie de H'(Q).

. <H01(Q), || - H|H1(Q)) est un espace de Hilbert séparable.

e Siu € Hg(Q) alors le prolongement par de u par 0 en dehors de Q) est

un élément de H'(R™).
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Proposition 2.9 (inégalité de Poincaré)
Si Q est borné (au moin dans une direction) alors il existe une constante
Cq > 0 telle que

2

P v e vI@
o) T EHQ).

L2

[0l r20) < Cﬂ<zn: H g;.
i=1 !

Démonstration.

Sans pert de généralité on peut supposer que €2 est contenu dans la bande a <
x, < b, on pose z = (2/,z,) € R" avec a < z,, < b.

Soit v € D(R) est v sa prolongement par 0 en dehors de (.

On a v(2/,x,) = / ’ @(x’,t)dt donc
o

ot
Tn 2
B!, )2 g/a S o) dt

§/ 1dt/

o
a@:,t)‘dt

— (& — a) / %(x’,t)‘zdt
S(acn—a)/R %j(x’,t)’zdt

ce qui ipmlique

d’on
b _ b o 2
// |v(x’,xn)|2dx’dxn§/(:L'n—a)d:r;n/ —(2,t)| dx
a Rn—1 a n a
donc
(b—a)zH o ||2
< .
lollzae) < 2 Oz llL2(9)
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Par densité de D(2) dans H} () on trouve le résultat pour tout v € Hi (). =

Corollaire 2.10

Si Q est borné (au moin dans une direction) alors la semi-norme

(!

1/2
, ) est une norme sur H}(Q) équivalante a celle induite par
L
H().

n a‘
On note || - ||H3(Q) - (Z H&'E
i=1 ’

2 1/2
L2(Q)> '

Démonstration.

Soit u € Hy(Q), comme ||ul|r2(q) < C’g(Z H

L2 Q)) " alors (Z H ox;

ox;

En utilisant 1'inégalité de Poincaré on montre que :

(ZHG@"Z L2(Q >1/2 < el < 1+CQ<ZH89U,

1/2
L2 Q)>

1/2 )
Lm)) Nu € HMQ).

Définition 2.11

On désigne par H=1(Q) l'espace dual de H}(S2).

Proposition 2.12

o llgll-y = sup{(g,v) - u € Q) A full gy = 1}
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o HY(Q) — Ly(Q) — HY(Q) avec injections continues est denses.

e gcL?0) = (g € H'(Q) et (g,v) = / g(x)v(z)dx,Yv € H&(Q))

e g € L*(Q) = <0g € H Q) et <8g ) = —/Qg(x)gvdx,Vv €

v
81’2‘ 8£L'i7 ZT;

H&(Q)),Vl <i<n.

o g (@) = (divlg) € H(Q) et (div(g).v) = - /Q f - Vodz, Vo €

H}(9)).

2.2 Traces de fonctions de H'(()

On note R} = {(¢/,2,) €e R" 1 2, > 0}, I' = {(2/,0) : 2’ € Rn — 1 : z,, > 0}

(la forontiére de R?) et RT = {(2/,z,) € R" : x,, > 0}

Proposition 2.13

D(R?) est dense dans H'(R™).

Démonstration.

Meéme preuve de la densité de D(R”) dans H'(R"). m

Proposition 2.14

Pour tout u € D(RY) on a ||u(-,0)| p2gn-1) < [[wll 1 ey -

Démonstration.
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> Ou
u
0 3xn

On a u*(2,0) = — (2 xp)dr, = —2/ u(x/,xn)aa—uu(x/,xn)dxn,
0 Tn

donc

2.7 e 1/2 % 0u 2\ /2 e < 0u 2
u(m,0)§2</0 |ul d:vn> </0 ‘a—xn‘dmn> S/o |ul dxn+/0 ‘a—wn} dx,,

une intégration de deux membres sur R"~! nous donne ||u(-, 0)|| 2rn-1) < HuHHl(Ri).

Corollaire 2.15

L’application
Y : D(RY) — Ly(R" 1)
u— Yo(u) = u(a’,0)

se prolonge par continuité a une application continue de H*(R',) dans Lo(T').

On peut définir ur (la valeur de u € H'(R") sur I') en tant que fonction de

Ly(TD).

2.3 Espaces de Sobolev dans un ouvert réguliers

Soient
Q= {z R 7| < Ljw| < 1},
Qr ={(a,z,) eR": |2| < 1,0 < 2, < 1}
et
Qo :={(2,0) e R" ! x {0} : |2/| < 1}.
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On dit que Pouvert €2 est k—régulier si pour tout x € T, il existe un couple (U, ),
ot U est un ouvert de R" contenant = et ¢ € C*(U) un diffémorphisme de U

dans @ tel que :

el eCMQ), o(UNT)=Qo et ©(UNQ) =Q,.

Si Q est k—régulier, alors I' admet une paramétrisation par une fonction de classe
Ck,

Q) est dit Lipschitzien si I' admet une paramétrisation par une fonction Lipschit-
zienne.

On note v(z) le vecteur unitaire normal extérieur au point € I'. Si u est une
fonction assez réguliere définie sur Q, alors la dérivée normale de u sur I' est
ou

% == VU.I/.

Théoréme 2.16

Si Q est 1—régulier alors D(Y) est dense dans H' ().

Corollaire 2.17

Si Q est 1—régulier alors 'application
Yo : D(Q) — Ly(T)
u = Yo(u) = ur

se prolonge par continuité a une application continue de H'(Q) dans Lo(T).

Yo : HY(2) — Lo(I') n’est pas surjective, on note H'/2(T) = ~o(H(Q)).
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Théoréme 2.18

Si T est assez réqulicre alors HY(Q) = {u € HY(Q) : vo(u) = 0}.

Théoreme 2.19 (de Rellich-Kondrachov)
Si Q0 est borné et 1-régulier alors l'injection de H'(2) dans Ly(S2) est com-
pacte, autrment dit de toute suite bornée dans H'(S)) on peut extraire une

sous-suite converge dans Lo(S).

2.4 Formules de Green

Théoréme 2.20
Soit D un ouvert 1—régulier. Soit w une fonction apparenant & C*(D) a

support borné dans D. Alors w vérifie la formule de Green

ow

p O

(x)dx = /8D w(x)v;(z)ds

ot v; est la i-eme composante de la normale extérieure unité de D.

En prennant w = uv dans la formule de Green (ou u et v sont deux fonctions
apparenant & C'(D) & supports bornés dans D) nous obtnons la formule de

d’intégration par partie

/Du(:(:)g;l (x)dx = — /Dv(x)g;i (x)dx + /ap u(z)v(x)v(z)ds.
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Cette formule nous conduite a la formule suivante

/[)Au(x)v(x)dx: —/ Vu.Vu(z)dr + @(x)v(x)ds,

D op OV

— — — ou
pour toutes u € C*(D) et v € C'(D) a supports bornés dans D, ot o Vu.v.
n

Théoréme 2.21

Soit Q un ouvert 1—régulier. Alors pour toute u,v € H'(2) on a

/Q u(x)g; (2)dz = — /Q v(:c)gsi (z)d + /F w(@)v(@)vi(z)ds.

Démonstration.

On pose a(u,v) = /Qu(x)g;}2 (x)dx,b(u,v) = /Qv(x)g;i (x)dx et

d = / u(z)v(z)v;(x)ds, alors a,b et d sont des formes bilinéaires continues sur
r

HH(Q). En effet, Ja(u, )] < [[ullzy 2 e < Nl @llellmy, de meme

[b(u, V)] < Nlull @ |Vl @)

La continuité de vy de H'(Q) dans Ly(T') implique la continuité de d car

|d(u, V)| < [lull o) V]| oy < ellullar@llollare)-

D(Q) est dense dans H*(Q) donc ils existent deux suites u; et v; qui convergent
vers u et v respectivement dans H'().
Pour tout j € N, u; et v; vérifient la formule de Green a(u;,v;) = —b(u;,v;) +

d(u;,v;), par passage & la limite, nous obtenons a(u,v) = —b(u,v) + d(u,v). =
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2.5 Espaces de Sobolev H™((2)

Définition 2.22

Pour tout entier m > 1, On definit l’espace de Sobolev d’ordre m par :

H™(Q) ={u € Ly(Q) : 0% € Ly(Q), || < m}.

On munit H™(Q2) par le produit scalaire

(1, v) m(0) :/ Z 0“ud“vdz
Q

|| <m
et on note || - || gm(q) la norme correspondante.
Proposition 2.23
o Muni de la norme || - || gmq), H™() est un espace de Hilbert séparable.

e D(R™) est dense dans H™(R™).

e Le prolongement par 0 d’une fonction de HJ*(Y) est dans H™(R™) (H{" est
la fermeture de D dans H™ ).

e D(R}) est dense dans H™(R™).

e 5i Q est m-régqulier alors D(Q) est dense dans H™ ().

ege H Q)= (HQ) & g= > fifi € LAQ).

lil<m
o 5iQ est borné (au moin dans une direction) alors pour toute u € HJ*(Q) il
existe ¢ = ¢()) telle que

1/2
[l < (@) D 10ulue))

|a|l=m
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o 5i Q) est assez régulier alors ’application

v H™MQ) = (Ly(D))™
n ( ) D
u U= (YU, YUy ooy Y1), YU = ——
v Yo, Y1U, ..., Y 1 i 8Vj
se prolonge par continuité 4 une application continue de H™(S2) dans
(La(1))™
o Si Q) est assez réguklier alors HJ'(2) = {u € H™(Q) : yu = 0}.
e (Formule de Green) Si Q) est 1-régulier alors, V(u,v) € H*(Q) x H(Q) on

a

/Q(Au(x))v(x)dx = — / Vu(z).Vou(z)dx + Ou (x)ds.

Q Fal/

31



Exercices du chapitre 2

Exercice 2.1
Soient Q) un ouvert régulier et €11,y deux sous-ouverts réquliers de €) tels
que :

QUL =0 e UNQ =0

Soient u; € H' (1) et ug € H () telles que uy = uy sur I, ou I = 0QNIN,.

u; sur
On pose u =

Ug  sur o

1. Montrer que u € Ly(Q).

2. Soit v € D(Y). Montrer que :

ou v v .
<8_xi’v> - _/Q1 ula%,dx - /92 U2%d9€ﬂ =1,2..,n.

2

3. En appliquant la formule de Green, montrer que

<%,v> :/ Ouy vdr+ auzvd:v—/ulvn(l)da—/ugvn@)do, Yv € 1
Ox; ol Ox; Qo Ox; I

1

n®) désigne le vecteur unitaire normal sortant le long de Qp, k= 1,2.

4. En déduire que u € H ().

\J
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Solution.

1. On a/ lu(z)Pdr = / \ul(x)\zdx—l—/ [us () |*dz < 0o donc u € Ly(Q2).
Q Ql QZ

ou ov ov ov ov
2. <(‘99§,~’U> :—<u,8—$i> = — Quaxid:ﬁ:—/glulaxidx—/ Uanida:.

3. Ona: —/ uy Ov dx = —/ ulvn(l)da—l—/ Our Lodz. Comme v € D(),
ol 81‘1 o0 Q1 3%

0 0
ona:v=0surd\I donc — 1 Y dr = — ulvn( )da—i—/ ulvdm
ox; I 0, 0;
8
On traite de la méme facons : — 8 dx pour obtenir (d’apres la
Z;
question 2.).
0 0 0
<—u,v> = ulvdm+ u2vdx— /ulvn do — /ugvn(2)da
Ox; o, 0 Q. 0 I
4. On a n® = —n® et uy = uy sur I donc / Lodr +
8% o0x;
0 0 0
N a?jvdm d’ott 8; = 81::: sur Qp(k =1,2) donc 0% € Ly(€2). Comme

u € Ly(2), alors u € H'(Q).
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Chapitre 3

Problemes aux limites elliptiques

du second ordre

Considérons I’équation

Zzai,j(x)aT;m n Zbi(x)az Yaolx)u = fla),zeQ. (3.1

i=1 j=1 -
olt a;;,bi,, (1,7 =1,2...,n),a9 et f sont des fonction réel définies sur €.

On suppose que la matrice A = (a; ;(x));; est symétrique. Soit z( € €, I'équation
(3.1) est dite de type elliptique ou elliptique au point z, si toutes les valeurs
prorpres de A(zg) sont strictement positives (ou strictement négatives), elle est
elliptique sur 2 si elle est elliptique sur tout point de €.

On parle du probleme au limite si on a

1. Une équation aux dirrivées partielles sur un ouvert € (par exemple (3.1)).

2. Un certain nombre de conditions sur le bord de 2.
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On dit que u est solution du probleme au limite si elle vérifie ’équation sur §2
ainsi les conditions aux bord.

Probleme de Dirichlet : La condition au bord est de la forme u = ¢ sur
0f) o g est une fonction définie sur 9€). Si g = 0 le probleme est dit homogene
sion il est nonhomogene.

N o ou

Probleme de Neumann : La condition au bord est de la forme o g sur

v

%) ou g est une fonction définie sur 0f2.

Probléeme mélé : Les conditions au bord sont de la forme u = ¢g; sur I'; et

ou

3 = g2 sur I'y ot 92 = T'y U T, g1 est une fonction définie sur I'y et go est une

fonction définie sur I's.

3.1 Formulation variationnelle et notion de so-

lution faible

Soit le probleme

—Au = f sur

u = 0 sur 09 (3.2)

oi1 Q est un ouvert régulier et f € C(9Q).
Siu € C*Q)NC(Q) vérifiant (3.2) alors u est dite solution classique du probléme
(P). Dans la plupart des cas, la recherche de solutions classiques pose de nombreux
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difficultés, pour cela on cherche un autre type de solution en uutilisant ’approche
variationnelle, L’idée principale de cette derniere est de transformer un problele
au limite a un autre probleme en multipliant 1’équation aux dérivées partielles
par une fonction appartenant & un espace fonctionnel dit espace des fonctions
tests et en intégrant par partie (formule de Green).

On pose

V={vel(Q):v=0 sur 09}

Soit u € C2(Q) solution de (3.2). Multiplions I'équation —Au = f par v € V et

intégrons sur {2 nous obtenons

—/Auvdx:/fvdx,‘v’vev
Q Q

par application de formule de Green sur le membre gauche de I'égalité précédente

il vient :

/Vu-Vvdx = /fvd;z:, YveV. (3.3)
Q Q

L’igalité (3.3) est appelée formulation variationnelle du probleme (3.2).

Définition 3.1 (Solution faible)
Une solution uw € V' de formulation variationnelle (3.3) est appellée solution

faible du probleme (3.2).

Ecrivons (3.3) sous la forme a(u,v) = ¢(v),Vv € V, ot a(u,v) = / Vu-Vudz

0
et L(v) = / fudz.
Q
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L’espace V n’est pas Hilbert, donc on cherche un espace autre que V' pour étudier
le probléme (3.3) en appliquant le théoreme de Lax-Milgram & savoir les espaces

de Sobolev.

3.2 Etude de quelques cas : problemes de Di-
richlet, problemes de Neumann, problemes
mélé

Dans ce paragraphe nous allons traité quelques problémes aux limite par I'ap-

proche variationnelle .

3.2.1 Exemples sur des problemes de Dirichlet
Exemple 3.2

Soit |a,b| un intervalle borné et f € L*(]a,b]). On considére le probléeme
—u" = f sur Ja,b] (3.4)

u(a) = u(d)=0 (3.5)

On suppose que u € H?*(Ja,b[) solution de (3.4)-(3.5). On multiplie I'équation

(3.4) par v € H}(Ja,b]) et on integre sur €2, on obtient

b b
—/ u”(x)v(x)dx:/ f(z)v(z)dx, Yo € Hy(|a,b])

apres intégration par partie, on obtient

[ @)@ + / o () (2)dz = / F@)o(a)dz, Yo € H2((Ja, b))
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Comme v € H}(]a,b[), alors v(a) = v(b) = 0, donc une formulation variatioonnelle

du propleme (3.4)(3.5) est : trouver u € H}(]a,b[) vérifiant
/ o' (x)0 (x)de = / f(z)v(x)dz, Vv € H)([|a,b]). (3.6)

b
Ona [ () (@)dn < 1 eagoso 1 Neagosy = 1 g ¥ g
donc / ’ u/'(z)v'(z)dz définie une forme bilinéaire continue sur H{ (£2). De méme,
I’ inégalité de C.S. implique que / ’ f(x)v(x)dx définit une forme linéaire continue
sur H}(Ja,b[). D’autre part, la forme bilinéaire est 1-coercive car /b(u’(x))2dx =

2
el o

D’apres le théoreme de Lax-Miligram il existe un et un seule u € H}(Ja, b[) solu-

tion de (3.6).

Exemple 3.3 (Un probléeme de Dirichlet homogeéne)

On considere le probleme

—Au+u = f sur 9 (3.7)

u = 0 sur T (3.8)
ou Q) est un ouvert 1-régulier et f € H-1(Q).
Soit u € H'(Q) alors —Au +u € H™1(Q) et I'égalité (3.7) s’écrit
(—Au,v) + (u,v) = (f,v), Vv € Hy(Q).
D’apres la proposition 2.12, pour tout v € Hg(£2) on a

(u,v) :/uvdx et(—Au,v) :/Vu-Vvdx.
Q Q
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Une formuation variationnelle du probleme (3.7)—(3.8) est
/ Vu(z) - yv(z)dx + / u(z)v(z)dr = (f,v),Yv € Hy(Q) (3.9)
Q Q

On pose a(u,v) = /

Vu(z) - yv(z)dx + / uw(z)v(x)dx et L(v) = (f,v).
Q

Q

On vérifie facilment que a et ¢ satisfient les hypotheéses du théoreme de Lax-
Miligram pour I'espace de Hilbert H}(€2), d’ott I'existante d’une solution fable du

probleme (3.7)-(3.8) appartenant & H ().

Exemple 3.4 (Un probléme de Dirichlet non homogeéne)

On considere le probléme

—Au+u = f sur § (3.10)

u =g sur T (3.11)

ot Q est un ouvert 1-régulier, f € H=1(Q) et g € HY/?(Q).

g € HY2(Q) = v(HY(Q)) donc il existe h € H(Q) tel que g = yoh.
On pose w = u — h donc w vérifie le probleme

—Aw+w = f—Ah+h sur € (3.12)

w = 0 sur T (3.13)

On vérifie que f — Ah+ h € H~1(Q), donc le probleme (3.12)-(3.13) admet une
solution faible unique wy € H}(Q)(voir exemple 3.3 ).
Ce qui implique que vy = wy+h € H'(Q) est 'unique solution faible du probleme

(3.10)-(3.11).
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3.2.2 Exemples sur des problemes de Neumann

Exemple 3.5

Soit |a, b| un intervalle borné et f € L*(Ja,b]). On considére le probléme
—u"+u = f sur Ja,b (3.14)
W'(a) = 4'(b)=0 (3.15)

Soit uw € H?*(Q) solution de (3.14)-(3.15). On multiplie 'équation (3.14) par

v € H'(Ja,b]) et on integre sur 2, on obtient

_/abu”( e )dH/ dx_/ f(x)v(z)dz, Yo € H (Ja, b))

apres intégration par partie, on obtient

—[u’(x)v(x)]g—i-/abu’( W' (x )dx/ x)dx —/ f(z)v(x)dx, Vv € H' ([Ja,b])

Comme u/(a) = u/(b) = 0 alors une formulation variatioonnelle du propleme

(3.14)—(3.15) est

/ab W' (2’ (z)dr + /abu( / F(z)v(z)dz,Yv € H (Ja, b[(3.16)

On montre a 'aide du théoreme de Lax-Milgram que le probleme (3.14)-(3.15)

admet une solution faible unique.

Exemple 3.6 (Un probléme de Neumann homogeéne)

On considere le probleme

—Au+u = f sur (3.17)
ou
= r 1
5 0 sur (3.18)

ot Q est un ouvert 1-régulier et f € Ly()).
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Supposons u € H?*(Q) solution de (3.17)-(3.18). On multiplie (3.17) par v €

H'(Q) et on integre sur 2 on obtient

—AAM)UM+/ m—/f

En utilisant la formule de Green, il vient que

/VU )-Vo(z)de— gy)(ﬂﬁ/) m_/j (x)dz,V € HY(Q)

En tenant compte de la condition (3.18) on obtient la formuation variationnelle

suivante :

/QVu(a:) -Vou(x) + /Qu( / f(z)v(z)de, Yo € H(Q (3.19)

On vérifie facilement que la formulation variationnelles (3.19) admet une solu-
tion unique u € H'(2), donc le probleme (3.17)-(3.18) admet une solution faible

unique u € H*(Q).
Exemple 3.7 (Un probléme de Neumann non homogeéne)

On considere le probléme

—Au+u = f sur S (3.20)
ou
e T 21
5 g sur (3.21)

ot Q) est un ouvert 1-réqulier, f € Ly(Q) et g € H'?(T).

On multipie (3.20) v € H'(Q) et on integre sur {2 on obtient

—LAM)UM+/ M_/f .,
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Par la formule de Green et la condition (3.21), on obtient la formuation varia-

tionnelle suivante :

/QVU(Z‘)‘VU(%)dJE—F/QU(LC)U(CC)CZCC = /Qf(:c)'u(x)dx—l—/Fg(x)v(z)dS,Veag-]Zm)

Il est clair que (u,v) — /Q Vu(z) - Vu(x)dz est une forme bilinéaire, continue
et coercive sur H'(Q) et v /Q f(z)v(z)dz est une forme linéaire continue sur
H'(Q2) Pour appliquer le théoréeme de Lax-Miligram au probleéme (3.22) il faut
montrer que ¥(v) = / g(z)v(x)ds est une forme linéaire continue sur H'(Q).

r
Il existe h € H'(Q) tel que g = Yoh, o est continue de H'(2) dans Ly(T') donc
on a [V(v)| < ||vh|| L@ hovlz.m < Clh|| @ llv)l g1 @), dolt la continuité de

.
Remarque 3.8

La condition de Dirichlet est dite essentielle (ou explicite) car elle est forcée
par [’appartenance a un espace, tandis que la condition de Neumann est dite
naturelle (ou implicite) car elle découle de lintégration par parties qui conduit

la formulation variationnelle.
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3.2.3 Exemples sur des problemes mélés

Exemple 3.9
Soient 2 =]0,1[ un intervalle borné. On considere le probléme aux limites sui-

vants :

—u"+u = f sur €, (3.23)
W'(0) —u(0) = go (3.24)
(1) +u(l) = g (3.25)

ou f € La(2) et go, g1 sont des constantes réels.

Une formulation variationnelle du probleme (3.23)-(3.25) est :

/0 o ()0 (2)di + / w(a)o(z)dz + u(1)o(1) + u(0)o(0) = / w(a) f(2)d + gro(1) — (6,

&

a(u,v) £(v)

pour tout v € H'(Q).

On considere les aplications
m: CY[0,1]) — R m: CY]0,1)) — R
u — nou = u(0) u— mu = u(l)

Pour tout x € [0, 1], on a u(0) = u(x) — [ v/(t)dt donc

[u(0)] < |u(z)] +/ [u'(t)|dt < sup |u(z)| +0i111<)1 W' (z)] = ||ul|cr(o,1))-
0 STS

0<z<1

Donc 7 est continue de C*(]0, 1]) dans R, elle se prolonge & une application conti-
nue de H'(]0,1]) dans R notée enchore 19, méme chose pour 7;. Par 'inégalité de

C.S et la continuité des opérateurs g et n; de H'(Q2) dans R, on montre que a(u, v)
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est bilinéaire continue sur H'() et ¢ est continue sur H*(§2). D’apres le théoreme

de Lax-Miligram le probleme (3.26) admet une solution unique u € H'(Q).

Exemple 3.10 (Condition aux limites de Fourier (ou Robin))

On considere le probleme

—Au+u = f sur 9 (3.27)
%jLau = g sur T (3.28)

ot Q est un ouvert 1-régulier, o > 0, f € Lo(Q) et g € HY*(T).

On multipie (3.27) v € H'(Q) et on integre sur  on obtient d’apres la formule

de Green et la condition (3.28)

/QVU(QZ‘)‘VU(%)dJC—F/QU(LC)U(CC)CZCC—F&/U(HT)U(ZT)CZ:C = /Qf(x)v(x)d:v+/g(:&)’u(m)ds,Vv s

r r

On pose

a(u,v) = /QVu(az) -Vo(z)dr + /Qu(x)v(x)dx—l—oz/u(:c)v(:c)ds

r
et
() = [ e+ [ g
Q r
On a
lau, v)| < ullw@llvlla@ + alloulam1vovll zar

< ullm@ el + aclullm ol mo

= (1 + ac)||ul|mr@ol|v]|a @
et

G(Uau) = ||UHH1(Q) + 04||UHL2(F) > HU||H1(Q)~
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D’autre part

)] < [ fllo@lvll o) + 191 Lam 100l Loy
< dlvllme) + allvllme)
= (c+ ) |[vl @)
D’apres le théoreme de Lax-Miligram, le probleme (3.29) admet une solution

unique w € H'(Q).
Exemple 3.11

On considere le probleme

—Au+u = [ sur S (3.30)
u = 0 sur Iy (3.31)

ou
W 0 sur Iy (3.32)

ot ) est un ouvert 1-régulier, f € Ly(Q),ToNTy =0 et I' =Ty UL telles que

les mesures superficielles de I'y et 'y sont non nules .

On multiplie (3.30) parv € V = {p € H'(Q) : ¢ =0 sur Ty} et on integre
sur € on obtient d’apres la formule de Green et les conditions (3.31)-(3.32)
/Vu(x)-Vv(x)dx—i—/u(x)v(x)dx = /f(x)v(x)dx,Vv e V. (3.33)
Q Q Q

s (v

a(u,v) £(v)

En utilisant la continiuté de 'opérateur trace on montre que V' est un sous-espace
fermé de H'(€2), donc (V, || - | m1(e)) est un espace de Hilbert.

Il est clair que a(u,v) et (v) vérifient le théoreme de Lax-Miligram, donc le
probléeme (3.33) admet une solution unique u € V.
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Exercices du chapitre 3

Exercice 3.1
Soient Q un ouvert borné régulier conneze de R™ et f € L*(Q2). On considere

le probleme :

—Au=f sur (,
%:0 sur OS). (P)

1. Supposons qu’il existe u € H?*(Q) solution du (P), montrer que

/ f(z)dx = 0.

Q

2. Montrer que l’espace V = {v € HY(Q): / v(z)dr = 0} muni de la
Q

norme de H'(Q) est un espace de Hilbert.

3. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que :
]| 1) < C| VY Ly0), VU € HY(Q).

4. Etablir une formulation variationnelle (F'V') du probléeme (P) sous la

forme a(u,v) = £(v),Yv € V.

5. Montrer que (F'V') admet une solution unique.
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6. On suppose que / f(z)dz = 0.
Q
1
a) En remarquant que v — Tl / v(x)dr = v, € V,Yv € H(Q), mon-
Q

trer que : u est solution de (FV) = a(u,v) = £(v),Yv € H'(Q).

b) En déduire I’équivalence des problemes (P) et (F'V).

Solution.

1. En appliquant la formule de Green a u et v = 1 € H'(2), on obtient

ou
— Auxdx——/ —da,donc/ xdx——/Auxdx—— —do =
| sutwyae —— [ 2 [ fayin = = [ Aufeyiz— - [
0.

2. 11 s’suffit de montrer que V' est fermé. L’application Pv = / v(x)dx est
Q

continue de H'() dans R, en effet [Pv| < |QY2||v||1,) = Cllv]lmr ()

Comme V = P~1({0}), alors V est fermé dans H'(Q), d'ott V est un

espace de Hilbetrt.

3. On raisonne par I’absurde en supposant que pour tout n € N, il existe une

suite (wy,)neny d’éléments de V' telle que :

[wnll (@) = 2l Vwnl|Ly@)-

L, donc v, € V,Vn € N, |lvp|lgi) = 1,Vn € N et

Soit v, =
" ||wn||H1(Q)

||an||L2(Q) — 0.
La suite (v,,) est bornée dans H'(2). Donc (d’apres le théoréme de Rellich-
Kondrachov), il existe une sous suite extraite notée aussi (v,) converge
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dans L(), c’est a dire qu’il existe v € Ly(Q) telle que : ||v,—v||,) — 0.
Comme ||Vu,|| — 0, alors (v,,) est de Cauchy dans H'(2), donc converge
vers v dans H'(Q), comme V est fermé alors v € V, de plus [[v]| g1 (o) = 1
et |[Vv| iy = 0. Donc Vo = 0 d'ott v = C (car Q est connexe), et
comme v € V alors / v(x)dr = 0 donc v = 0 ceci contredit le fait que

Q

[olla@) = 1.

4. a(u,v) = / Vu(x).V(x)dx et £(v / f(x

Q

5. Par linéarité du gradient et de l'intégrale, on peut voir que a(.,.) est bi-
linéaire. Par l'inégalité de Cauchy-Scwartz, nous obtenons Yu,v € V :
la(u,v)| = ||l gr@)||v|| g ), donc a(.,.) est continue.
D’apres la question 3), on a Vo € V : a(v,v) = HVUH%Q(Q) > %Hv\ﬁ{l(m
donc a(.,.) est coercive.
Par linéarité de I'intégrale, £ est linéaire. Par I'inégalité de Cauchy-Scwartz,on
a [l()| < wllav@ll fllza@) = cllv]|a) donc £ est continue. Donc par le

théoreme de Lax-Miligram, le probleme (FV') admet une solution unique.
6. On suppose que /Qf(x)dx =0.

a) Puisque v; € v,Yv € H'(Q), nous avons : u est solution de (FV) =
a(u,v;) = l(vy),Yv € H'(Q). Remarquons que a(u,v;) = a(u,v) et
l(vy) = (car / f(z ) d’ont

u est solution de (FV) = a(u,v) = £(v),Yv € H*(Q).
b) On a (P) = (F'V) (question 4)). Montrons que (FV) = (P), on a
u est solution de (FV) = a(u,v) = £(v),Yv € H*(Q).
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En particulier
u est solution de (FV') = a(u,v) = {(v), Vv € D(Q).

Donc (—=Au — f,v) 1,0 = 0,Vv € D(Q2). Comme D(S2) est dense dans

L5(£2) nous obtenons —Awu = f sur €.

D’autre part, la formule de Green nous donne a(u,v) = f(v)Vv €
0
HY(Q) = (—Au — f,0) 1@ + a—Zda = 0,Yv € HY) ce qui
o0

0
implique (puisque —Au = f sur ) / 8_ng’ Yo e HY?(09).
09

Par densité de H'/2(99Q) dans Ly(9S2) nous obtenons ? = 0 sur 99.
u

Exercice 3.2

On considere le probleme

—Au = f sur Q (3.34)
—4+u = g sur T, (3.35)

ot Q2 est un un ouvert borné connexe régulier, f € Ly(Q) et g € HY?(T).

1. Montrer qu’il existe ¢ > 0 telle que

leldne < c(lulBum + 1IVullRy) Yo e HY®Q). (3.3

2. A laide de l’approche variationnelle démontrer [’existence et ['unicité de

solution faible du probleme (3.34)-(3.35).

Solution.
1. On raisonne par Iabsurde, suppons qu’il existe une suite (v,) d’élément de
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H() telle que

foallsier = n(onllae) + 11 Veullla ), Yo €N,

On pose w,, = Un alors
[vnll 10
|wnllmi@) =1L,V €N, [[Vun|r,) — 0 et |wall,ey = [ownll,w) B370.

D’autre part w,, est une suite bornée dans H'(Q), d’apres le théoreme de Rellich-
Kondrachov on peut extraire une sous suite w,, qui converge dans L(2), d’olt
I'existance de w € Lo(2) telle que ||wy, —w||1,) — 0, et comme || Vwy, ||1,0) —
0 la suite (w,,) est de Cauchy dans H'(Q) ce qui implique w € H'(Q). Par pas-

sage a la limite dans (3.37) il vient,
[wllai@) =1, IVwll@ =0 et |rwwl|m =0,
ce qui implique
|lwl|m@ =1, Vw=0 et sur Q et ~yw=0 surl,

Vw = 0 sur Q et 2 connex implique w = ¢ sur €2, et comme la trace d’une fonction
constante et cette constante elle méme, alors w = ¢ = 0 sur €2 ceci contredit le
fait que ||w|| g1 @) = 1.

2. Une formulation variationnelle de ce probleme est

\/QVu(x%VU(JJ)da:jL/Fu(:ﬁ)v(:c)dfi = \/Qf(a:)v(a:)dx—l—/rg(az)v(x),wEB}S{@)

s

v~ v~

a(u,v) £(v)ds

Il est clair que a(u,v) est une forme bilinéaire continue sur H'(Q) et £(v) est une
forme linéaire continue sur H'(2)(utiliser I'inégalité de C.S et la continuité de g
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de H'(Q) dans Ly(T)).

D’autre par I'inégalité (3.36) assure que
= ||V 2 2 > 1 2 \ Hl 0
oot ) = V30 + ey 2 s oy, Vo € H'().

D’apres le théoreme de Lax-Miligram le probleme (3.38) admet une solution

unique u € H*(Q).

Exercice 3.3
Soient Q un ouvert borné de R*", T € H'(Q),L = — zn: i(ai i) (a
i1 &U, " al'j
coefficients dans Lo (Q2) et uniformément elliptique) et g € (Loo(€2))" avec
div(g) = 0. Montrer que :
1) /(g -Vu)udz = 0,Yu € Hy ()
Q

2 II existe un unique u € HJ(Q) tel que
Lu+g-Vu = T (3.39)

dans D'(Q).

Solution.

1) On a div(ug) = Vu - g + udiv(g) = Vu - g, donc

/Q(g -Vu)udr = / div(ug)udx

Q
en appliquant la formule de Green et le fait que u = 0 sur 9€2 on obtient

/Q<9 Vu)ude = — /(g - Vu)udx

Q

o1



Théorie variationnelle des équations elliptiques Mohamed Saadi

donc /(g - Vu)udz = 0,Yu € Hy(Q).
Q

2) Par la formule de Green,

(L, v) i g = Z/ a; ;Vu - Vudr,Yv € Hy ().
i=1 79
Soit A = [a; j]1<ij<n Siu € H}(Q) solution de (3.39) alors

/ AVu - Vudz + /(g.Vu)vd:v = (T,v),Yv € Hy(Q). (3.40)
a(z‘:v) )

On a

latw,0)l <nsup Naggl@llulla@llolm @Il @y lull vl @, Va, v € Ho(€),
RV

donc a est continue sur (Hj(Q))2.
D’apres la question précédante, le fait que L est elliptique et I'inégalité de poincaré
on a

alu,) = | AVu-Vuds > 02| Vul o) = colllul g

donc a est coercive.
Il est clair que ¢ est linéaire continue sur H} (). D’apres le théoréeme de Lax-

Miligram il existe u € H}(€2) unique solution de (3.40). En particulier,

/ AVu - Vodz + /(g.Vu)vdm = (T,v),Yv € D(),
Q Q

en intégrant par partie il vient (Lu+ ¢ - Vu,v) = (T, v),Vv € D(2) donc Lu+ g -

Vu =T dans D'(2).

52



Théorie variationnelle des équations elliptiques Mohamed Saadi

Exercice 3.4

On considere le probleme

—u"+u=f sur 0,1

oit f € Ly(]0, 1]).
On pose (S, v) — /O " Fodz — v(0).
Montrer que

) S'e (H'(J0,1]))".

/ uv/+/ wvdr = (S,v),Yv € H'(]0,1]) <= u € H?(]0,1[) et u solution
0

3) il existe un unique uy € H*(]0,1[) solution de (P).

Solution.
1) On a |v(0)| = | [ v'(t)dt — v(x)] < ||v|c1(o,1)), done v — v(0) est une forme
linéaire continue sur C'*([0, 1]), par densité de C'*([0, 1]) dans H'(]0, 1]) cette forme
se prolonge & une forme continue sur H*(]0, 1[), donc

1

(S, v)] S/O [ foldz+[o(0)] < Cl[fllzagoapllvllogoan+Crllvll gy < Cllvllargoap-
2) Soit u € H?(]0, 1[) solution de (P), En multipliant I'équation —u” +u = f par
v € H'(]0,1]) et en appliquant la formule de Green en prenant en consédiration

les conditions u/(0) = 1 et /(1) = 0 il vient
1 1
/ u'v' +/ wodr = (S,v),Vv € H'(]0,1[). (3.41)
0 0
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Inversement, si u solution de (3.41) alors u € H'(]0, 1]) et
1 1
/ u'v +/ wvdz = (S, v), Vv € D(]0,1]),
0 0
par intégration par partie il vient (—u” +u — f,v) = 0, Vv € D(]0, 1[) donc
—u"+u=f sur ]0,1],

On a u € H'(]0,1]) donc v’ € Ly(]0,1]) et v’ = f —u € Ly(]0,1[) donc u €

H2()0,1]) et

1 1 1
—/ u"vdx —|—/ uvdr = / fodz,Yv € H'(]0,1]),
0 0 0

par la formule de Green
1 1 1
/ u'v'dx +/ wodz 4+ u'(1)v(1) — ' (0)v(0) = / fodz,Yv € H'(]0,1])
0 0 0
En comparant avec (3.41) il veint
' (1)o(1) — ' (0)v(0) = v(0), Vv € H'(]0,1])

donc v/ (0) =1 et v/(1) = 0 d’onr u solution de (P).
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Chapitre 4

Régulatité des solutions faibles

Dans le chapitre précédent, on a vu comment montrer ’existence et 'unicite

des solutions faibles de probleme aux limite de seconde ordre suivant

Lu = f sur Q, (4.1)

Conditions sur u au bord de . (4.2)

Dans ce chapitre nous allons prouver que sous certains hypotheses sur les données
(Q et f) ces solutions faibles sont des solutions fortes ou classiquess (au sens de

définitions suivantes)

Définition 4.1
Une solution forte de (4.1)—(4.2) est une fonction u € H?(Q) verifiant (4.1)

et (4.2) presque partout.

25



Théorie variationnelle des équations elliptiques Mohamed Saadi

Définition 4.2
Une solution classiqe de (4.1)—(4.2) est une fonction u € C*(Q) verifiant (4.1)

et (4.2) partout.

Proposition 4.3
u est une est soloution classique de (4.1)~(4.2) = u est une solution forte

de (4.1)~(4.2)= u est une solution faible de (4.1)—(4.2).

4.1 Un exemple en dimension n =1

On commence par un cas assez simple en dimension n = 1. Soit f € Lo(]0, 1]),

on a vu que la probleme

/Ou'(x)v'(x)dx = /Of(x)v(:)s)dx,‘v’UEHé(]O,l[) (4.3)

addmet une solution unique u € H}(]0, 1]).

Soit ¢ € C(]0, 1[), pour tout = € [0, 1] on pose

v = [ otz [ ot

donc v € C*(]0,1]),%(0) = ¥(1) = 0 et la dérrivée de v au sense de distribution

égale p.p. a sa dérrivée classique.
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donc ¢ € HL(]O, 1[).

En prenant v = ¢ dans (4.3) il vient

/01 u/($)90,(x)dx—/01 p(z) /01 u/(g;)dg;:/olf(m)w(x)dx

On pose F' = fo s)ds pour tout x € [0,1], si f est continue sur [0,1] alors F

est de classe C* et F' = f, donc

[ swsei= [ Fowpe =- [ Fewe
- / e [ et [ Fe@as

Maintenant, on pose ¢ = fol x)dx + fo x)dx alors

/0 (/(x) + F(2))p(x)dz = ¢ / o(x), Vg€ (0,1,

et comme C'(]0, 1]) est dence dans Lo(]0, 1) il vient ' = —F+c¢ p.p. dans 0, 1].
Soit w = fo ) + ¢)ds pour tout z € [0,1], donc w est de classe C? et
w' = —F + ¢ p.p. sur |0,1], doc ' = w’ p.p. ce qui implique u — w = ¢ p.p.,
en identifiant v & sa représrntant continu, on déduit que v et de classe C?, car

u=—-Fetu =—f.

Proposition 4.4

Si f € C([0,1]) alors le probléme admet une solution

classique unique.
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4.2 Injections de Sobloev

Proposition 4.5

Soit Q un ouvert de R™.

- Pour tout k,m € N tels que m > n/2 + k, on a H™(Q) — H*(Q).

- 51 Q =R} ouQ et de classe C* avec T' est bornée, m > n/2+ a,a € N et

k> a alors H™(2) — C*(Q).

4.3 Reégularité des solutions faibles du probleme
de Dirichlet homogeme

Dans cette section nous allons prendre quelques exemples sur des problémes

de Dirichlet sur €2 C R", n > 2.

4.3.1 Q=R"

Théoréme 4.6

Soit f € Ly(R™), soit w "unique solution du probléme

Vu(z) - Vu(x)dz +/ uw(z)v(z)de = f(x)v(z)de, Yve H(RE)

Rn n Rn

alors w € H*(R™), de plus il existe C > 0 tel que |w||g2@rny < C|| f|l1o@n)-
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Démonstration.

Soit {e;}i=1,., la base canonique de R™. On note

U)( + f;LeZ) —w et D_pDyw — 'U)( + h@l) — 2}:;} + U)( — hel)

Dyw =
alors D_, Dpw € H'(R"), on prend v = D_; Djw dans (4.4) donc
/ IV D)2 + / Dyw(@)Pdz = | f(@)D_yDuw(x)dz
R" R" R"
ce qui implique
IDnwl i @ny < 1 fllzan) | D—n Dpaw| oy gny. (4.5)
D’autre part on a
[D-nDrwl[,@ny < [[VDrwly@ey < | Dpw]| g (4.6)
(voir le lemme suivant). En combinant (4.5) et (4.6), il vient

HthHHl(R”) < HfHLg(R"%

ow

aZL’Z‘
tance de C' > 0 tel que ||w|| g2y < C|| fllLy@n). ®

donc € H'(R™),i = 1,2,...,n d’ou 'appartenance de w & H?(R") et I'exis-

Lemme 4.7

Siu € Lo(R™) alors les propriétés suivantes sont équivalantes :

1) uwe HY(R"),
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2) Il exsiste une constante C(u) > 0 telle que pour toute p € D(R™) on a

Op .
‘/nuamidzx‘ < CllellLy@ny, i =1,..,n,

3) Il existe C(u) > 0 tel que pour tout h € R™ |Ju(-+h) —ul|r,@r) < C|h],

on peut prendre C(u) = ||Vu| pymny dans 2) et 3).

Corollaire 4.8
Si f € H™(R") et w est la solution de probleme (4.4) alors w € H™2(R"),

de plus il existe C' > 0 tel que |w|| gmi2mny < O f||mm@n)-

Démonstration.

a;i e HYR"),i = 1,2,...n.

dans (4.4), il vient

Supposons f € H'(R"), on a déja prouver que

ov
al’i

Ou (x)-Vo(z)dz+ Ow (x)v(x)de = of

Pronnons v € D(€2) et remplagons v par

\Y

v(z)dz,Yv € H(R"),Yv € D(R"),

R 8$, R 6@

par densité de D(R") dans H'(R™) nous obtenons

Ow (x) - Vu(x)de + Ou (x)v(z)dx = of v(x)dz,Yv € H'(R™),

\%

par le théoréme 4.6 il vient 2% (z) € H*(R") d’ou I'appartenance de w a H*(R™).

pour m > 2 la démonstration ce fait par récurence. m

432 Q=R!

On désigne par I' la frontiere de R”}, si h € R"™! x {0} on note h//T.

60



Théorie variationnelle des équations elliptiques Mohamed Saadi

Lemme 4.9

Soit h//T.
1. Siue Hy(RY) alors u(- + h) € Hy(R).

2. Dt ager) < V0L, Vo € HI(RY)

Lemme 4.10
(Théoréme de Hahn-Banach) Soit p une application définie d’un espace vec-

toriel E dans R vérifiant

plaz) = ap(r),Vr € E,¥a € R et p(z+y) < p(r)+ply),Vr,y € E.

Soit G un sous-espace vectoriel de E et g : G — R une apaplication linéaire
telle que

g9(z) < p(x),Vz,y € G.

Alors il existe une forme linéaire f définie sur E telle que

flx)=g(x),YVxr e G et f(z)<p(z),VrekE.

Théoréme 4.11

Soit f € Ly(R%) et w la solution de probleme

Vu(a:)-Vv(x)dx—i—/ u(z)v(z)de = . f(x)v(z)dz, Vv e HERD)

R} RY 1

alors w € H*(R'), de plus il existe C > 0 tel que [wl[mr2@y) < Cll fllLamn)-
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Démonstration.
On a w € Hy(R?) donc D_,Dyw € Hy(R?) pour tout ¢ = 1,2,...,n — 1. On

prend v = D_;, D;, dans (4.7) il vient
IDvwllin@ny < I lo@y 1D-aDall o), (4.8)
qui devient grace au lemme 4.9
IDhwll ey < 1 fllzaey)- (4.9)
D’autre part, pour tout j =1,2,..,n et v € D(R}) on a

/IRi Dh<§—2)(x)v(x)dx = — /n w(fB)D—h<§—;>(a¢)da¢

donc par (4.9) il vient

01} N
| [, w0 () @] < Wl 70 € DD

Ly

passon a la limite quand h — 0 nous obtenons

)/n 89:]6;5 (@ Mx‘ < e llvll o), (4.10)

pourtous 1 <j<n, 1<k<n-—1.

Revenons nous a ’équation (4.7), elle implique

- /n w(x)Av(x)dx + /n w(x)v(x)de = f(x)v(z)dz, Vv e D(RY),

R}

donc

)/ 82xn d”f‘<2\/ %Z dw(+)/ﬂf w) (@) (x)dz|,
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'inégalité (4.10) nous donne

JRC

En combinant (4.10) et (4.11) nouns obtenons

)dff‘ < N fllzaen lollz.@n), (4.11)

| / )5 @)de] < 1y olegy Vo € DRY) 1<k <n
i J

Corollaire 4.12
Soit f € H™(R™) et w la solution de probleme (4.7) alors w € H™*(R"), de

plus 1l existe C > 0 tel que ||wl|gmizgy) < C|f|lmm®y)-

Démonstration.
Soit f € H'(R?)). Alors w € H*Hj(R") N Hg(R%).

Pour tout i = 1,...,n — 1 on a Dyw € Hj(R™), d’apres le lemme 4.9
[ Dpwllggny < | meen),

donc il existe une suite h; — 0 telle que Dy, w converge faiblement vers g dans

H}(R?) donc dans Ly(R™). Comme

Dy, (z)v(z)dr = — /n w(z)D_p;v(x)dw,V € D(RY),

RY

passons a la limite quand j — 0 nous obtenons

/n g(2)v(@)dz = —/ gx,( )dz,¥ € D(R"),
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w
=g € Hy(RY).

%

donc

En remplacant v par -4 =1,2,..,n—1, dans (4.7) nous obtenons

/RiV(gZ)(x)-Vv(x)dx—i—/i g;‘i (2)o(z)dz = /R gi( Yo(w)dz, Vo e HLRM),

donc par le théoreme 4.11 € H*(R%), dou w € H3(R?), on conclut par

3@

récurence sur m. m

4.3.3 ) un ouvert borné de R"

Dans ce cas, on donne I’énoncé d'un théoreme de régularité dont la démons-
tration repose sur les deux cas précédentes. on omite la démonstration qui est

trop téchnique.

Théoréme 4.13
Soit Q un ouvert borné de classe C?, f € Ly(Q) et w l'unique solution du

probleme

/Vu )-Vo(x )dx—l—/ d.zz:—/f ydz, Vv € Hi(Q). (4.12)

Alors

1. w € H*(Q), de plus il existe une constante C dépend seulement de

telle que ||w||m2) < C|| fll o)

2. Si de plus Q est de classe C™ 12 et f € H™(Q) alors w € H™2(Q) et il
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existe une constante C dépend seulement de (Q) telle que ||w|| gm+2(q) <
Cllflzzm -

3. En particulier, si m > n/2 alors w € C*(Q) et si Q) est de classe C™®

et f € C®(Q) alors w € C=(Q) .

Le théoreme 4.13 affirme que si f € Ly(2) alors w € H?(w) pour tout w CC

et que ||[w| p2w) < C||fllz.0)- L'exemple suivant montre qu’on a pas forcément

[wll 2w < CllfllLow):-
Exemple 4.14

Soit Q=|—1,1[ et f=0sur|—1,0[ et f =1 sur[0,1], alors
e+t siowel—1,0]
w(x) =
—ix? 4z + 1 siox€0,1]
est la solution du probléme de Dirichlet. Si I =] — 1, —3[ alors I CC Q mais il

n’existe auqu’une constanta C' > 0 telle que ||w|| g2y < C|| flr.y = 0.

4.4 Reégularité des solutions faibles du probleme

de Neumman homogeme

On regroupe les résultats du régularité des solutions du probleme de Neumman

/QVU(ZB)-VU($)CZ$+/QU($)U($)CZ{E = /Qf(x)v(x)dx, Yo € H'().13)

dans les théoremes suivants dont leurs démonstrations sont anloques a celles de

la section précédantes :
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Théoreme 4.15
Soit @ = R"™. Soient f € Ly(2) et w lunique solution du probleme (4.13).
Alors
1. w € H*(Q), de plus il existe une constante C dépend seulement de €
telle que ||w||m2) < C| flLa(@)-
2. 8 f € H™(Q) alors w € H™2(Q) et il existe une constante C telle

que ||wl| gm+2@) < C|| fllam(o)-

Théoréme 4.16
Q désigne R} ou un ouvert borné de classe C*. Soient f € L(Y) et w l'unique
solution du probléme (4.13). Alors
1. w € H?*(Q), de plus il existe une constante C' dépend seulement de
telle que ||w||m2) < C| fllLo@)-
2. Si de plus Q) est de classe C™ 12 et f € H™(Q) alors w € H™2(Q) et il

existe une constante C dépend seulement de (Q) telle que ||w|| gm+2(q) <
Cllfl[eme)-
3. En particulier, si m > n/2 alors w € C*(Q) et si Q) est de classe C™

et f € C®(Q) alors w € C=(Q) .
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Exercices du chapitre 4

Exercice 4.1

On considere le probleme

ou f € H(]0,1]).
1) Etablir une formulation variationnelle du probleme (P) et montrer qui’il

admet une solution faible unique w.

2) Montre que f € H*(]0,1[) = w € H3(]0,1]).

Solution
1) Siu € H'(]0,1]) alors w € H}(]0,1]) et —u” + v +u = f dans H~1(]0, 1)

donc

1 1 1
(f,v)y ={(—u"4+u +u,v) = / u'v'dx —I—/ u'vdx +/ uvdz, Vv € Hy(]0,1]).
0 0 0

On montre facilement par le théoreme de Lax-Miliqgram que (P) admet une solu-

tion faible unique w.
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2) On a w € H}(]0,1]) et (f,v) = /Olw’v’dx+/01 w'vdx + /Olwvd:r; = (—w" +
w' 4+ w,v), Vv € D(]0, 1[). Donc —w” + w’' + w = f dans D'(]0, 1]).

w € Hi(]0,1]) et f € H(]0,1]) = w,w’ € Ly(]0,1]) et v’ = w' +w — f €
Ly(]0,1[), donc w € H?(]0, 1)),

de méme w € H*(]0,1]) et f € H*(]0,1]) = w,w’ € H'(]0,1[) donc w” =

w +w— f € HY(]0,1]) ce qui implique w € H3(]0, 1[).

Exercice 4.2
Soient Q un ouvert borné de R",n > 2 et h € H"(Q). Montrer que si

Q est suffisamment réqulier, alors il existe un unique w € C2?(Q) tel que

—Aw(z) + w(z) =0,Vr € Q et w(z) = h(x),Vz € 0.

Solution.

—Au+u=0 sur
Soit le ptobleme :  (p) :

u=h sur 02
On a 0 € Ly(Q) et v(h) € HY2(), donc (P) admet une solution faible unique

w € Hy(92),

de plus —Aw + w = —Ah + h dans D'(Q2) (voir Exemple 3.4).
Donc/QVw-Vvdx—i-/Qwvdx = /Q(—Ah—I—h)vdx,Vv € H}(Q), comme —Ah+h €
H" (), alors w € H"™(Q) si Q et de classe C"T.

Comme n — 1 > n/2 alors w € C%(9).

On sait que —Aw +w = Op.p. sur Q et w = h p.p. sur 9L, le fait que w € C?(Q)

implique (—Aw + w)(x) = 0,Vz € Q et w = h,Vz € 0.
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Exercice 4.3
Soient Q0 un ouvert borné de R™ de classe C?, f € HY(Q) et X\ un nombre

réel négatif, on considére le probleme

—Au+Iu=f sur €,
(4.14)

u=0 sur Of).

1) Etablir une formulation variationnelle du probléme (4.14).

2) Déterminer une condition sur \ pour que le probléme (4.14) admet une
solution faible unique w (dans la suite, on suppose que X vérifie cette condi-
tion).

3) Supposons que f € Ly(S2), montrer que w est une solution forte de (4.14).

4) Sur quelles hypothéses(sur f et Q), w soit solution classique de (4.14).

Solution.
1) Soit u € H?*(Q) solution de (1), alors (—Au + \u) € Ly(Q) et —Au+ u = f

dans H~(2), donc par la formule de Green, on a

(f,v) = —/ Auvdm+)\/ wvdr = / Vu-Vvd:C+)\/ wvdz,Yv € Hy (),
\/-/ Q Q \Q Q 4
{(v) a(:;v)

la formulation variationnelle est
"torver u € Hj () telle que a(u,v) = £(v), Yve H}(Q))".

2) On montre par 'inégalité de Cauchy-Shwartz que |a(u, v)| < max(1, |X|)||u|l g1 @)l|v] a1 @),

danc a(,-) est contuniue sur H}(Q) x H}(Q).
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Examinons maintenant la coercivité de a(-, ), soit u € H} (), on a
a(u,u) = [[[VulllZ,q) + AlulL,q)- (*)

Par l'inégalité de Poincaré, il existe une constante Cq > 0 tell que ||uH%2(Q) <
Col[IVulll7, ), donc Allull7,q) > ACall[VulllZ,q), par (x) et le fait que u
11Vul[[7, ) définit une norme sur Hy () équivalante a la norme induite par celle

de HY(Q) il vient
a(u,u) = (1+ACo)[l|VulllZ, o) = C(1+ACa)l[[Vul 310

pour A > —1/Cq, d’out la coercivité de af(-,-).

Par définition de H (), ¢ est une forme linéaire continue sur Hj(£2). Donc par
le théoreme de Lax-Miligram, le probléme (1) admet une solution faible unique
w € H(Q).

3) 1l s’agit de montrer que w vérifie (1) et w € H*(Q), on a a(w,v) = £(v),Yv €
H(2), en particulier a(w,v) = £(v),Yv € D(R), donc par la formule de Green
(—Aw + Mw,v) = (f,v),Yv € D(Q), donc —Aw + Aw = f p.p. sur Q, ce qui
imlique Aw = \w — f € Ly(Q) donc w € H*(Q). Comme w € H?*(Q) alors w = 0
sur 9€2, en conclusion w est une solution de (1) et w € H?(Q).

4) Supposons f € H™(Q) et Q de classe C™*2 alors w € H™2(Q2) (voir le cour),

sim > n/2 alors H™2(Q) < C?(Q) donc w est une solution classique de (1).
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Exercice 4.4

Soit f € Ly(]0,1]). On considére le probleme auz limites :

/

\

On pose : V = {v € H*(]0,1]) : v(0)

]07 1[7

. dans

— u(1)}.

1. Soit (Yn)n>o une suite d’éléments de H'(]0,1]) telle que y,(0) = y,(1)

pour tout n > 0 et y, — y dans H'(]0,1[).

a) Soit n > 0. Vérifier que |y(0) —y(1)| < 2||yn — ylleo,), en déduire

que y(0) = y(1) (Rappelons que : H'(]0,1[) < C[0,1] ).

b)Montrer que (V.| - [[#1qo,ap) est un espace de Hilbert.

2. Etablir une formulation variationnelle du probleme (Py).

1
3. Vérifier que : 2/ o (z)u(x)de < ||u||§{1(]0’1[),Vu € H'(]0,1]).
0

4. Montrer que (P;) admet une solution faible unique (notée u).

5. Montrer que u est une solution forte de (Py).

Solution.
V ={ve H'Y(]0,1]) : v(0) = v(1)}

1. a) Soit n > 0, on a
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1y(0) —y(1)| = [y(0) = ¥n(0) + yn(0) — yn(1) +yn(1) — y(1)]
=0

< [y(0) = yn(0)] + [yn(1) — y(1)]

< sup |y(z) — yn(2)| + sup [y(z) — yu(7)]

0<a<1 0<a<1
= 2/lyn = ylleo)-

Cette inégalité et I'injection H*(]0, 1[) = C|[0, 1] impliquent |y(0) —y(1)| <
2/|yn — yllH1(0,17), V1 = 0, par passage a la limite quand n — +o00 on ob-
tient |y(0) — y(1)| = 0, donc y(0) = y(1).
b) Soit (v,)n>0 une suite de Cauchy (pour la norme de H'(]0,1[)) d’élé-
ments de V' c-a dire v, € H'(]0,1[) et v,(0) = v,(1) pour tout n > 0.
Comme H'(]0, 1[) est complet alors il existe v € H'(]0, 1[) telle que v,, — v
dans H']0,1[. D’apres 1)a) on a v(0) = v(1) donc v € V, ce qui implique
que V est complet donc V' est un espace de Hilbert.

2. Soit u € H?(]0, 1[) solution de (P;). Multiplions I’équation —u” —u'+u = f

par v € V et intégrons sur |0, 1] nous obtenons

1 1 1 1
—/ ' vdr — / w'vdx —I—/ wodxr = / fudx,Yv eV,
0 0 0 0

par intégration par partie, il vient

1 1 1 1
/ u’v’dx—u’(l)v(l)—l—u/(O)v(O)—/ u’vda:+/ wvdr = / fvdz,Yv € V.
0 0 0 0

Comme v(0) = v(1)(car v € V') et v/(0) = u'(1)(car u est solution de (P})),
alors
—u/(1)v(1) + 4/ (0)v(0) = v(0)(—u'(0) + u'(1)) = 0.
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Donc une formulation variationnelle du probleme (P;) est : trouver u € V

telle que
1 1 1 1
/ u'v'dx —/ u’vdx—i—/ uvdx :/ fodx,Yv € V.
Jo 0 0 o Jo
=a(u,v) =L(v)

1
3. Par I'inégalité de Cauchy-Shwartz on a : 2/ u'(z)u(z)de < 2\|1u'||Lyqoapllull Logop, Yu €
0

H'(]0, 1[), en utilisant I'inégalité 2ab < a® + b%,Va,b € R on trouve
1
2/0 o' (w)ule)de < Ju'(17,00.0p + lull,q00p = Nl Fngo, Yo € H'(J0,1]).

4. Tl est clair que a(-,-) est une forme linéaire sur V', de plus, par I'inégalité

de Cauchy-Shwartz, pour tout u,v € V, on a

la(u,v)| < |[W||zoqgo,ipllv'[Lagoap + 1] 2goap vl ooy + 1wl zago,ipllvllzago.p
= [1vl| 22010110 | 22goap + lwllz2gop vl £2go,10
< [l goapllv'lzagoap + llullargoapllvllagoap
= llullmoapllollmgo.p,
donc af(-,-) est continue sur V.

D’autre part, pour tout u € V', on a

1
a(u, u) = HUH%ﬂ(]o,l[)—/O u'udz > Hu\ﬁfl(]o,u)—(l/?)HUHzl(}o,u) = (1/2)“UH§11(10,1D-

(d’apres la question 3)), donc a(-,-) est (1/2)—coercive sur V.

Il est facile de vérifier que ¢ est une forme linéaire continue sur V. D’apres
le théoreme de Lax-Miligram, le probleme (P;) admet une solution faible
unique u € V.
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5. On a a(u,v) = £(v),Vv € V, en particulier a(w,v) = ¢(v),Yv € D(]0, 1])

(car D(]0,1[) C V) ce qui donne
W, vy — (@, v) + (u,v) = (f,v), Vv € D0, 1]),

donc —u” — @' 4+ u = f p.p. sur |0, 1].
Onaw =—f—u+ue€ Ly]0,1]) donc u € H*(]0,1[). En intégrant par

partie dans la premiere intégralle de I'égalité a(u,v) = £(v), Vv € V il vient
1 1 1 1
—/ ﬂ”vda:—l—ﬂ’(l)v(l)—27’(0)”0(0)—/ ﬂ’vdw—i—/ wvdr = / fodz,Nv € V.
0 0 0 0

donc v(1)(u'(1) — @'(0)) = 0,Yv € V (car —u" — @ +u = f p.p. sur ]0,1[ et

v(0) = v(1)) donc @' (0) = @'(1). Enfin u(0) = u(1) car u € V.
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Chapitre 5

Principe de maximum

On commence par une proposition concernant les fonctions qui opere sur les es-
paces de Sobolev c-a-dire les fonctions f vérifiant la propriété fou € H'(Q),Vu €

().

Proposition 5.1
Sotent € un ouvert de R™ et f une fonction a valeurs réelles telle que f €
CL(R) et f" bornée alors f opere sur HY(Q) et Vfou = (f' ou)Vu,Vu €
HY(Q), de plus l'opérateur
Ty : HY(Q) — HY(Q)
u— fou

est continu.

Démonstration.

On approche u € H'() par une suite u; d’éléments de D(Q) (ce dérnier est dense
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dans H'(€2)), on applique le théoréme de dérivation des fonctions composées on

trouve V f(u;) = f'(u;)Vu,;. Soit V € (D(2))", alors

| stwaiovyde == [ () 9u,vas,

il suffit de montrer qu’on peut passer a la limite dans cette formule.

On a

[f (i) = F)| < 1 ooy — ul
donc f(u;) converge vers f(u) dans L(€2), ce qui donne
i /Q F(uy)div(V)dz /Q Fu)div(V)dz.

par extraire une sous-suite de (uj) on peut supposer que u; converge presque
par tout vert u, donc f’(u;) converge vers f'(u). Par le théoreme de convergence
dominée, on déduit que f’(u;) vers f'(u) dans Ly(f2), et comme Vu; converge

vers Vu dans Ly(Q2) et donc

lim/f’(uj)Vuj.de:/f’(u)Vu.de.
J QO Q

Montons maintenat la continuité de T}. Soit u; une suite d’éléments de H*(2)
converge vers u € H*(Q). Il est clair que Tyu; converge vert Tju dans La(€2).

Regardons les gradiants,
IVTyu; = VTrulll, ) < 1 L@l Vi; — V|, g +/Q | Tyruy — Tyl Vul*da.

on a ||Vu; — VuH%Q(Q) converge vers 0, pour le temre / | Tpru; — Tpu|?|Vul?de
0

nous allons montrer que sa limte supérieur 3 égale a 0. Soit u,(;) une sous-suite de
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u; qui réalise o, par extraore une sou-suite, on peut supposer que ;) converge

vert w presque par tout (puisque (u;) converge dans Lo(£2)), l'application du

théoreme de convergence donminée nous donne / Tyupgy — Tpul? | Vul*dz = 0.
Q

En conslusion, on a Tyu;) converge vert Tyu, d’olt la continuité de 7. m

Proposition 5.2

Soit Q un ouvert borné de R" et f € C'(R) telle que f(0) =0, alors f opére
sur HY(Q) et V(f(u)) = f'(u)Vu.

On note u™(z) = max(u(z),0),z € Q. Soit k € R", si uw € H}(Q) alors
(u—k)" e H)(Q) et V(u—k") = 1psiy Vu = Lyy>ky Vu p.p.. En particulier,

V(u—kT) =0 sur lensemble {u = k}.

Remarque 5.3

1) Si Q est non borné et f opére sur H' () alors f(0) = 0, en effet, si u
est la fonction identiquement nulle alors v € H*(2) et f owu est la fonction
constante g : x + f(0), comme g € H(Q) alors f(0) = 0.

2) On peut montrer que la proposition 5.1 est encore vraie si f est Lipschit-
zienne et C' par morceaux.

3) Si Q est un intervalle de R, on peut éliminer la condition [’ est borné.
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5.1 Principe de maximum en dimension n =1

Dans cette section I =]a, b[ désigne un intervalle borné de R.

Théoréme 5.4

Soit f € Ly(I) et w € H*(I) la solution du probléme de Dirichlet

—u"+u=f sur I

ula)=a et ud) =0

alors
min(a,ﬁ,ir}ff) < w(zr) < max(a, f,sup f), Vaxel.
I
Démonstration.
On a

/Qw’v’+/ﬂwv = /va,VveHé([). (5.1)

Soit G € C'(R) telle que

1) G est strictement croissante sur |0, +00|

2) G(t) = 0 pour tout t €] — 00, 0].

Soit K = max(«, 3,sup; f), on suppose que K < oo et on pose J = G(w — K),
d’apres la propostion 5.1 et la remreque 5.3 on a J € H'(I), de plus J € H}(I)

car

Ja)=Gla—K)=0 et Jb) =GL—-K)=0.

78



Théorie variationnelle des équations elliptiques Mohamed Saadi

On peut prendre v = J dans (5.1) pour avoir

[wrctw =+ [ wGw-x) = [ f6tw-K),

En ajoutant, —/ KG(w — K) au deux membre, on obtient
Q

Jw=m6w-1)= [t - K)Gw=#) = [ w6 w=-K),

Q

Comme f < K,G(w— K) > et G'(w — K) > alors
/(w—K)G(w—K) —<0 do (w-K)Gw—K) <0,
Q

d’autre part tG(t) > 0,Vt € R donc (w—K)G(w—K) = 0 ce qui impligie w < K.
On termine la démonstration en remplacant w par —w, en effet —w est solution

du probleme
—u"+u=—f sur I
u(a) = —a et u(b) =-p

et inf(—f) = —sup(~f). =

Corollaire 5.5
Sous le hypothese dy théoreme 5.4, on a
— Sia,f>0et f>0surl, alorsw > Osur I.
— Sia=0=0et f e L(I) alors || fllL.r) < ]l pw)-

— St f =0 sur I, alors ||w||r.) < max(a, ).
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Théoréme 5.6

Soit f € Lo(I) et w € H*(I) la solution du probléeme de Neumman

—u" +u=f sur I
u(a)=a et u(b)=p
alors

ir}ff <w(r)<supf, Vrecl.
I

Démonstration.

Voir exercices. =

Théoréme 5.7

Soit f € Lo(I) et w € H*(R) la solution du probléme de Neumman

—u"+u=f sur R

alors

i%ff <w(z) <supf, VreR.
R

5.2 Principe de maximum en dimension n > 1

Dans cette section, ) désigne un ouvert de R™ de frontiere I'.
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Théoréme 5.8

Supposons que §) est borné et de classe C*. Soient f € Ly(Q) et w € HY(Q)

tels que

/Vu -V + / uw = /fv, Vv € Hy () (5.2)
Q Q Q
alors
min(irrlfu, igf f) < w(z) < max(supu,sup f), =z € Q.
r Q

Démonstration.

On itroduit une fonction G € C'(R) telle que

|G'(X)| < M,Vx € R,

G est strictement croissante sur |0, +oo|

G(t) =0,Vt €] — 00, 0].

Supposons que K = max(supp u,supg, f) < oo. Soit J = G(w — k) alors J €
H'(Q) (grace a la proposition 5.1), de plus J(t) = 0 sur I car w — k est négatif
sur T donc J € H(Q).

Prenons J comme fonction teste dans (5.2) et ajoutons —K /Q J(w— K) au deux

membres on obtient

[ wupete—K)+ [ w= K06t -K) = [ (7= K)60w ),

Q
ce qui implique

/(w—K)J(w—K)SO
0
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donc

(W—-K)Gw—K)<0 PP sur Q,

Comme tG(t) > 0,Vx € R alors w << K. On termine la démonstration en rem-

placant w par —w. m

Corollaire 5.9
Supposons que Q est de classe C'. Soient f € Ly(Q) et w € HY(Q) solution
de (5.2).

— Si f>0surl et f >0 sur( alors u > sur §2.

— Ml < max(full Lo @), [[fll2ao @)

— Si f =0 sur Q alors ||ul|L ) < [|ullze.m-

— Siu=0 sur T alors ||ul ) < |fllL.©)-

Théoréme 5.10

Sotent f € Ly(Q) et w € HY(Q) solution de probleme

/QVu-Vv—i—/qu:/va, Vv e HY(Q) (5.3)

alors

igff <w(z)<supf pp. x€
Q

Soit —div(AV) ot A une fammille mesurabe et borné de matrices unifrmément

elliptiques.
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Théoreme 5.11
Supposons que G est 1—régulier. Soient f € Ly(Q), g € HY*(T') etw € HY(Q)
l'unique solution faible du probleme

—div(A(x)V(z)) = f(z) sur w

u=g sur T

Sig>0pp. surT et f >0 p.p. sur alorsw >0 p.p. sur §2.

Démonstration.

Soit G € C'(R) croissante & dérrivée bornée telle que G(t) = 0 si et seultment si
t > 0. Alors G(w) € H'(2), de plus v(G(w)) = G(v(w)) = G(g), comme g > 0
alors G(g) = 0 donc G € H}(Q).

En prennant G(w) comme fonction test dans la formulation variationnelle de

notre probleme nouns obtenons
/ A(x)Vw - VG (w) = / FGw),
Q Q
ce qi implique

/Q G (w)(A@)Vu) - Vi = /Q FG(w). (5.4)

G'(w) >0, (A(@)Vw)-Vu>a|Vul>, f>0 et Gw) >0,

donc les membres droit et gauche de (5.4) sont a signes différentes, ils doivent
étre nuls, donc V(G(u)) = 0 c-a-dire G(w) € Hy() et |T(w)] g1,y = 0 donc
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G(w) = 0 se qui implique w > 0. m
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Exercices du chapitre 5

Exercice 5.1

Soit |a, b un intervalle borné de R, on suppose que le probleme

admet une solution classique w unique.

Montrer que

min(a,ﬁ,r}nibl[l ) <wu(zr) < max(a, 5,sup f), Vo € [a,b].
@5 }a’b[

Solution.
Soient K = max(a, 3, supj, f) et zo € [a,b] le point ot u atteint son maximum.
Si zg = a ou xy = b alors u < K sur [a,b]. Supposons que a < zy < b, alors

v (z) =0 et u(x) <0 donc w(zg) = w'(xg) + f(zo) < flxg) < K.
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Exercice 5.2
Soient Q =0, 2[, a > —%, fa(z) = 2% et m € N*.
On considere les deux problémes :
—u" 4+ u=f, —u" +u= for1
u(0) =—-1,u(2) =1 uw'(0) =1,v(2) =0
On note U (resp. U) l'unique solution de (1) (resp. (2)) dans H(S2).
1. Discuter suivant les valeurs de o l'appartenance de f, a H™(S2).

1
2. Supposons que m — 3 <a<m-— 3 En utilisant des résultats de cours,

discuter les régularités de u et v.

3. On prend o = 1. Donner des encadrements de u(x) et v(x) pour tout

z € .

Solution.

O™ fa

© Oxm

1. Ona f, € Ly(Q2) (x) = a(a—1)..(a—m+1)z*"™, donc f, € H™(2)

1
si et seulement si —2(av —m) < 1 (i.e. a>m— —).

2
3 1 1 1 . .
2.m—§<a<m—§:>(m—1)+§ <a<m—§cequ11mphque
fo € H"YQ) et fo & H™(Q) donc u € H™(Q).
3 1 1 1 .. .
m-g<a<m-g=m-o<ac< (m+1)—§cequ11mp11que

Jar1 € H™(Q) et for1 &€ H™(Q) donc v € H™2(Q).

3. filz) ==. min(—l,ilslzf f1) <u(z) < sup(6,mgx f1) donc —1 < u(x) < 2.

fa(x) = 22 igf fo <0(x) < max fo=0<70(x) <4
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Exercice 5.3

Soit w 'unique solution de probléme

1 1
/u’v’dm+/ uvdr =< dg,v >, Vv € Hy(] —1,1[).

1 1

Montrer w(z) > 0,V € [—1,1].

Solution.
On sait que w est I'unique solution faible du probleme de Dirichlet
—u"+u=756 sur |]—1,1] (P)
u(—1) =u(1) = 0.
On a < §g,v >=v(0) > 0,Yv € D(] — 1,1]) t.q. v > 0 donc §p > 0 sur | — 1, 1].
Comme w = 0 sur {—1,1} alors w > 0 p.p. sur | — 1,1[ (par le principe de
maximum faible), d’autre part w € H'(] — 1,1[) < C([-1,1]) donc w(x) > 0

pour tout x € [—1,1].

Exercice 5.4
Soient Q un owvert régulier, f € H Q) et A= [a;;]1<ij<n € Mn(Loo(2)) et

telle que AE.E > €|, On cosidére le probleme

(P) B l; a_xi<ai’j6_xju> +u=/f sur

u=0 sur Of).

1) A laide de lapproche variationnelle, montrer que (P) admet une solution
faible unique w.

2) Supposons que f € L(S2), montrer que w € Loo(Q) et ||w||r. < || fllzew)-
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Solution.

1) Supposons qu'il existe u € H'() solution du probleme, alors u € H}(12).

La iéme composante de AVu est Z am% € Ly(92) donc AVu € (Ly(02))", ce
i=1 7

qui implique —div(AVu) +u = f dans H ().

Dautre par (—div(AVu) 4+ u,v) = [, AVu-Vudz + [, uvdz donc la formulation

vaitionnelle est : trouver u € H}(Q) telle que

/AVU-Vvdx+/uvdx = (f,v),Yv € Hy(Q). (5.5)
v~ Z(U)
B(u,v)

On montre facilement que (5.5) et (P) sont équivalante.
On a [B(u,v)| < [|AVull| @) [IVOlll o) + [[ullo@lv]l L@,
Comme

AVU =3[ D asp| <nsup fasglle. )|Vl
j=1 =1 ’

1<i,5<n
il vient

|B(u,v)| < Cllulllar@)llv]l @),

donc B est continue sur (H}(Q))? = (H3(Q))'.
{(v) est une forme bilinéaire continue sur HJ () car f € H ().

pour tout u € Hy(Q), B(u,u) = /

2 2 2
QAVU-Vudx+/ udx > max(1, « )||u||H&(Q),

Q
donc B est coercive. D’aprés le théoreme de lax-Limligram il existe w € Hy ()

(unique) solution de (5.5).

2) On pose ¢ = w+ || f|| .. donc ¢ € H'(), de plus ¢ I'unique solution faible
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du probleme
—div(AVu) +u = f+ | fllre@ sur Q

u=||fllew@ sur OQ.

Ona f+|fllre@ = 0sur Qet || f|lr. = 0 donc ¢ > 0 p.p. sur Q(principe de
maximum) donc w > —|| f|lz.()-
Maintenant, On pose ¢ = —w + || f||1..() alors ¢ € H' () et —i) est I'unique
solution faible du probléme

—div(AVu) +u = —f + || fllre@ sur Q

U= fllrwwy  sur 09

donc —1 > 0 p.p sur € ce qui implique w < || f{|z..()-

Donc w € Loo(€) et [[w]| o) < [fllLee-

Exercice 5.5
Soient X # 0, f € H'(]0,1]) et w € H(]0,1[) l'unique solution faible du

probleme

—u"+Nu=f sur ]0,1],

Monter les implications
f<0p.p. surl]0,1[= w <0 sur|0,1].

f € Leo(10, 1) = [[wllzewgoap < 52l fllzecop-

Solution.

On a w € H{(]0,1]) est

1 1 1
/ w'v'dr + >\2/ wudr = / fodz,Yv € H}(]0,1]).
0 0 0
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On prend w; comme fonction test

1 1 1
/ w'w' dx + /\2/ wyvdr = / fw dx.
0 0 0

1 1
/ w'w' dr = / Lyso(w')?dz >0
0 0

1 1
/ wwydr = / (wy)*dz >0
0 0

1 1
Comme / fwydx <0, il vient / (wy)*dx = 0, donc wy, = 0 d’ott w < 0 p.p.
0 0

et

sur ]0, 1], et comme w € H'(]0,1[) = C([0, 1]) alors w < 0 sur [0, 1].
On pose K = 35| fll.qoap et on prend (w — K); € H}(]0,1[) comme fonction

test, il vient
1 1 1
/ w'(w— K)' dx + )\2/ (w— K) wdz = / fw— K),dz.
0 0 0
1
On a / w'(w— K) dr = 1,5pywdz > 0, donc
0
1 1 1 1
/ flw—K)dx > )\2/ (w—K) wdr = >\2/ (w—K)+(w—K)d1:+)\2/ K(w—K) wdz.
0 0 0 0
ce qui implique
1 1 1
/ fw—K) dx > /\2/ (w— K)y)*de + )\2/ K(w— K)jwdz,
0 0 0

ce qui nous donne

1

/01((11) _K), ) < % (1 = 2K) = K)swd <0,

90



Théorie variationnelle des équations elliptiques Mohamed Saadi

donc (w — K); =0 c-a-dire w < K.

En remarquant que —w € Hj(]0, 1[) est I'unique solution faible du probleme

—u + Nu=—f

il vient —w < K. Donc |w| < K, ce qui donne 'estimation cherchée.

Exercice 5.6

On admet que :

h e HY(0,1]) = [(h— k)4 € H'(]0,1]) et (h— k), = h'1{y>p) pour tout
k> 0].

Soient p, q et f trois fonctions appartenant a Lo (]0,1]) telles que p(x), q(x) >

a > 0 pour presque tout x €]0,1].

1) On considére le proleme

—(p(x)u'(2)) +u(z) = f(x) surl0,1]

W(0) = /(1) =0

(5.6)

a) Etablir une formulation variationnelle de probleme (5.6) et montrer qui’il

admet une solution faible unique w.

b) Montrer que : (f <0 p.p. sur]0,1]) = (w <0 sur]0,1[).

¢) Montrer que |[w|[z.qopll < I fllLeqo,ipll-

2) On pose S(v) = /1(]9 + q)w'v'dx + /1 wodx (ot w est lunique solution
0 0

faible de (5.6)). Montrer que

a)S € (H'(]o,1]))".
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b) Il existe un seule uw € H'(]0, 1) telle que

/ quv’da:+/ uv—/ (p+ qw ’dm—l—/ wvdz, vu € H'(]0,1[).
(5.7)
3) On suppose qu’il existe un réel n > 0 tel que g = np.
a) Montrer qui’il existe une fonction g qui depend de f,w etn, et une fonction

@ strictement positive sur |0, 1] qui dépend de p et n telle que

1 1 1 1
/ ou'v'dr + —/ uy = / gudz, Yo € H'(]0,1]). (5.8)
0 L+ Jo 0

b) Montrer que : ||ul/zqoap < (1 +20)||f|lecqoip-

Solution.
1) a) Multiplions 'équation —(p(x)u’)" + u(x) = f(z) par une fonction v €

H'(]0,1]) et intégrons par partie, nous obtenons la formulation variationnelle

1 1 1
/ pu'v'dx + / uvdr = fudx Vo € H'(]0,1]), (fv)
Jo 0 Jo

-~

a(u,v) £(v)

Pour tout u,v € H'(]0, 1), on a
la(u, v)| < [Pl Loy 1 | oqoaf [V | oqoar 1wl Logoa ] Logoa] < NPl Lwqoy Nl zr ool go,y-
a(u,u) > al[u'||7 2001 T HUHL2 qo1p = max(a, 1)||UHH1(01[)

1) < W llLagoatllvllzagoar < Cllvlla o (rappellons que Lo (10, 1) € Lo(]0, 1])).
D’apres le théoreme de Lax-Miligram il existe w € H'(]0,1[) solution de (fv),

donc (2) admet un solution faible unique w € H(]0, 1().
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b) En prennant w, € H'(]0,1[) comme fonction test dans (fv) on obtient

/ (wl>2p1{w20}d$ + / widw = / fwydx,

g

~
>0(car p>0 p.p. sur ]0,1]) <0

1

donc / w?dr = 0 ce qui implique w; = 0 p.p. sur ]0,1[ d’ott w < 0 sur [0, 1]
0

(car w € H'(]0,1]) — C([0, 1]).

¢)Soit k = || f|lz..qoa0- On prend (u — k)4 € H'(]0,1[) comme fonction test il

vient.

1 1 1
\/0 (W) qlpsrydz + /0 (w— k)idai :\/0 (f —k)(w—k)ydx

J/

~~ ~~

>0 <0
1
| (@ = 1 drsg = 0 done (w— ) = 0. do w < | fllqonp:
0

la fonction —w vérifie

/lp(—w)'v’dx + /1(—w)vdx = /1(—f)vdx vv e H'(]0,1]),

0 0 0

donc —w < || = fllzoqoap, ce qui donc —|| fllr.goip < w < || fllqoap, d'ott le

résultat voulu.

2) a) on a |S(v)] < max(|lp+qll e gorp lwllargoap vl zrgoan < Cllvlla gop, Vo €

H'(]0,1[). donc S € (H'(]0,1))".

b) On a vu dans les question 1)a) et 2)a) que /1 qu'v'dx + /1 uvdx définit
0 0

une forme bilinéaire continue sur (H'(]0,1[)? et coercive, et S est une forme

linéaire continue sur H'(]0,1[) donc par le théoreme de Lax-Miligram, il exite

u € H'(]0, 1) unique vérifiant (3).

3)a) u solution de (3) et ¢ = np impliquent

/quv’dm—i—/ uv—/ 1+77pw’vdx+/ wvdz, Yo € H(]0,1]),
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mais w est solution de (2), donc

1 np 1 1 1 7] )
—u/v/da:+—/ uv:/ — ——w)vdz, Yo € H'(]0,1]),
| o e [ 0.1

d’ou I'expression cherchée, avec ¢ = P ot g=f— N w
+n 1+n

1
b) Soit k = (1 +n)|lgllz., on prend (v — k), € H'(]0,1[) comme fonction test

dans (4) il vient

\/Ol(u')zwl{wk}d:c + ﬁ /01((u —k)y)? = /Ol(g _k Ju k)+d5i,

1+n
>0 <0

donc (u — k)4 = 0, ce qui implique v < k = (1 +1){|g||L.qo1p-

Remarquons que —u vérifie

1 np 1 1 1 .
—(—u)V'dr + —— —uv:/ —g)vdz, Yo € H'(]0,1]),
| 2wt + = [ (w= [0 (0.1)

donc —u < (147{| =gl z..qo,1p), Aot (1+1) |9l zeqo,rp) < u < (1409l 2oqo,rp)s

donc
ull < (T+ )9l eqo,ry = 11 +n0)f —nwllLqop

comme ||w|z_qoap < || fllzeqoap (question 1)c)) alors

[ull < T+l Lwgoay < NA+DIflLagorptallwlle,goip < (T+20)][w]z.ogo.p-

Exercice 5.7
1 1
On  considére Uapplication : a(u,v) = / wv'dr + a/ wodr +
0 0
1
/ uvdz,Yu,v € H'(]0,1[), ot —2 < a < 0.
0

1
1) a) Montrer que : 2/ w'udr < ||u||%11(}071[)7vu € H'(]0,1]).
0

94



Théorie variationnelle des équations elliptiques Mohamed Saadi

b) En déduire que a(-,-) est corecive.
2) Soit f € Ly(]0,1[). Justifier lezistance et l'unicité d’un w € H'(]0, 1[) tel
que

a(w,v) = /0 fudz,Yv € H'(]0,1]).

3) a) Montrer que —w" + aw' +w = f au sence de distribution.
b) En déduire que w € H*(]0,1]).
4) Supposons que o = 0 et f € Ly(]0,1]), montrer que |w|r qoip <

£l Zoc 0,10

Solution.

1) Pour tout u € H'(]0,1]), on a

1
2/ w'udr < 2||“||L2(]0,1[)||u/||L2(]0,1[) < ||U||%z(]0,1[) + ||U,||%z(]0,1[) = ||u||?{1(]o,1[)-
0

1

2)a(u,u) = ||u||12ql(]0’1[) + oz/ vw'udx > (1 + a/2)||u||§{1(]071[), donc af(-,-) est (1+
0

a/2)-coercive.

3) Pour tous u,v € H'(]0,1]) on a :

la(u,v)| < (Wl Lagoap vl zagop + el zogoap vl Eago.ap + lullzogoapvlzagoip
< (I zagoap + lal e/ llzago.1p + el zago.p ) 030y
< max(|af, DJull e goap vl gop-
donc a(-, -) est continue sur (H'(]0, 1[))>.
On pose {(v) = /1 Judx, alors |[€(v)| < || fllzo0.0)l|v] 10,1y, done £ est continue
0

sur H(]0, 1]).
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D’apres le théoreme de Lax-Miligram il existe w € H*(]0, 1[) unique telle que
1
a(w,v) = / fudz,Yv € H'(]0,1]).
0
3) a) On a: a(w,v) = fol fvdz,Yv € D(]0, 1[), par intégration par partie
(—w" 4+ aw +w — f,v) =0,Vv € D(]0, 1]).

b) On a: (—w" 4+ aw+w — f,v) =0,Yv € D(]0, 1]), par densité de D(]0, 1[) dans
Ly(]0, 1]) on trouve —w”+aw+w—f = 0 p. p. donc w” = +aw+w—f € Ly(]0, 1]),
donc w € H?(]0, 1]).

4) On pose kr = ||fllroqoap et on prend (w — k)4 € H'(]0,1[) comme fonction
test, alors

1 1 1
ﬁ WP lsnde+ [ (=) = / (= o

—~ ~

>0 <0

1
donc / ((w — kys)4)*dz ce qui done w < ky p.p. sur J0, 1].
0
1
D’autre part, —w est solution du probléeme a(u,v) = / —fudx, donc —w <
0
k_y = ks p.p. sur |0,1] , ce qui donne —k; < w < ky p.p. sur ]0,1] donc

lwllzwqoap < kf = [[flleqop-

Exercice 5.8
Soient Q@ un ouvert borné de R™ de classe C* et de frontiere ', f € Lo(Q)
et X un réel strictement positif (A > 0). On considére le probléme : trouver

u e HY(Q) telle que

/Vu-Vvdx+)\/uvdx:/fvdx,VvGHI(Q) (1).
Q Q Q
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1. Justifier Uezistance et Uunicité d'un w € H' () solution de (1).
2. Supposons que f € H3(), montrer que w € H°(Q).

3. Trouver un probleme aux limites (Py) telle que w est une solution faible

de (PQ)

4. Suopposons que f € Ly(2), montrer que w € Loo(S2) et

1
|0l Lo@) < TSl Loo()-

Solution.

/Vu-Vvdm+)\/uvd:c:/fvd:c,VveHl(Q), (1)
Jo o  Ja

'

:=b(u,v) :=T(v)

1. b(-,-) est une forme bilinéaire sur H*(§2), de plus, pour tout u,v € H'(Q)
on a
[b(u, v) < |[[Vulll @[Vl oo +ANull Lo@ 0] 220y < max(X, Dfjullay@ll[olla @),
donc b(+,-)) est continue sur H*(€2). D’autre part, pour tout u € H'(£2)
(b, )| = [IVullL, @ + AlullL,@ = min(\, Dllulla @l

b(-,)) est corecive sur H(Q).
T est une forme linéaire, de plus, pour tout v € H'(2) on a

T )] < 1l a@ 10l 22@) < o 0@,

donc T est continue sur H*().
D’apres le théoreme de Lax-Miligram 3w € H'() solution de (1).
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2. w est une sotlution de (1), en particulier

/Vu-Vvdx+)\/uvdx:/fvdx,VvGD(Q),
Q Q Q

donc

(—Aw,v) + Mu,v) = (f,v),Vv € D(Q),

donc —Aw + Aw = f p.p. sur €.

_ _ 1 3
Aw—<>\ w f )EH(Q),doneweH(Q)
EHY Q) cHg3(Q)

_ _ 3 5
Aw_<>\ w f )EH(Q),doneweH(Q).
eH3(Q) €H3(Q)

3. En appliquant la formule de Green dans le premiére intégralle de (1) on

trouve

/ Auvdz + / T vds + )\/ wvdxr = / fodz,Yv € H'(Q),
Q
oo ow 1/2
et comme —Aw+ Aw = f p.p. sur €2, il vient Evds =0,Yv e H'/*(Q),
r

donc 22 = 0 sur I'(par densité de H'/*(T') dans Lo(T")).

(P)

4. Soit K = $[|f||l L), alors (w—K); € HY(Q) et V(w—K)4 = liy>x3 Vw.

En prennant v = (w — K), dans (1), il vient

/|Vw|21{u2K}d:):+)\/(w—K)(w—K)+d:U:/(f—)\K)(w—K)+dx,
Lo Q Q

J/

0 <0
donc (w — K); =0, ce qui implique w < K p. p. sur €.

En remrquant que —w est 'unique solution de (1) avec second membre

—f on trouve —K < w p.p. sur 2, donc w € Loo() et ||wl]|1 ) < K.
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