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Matiere : Compléments sur l’intégration et les espaces de Lebesgue 2024/2025

Examen Durée : 1H et 30m

Exercice 01 : [06 pts]

[e.9]
I) Soient a un réel strictement positif et I = / e dz.
0

1. Montrer que I? :/ / e*(”%“yz)da:dy.
0o Jo

2. En déduire la valeur de I.

—t2z

RG]
I1) Pour tout x > 0 on pose F(xz) = -
) > 0 on pose F(r) = [ e

1. Montrer que F' et dérivable sur |0, +o0.
2. Montrer que F' est une solution de I’équation différentielle y — 3/ = 41 sur |0, ool.
\ 4z

Exercice 02 : [05 pts]

Soient 1 < p < oo et f € L¥(]0,1[).
1
j 1
1. Montrer, pour tout j > 1, 'inégalité / x%|f(a:)] dx < ﬁHpr/,]o,u-
0 j+1)r

o0

e
2. En déduire que / <Z I—\f(a:)|> dr < 0.
0 J

j=1
Exercice 03 : [04 pts]

1. Soit j € N,
a. Montrer que la fonction (z,y) — (xy)’ est intégrable sur |0, 1[x]0, 1[.]

1 1
b. Calculer / / (zy) dzdy, j € N.
o Jo

1 1 e8]
1 1

2. En déduire que/ / dxdy = E -
o Jo 1—ay i

Exercice 04 : [05 pts]

Soit h € C'(R) telle que h, k' € Lo (R).
1) Montrer que ]lLrgO/Rgo(x)h'(jx)d:c =0,Vp € CZ(R).
2) En déduire que
lim [ f(x)h'(jo)de =0,V f € Li(R).

J—00 R
Bon courage
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Corrigé de 'examen

Correction de I’exercice 01 : [06 pts]
I) Soit I = [," e~ da.
1. Montrer que 12 = [ [T =+ dzdy. (2 pts)

0 0

2
On utilise que I? = ( Fo0 g—az? d:L‘) = 0+°O e~ dy f0+oo ey’ dy. Par linéarité et indépendance des

0
+o0 +oo
I? :/ / e~ ) dady.
0 0
Le résultat est démontré.

2. En déduire la valeur de /. (1 pt)

variables, on obtient :

On passe en coordonnées polaires avec x = rcosf et y = rsin 6, ce qui donne dxdy = r drdf. Ainsi :

z +o0 +00
I’ = /2 / e~ r drdf) = g/ e~y dr.
o Jo 0

Avec le changement de variable v = ar? = du = 2ardr, on a :

“+oo 1 +00 1
/ e rdr = —/ e “du=—.
0 2a J, 2a

0 T
D PP=—=1=,/—.
onc 1 = 10
+o00 efth
IT) Pour tout = > 0, on pose F'(x) = ———dt.
) > 0, onpose Plo) = [ o

1. Montrer que F' est dérivable sur |0, +oo[ et écrire F’(z) sous forme intégrale. (2 pts)

—t2x

—t2z
e 1
e Pour toust > 0etx > 0on a ‘ < , donc la fonction t +—» est intégrable sur
241 1+t ?2+1
0, 00| pour tout = > 0 car dt < o0.
] [p T
0 efmtz t267mt2 —at2 . —at?
oPourtoustZOetx2a>Oona——’: <e . La fonction t — e est
oxt?+1 2+1

intégrable sur |0, +o0].
Donc par le théoreme de dérivation sous le signe intégral, F est intégrable sur |0, +o0| et :

400 _t2e—xt2
Fl'(x) = — dt.
(z) /0 2 +1

2. Montrer que F est une solution de ’équation y — y' = fracy/72z sur |0, +o00[. (1 pt)



On pose y(z) = F(x) alors :

™

+oo
w@—wwzf e gt = |
0 4

X

Correction de I’exercice 02 : [05 pts]

Soient 1 < p < oo et f € LP(]0, 1]).

1
j 1
1. Montrer, pour tout j > 1, I’inégalité / or |f(z)] dz < —— Il 1011+ (2 Pts)
0 P

(+1)
Utilisons I'inégalité de Holder avec :

/leié\f(x)l dz < (/01 (a;%)p da:)p 1 Nl o

1

D’ou l'inégalité demandée :

1 .
/0 o f ()] de < 1l ot

(+1)r

Ll
2. En déduire que / (Z w—|f(x)|> dx < co. (3 pts)
0 J

j=1

i
La suite %| f(x)| est a termes positifs, alors

/01 (ix?;'f@”) dm:éﬁfolwﬂﬂx)mx.

j=1

En utilisant le résultat précédent, on a :

1 (S ar 1
3/O (Z %]f(x)\) < ———IIfllp01p-

1
=1 JjG+1)r
Ainsi :
1 00 1
| o@de <l Y
0 j=1 JG+1)r
o 1 o0
La série Z —— converge car elle est est équivalant a la série de Riemann Z
P VR o
1 [/ 1L
xTp
o \G=1 J

Correction de ’exercice 03 : [04 pts]

1. Soit 5 € N.

j1+1/p

. Par conséquent,

a. Montrer que la fonction (z,y) — (zy)’ est intégrable sur |0,1[x]0,1[. (1 pt)



La fonction (z,y) — (zy)? est continue sur [0, 1] x [0,1] et est donc mesurable. De plus, pour tout
(z,y) € [0,1] x [0,1], on a 0 < (zy)’ < 1. Par le théoreme de domination, cette fonction est intégrable
sur [0, 1] x [0, 1].

b. Calculer fol fol(xy)j dzdy, j € N. (1 pt)

On effectue d’abord 'intégration par rapport a x :

/ 1 / ey dady = / 1 ( / 1:vjyjdx) dy.

En intégrant par rapport a x :
1
; 1
/ ) dr = ——.
0 J+1

1 rl ) 141 1 1'
I dedy = J dy = —— I dy.
//(wy)wy /Oyj+1yj+1/0yy

En intégrant par rapport a y, on a fo Y dy = . Par conséquent :

/01 /Ol(a:y)j dxdy = G _: ek

2. En déduire que fol fol 15y dedy = 3772, 5. (2 pts)

Donc :

On utilise le développement en série géométrique pour

1_xy:ny

7=0

valide pour |zy| <1 :

lm’

En intégrant terme par terme (ce qui est justifié par la positivité de termes de la suite (zy)’ sur

[0,1] x [0,1]), on obtient :
N © a1 gl '
drdy = / / (xy)’ dzdy.
/0 /0 1 —zy j;o 0o Jo

D’apres le résultat de la question 1.b, on sait que fo fo xy)! dedy =

posant k = j + 1), on obtient :
bt 1
dxdy = —.
/0 /0 1—xy ; k?

/ / 1_xyda:dy—2—.

7=1

H)Q En décalant I'indice j (en

Ainsi :

Correction de ’exercice 04 : [05 pts]

On pose M = ||hll1 00 et M' = ||1||1.00



1) Soit ¢ € C.(R), alors il existe [a,b] C R tel que p(z) =0, Vzx €& [a,b].
Ils existe N, N’ > 0 tels que |p(z)| < N et |¢'(z)] < N', Vz € [a,b]. On a

‘/ h’jxd:r;:

[ amni] =[], 5 [ doninnd

Lanio] |+ |1 [ st
] a J Ja

L 2NM | N'M(b—a)
- J J

IN

Y

par passage a la limite on trouve hm / )l (jx)dx = 0.
i—

2)Soient f € LY(R) et € > 0, par densfue de C°(R) dans L;(R) il existe ¢ € C.(R) telle que || f—¢l1r <
e/(2M").

D’apres 1), .liin o(x)h (jz)dr = 0, alors il existe Ny € N tel que, pout tout j > Ny on a
J—+0o0 R

‘/ h'jxdx <8/2

Pour j > Ny, on a

| [ s@itnas] =] [ (@) = o)t o) + @ ) )da|

/| x))h'(jx) |d:v—|—’/ h,jiL'dl‘
<M’/|f |dx—|—’/ jxda:

= MIF ~ el + \ [ e Gay]

< M'e/(2M') + /2

Donc lim /f(x)h’(jx)dxzo.

Jj—too Jr



