Solution de ’examen de Modélisation Numérique

MASTER 1 Physique Appliquée

Exercice 1 : Méthode de Newton-Raphson 5pts

On considére la fonction
f(z) =€ — 3z,
avec dérivée
f/x _ 3
La formule itérative de Newton-Raphson est

n

1. Approximation en trois itérations (avec xy = 1)

— Itération 0 : xy = 1.
— Itération 1 :

)=e¢-3, f(l)=e—-3 = 3:1:1—6_3:0.
f() , 2
e_
— Itération 2 :
1
f0)=e—0=1, f(0)=1-3=-2, 29=0——=0.5
2

— Itération 3 :
£(0.5) = €%% — 3(0.5) ~ 1.64872 — 1.5 = 0.14872,
f%° — 3~ 1.64872 — 3 = —1.35128,
donc
0.14872

=05— —— = 0. 11017 ~ 0.61017.
x3 = 0.5 135198 0.5+ 0.11017 =~ 0.61017

Ainsi, apres trois itérations, I’approximation obtenue est

x5 ~ 0.61017. |

2. Nombre d’itérations pour obtenir |z, — x,| < 107°

En prolongeant la méthode, on obtient la suite (valeurs approchées) :

ro =1, |21 — 20| = 1,
Ir1 = O, |ZE2 - fL’l| == 05,
To = 0.5, w3 — o &~ 0.11017,

z3 ~ 0.61017, |24 — 3] ~ 0.00900,
24~ 0.61915, |25 — 4] ~ 0.00072,
z5 ~ 0.61843, |z — 5| ~ 0.00009,
2 ~ 0.61833, |27 — 6| ~ 0.00003,
zr 7~ 0.61836, s — 7| < 1076

On constate que le critére |z, — z,| < 1076 est atteint environ a la 8éme itération.



Exercice 2 : Résolution d’un systéme linéaire par LLT

On considére le systéme
do 4 2y + 2z = 14,

2x + 5y + 3z = 21,
2z + 3y + 62 = 26.

1. Applicabilité de la méthode de Cholesky 5pts

La méthode de Cholesky s’applique si la matrice des coefficients est symétrique et définie

positive. Ici,
4 2 2

A=12 5 3],
2 3 6

qui est symétrique. Les mineurs principaux sont :
4 2
det(4) =4 >0, det =16 > 0,
2 5
et

det(A) =64 > 0.
Ainsi, A est définie positive et la méthode de Cholesky est applicable.

2. Résolution par factorisation LLT

On cherche une matrice triangulaire inférieure L telle que

lyy 0 O
A=LL", ouL=|ly ln O
I31 l32 33
On calcule :
- l%l =4 — ZH = 2.
2
==
2 =7 5
e l; — i fry 2 =
ST 5
7[%2:1422—1%1:5—1:4 — l22:2.
Agg =yl 3—1-1
122 2
7153:A33—(l§1+l§2):6—(1+1):4 — l33:2.
Ainsi,
2 00
L=|1 20
11 2
14
Pour résoudre le systéeme Ax = b, avec b = | 21 |, on procéde en deux étapes :
26



(i) Résolution de Ly =b :

2pn=14 = y1 =17,
Yi+ 1y +2y3 =26 = TH+T7+2y3=26 = y3=6.

(ii) Résolution de L'x =y : On a
2 11
L"=10 21
0 0 2

Ce qui conduit a :
2I1+$2+I3 :7,

21’2+l’3 = 7,
20 =6 — x3=3.

De la deuxiéme équation :
200+ 3 =7 = 1x9=2.

Puis, la premieére :

2$1+2+3:7 - 2.%'1:2 — 1'1:1.

La solution du systéeme est donc :

Exercice 3 : Interpolation Polynomiale.....5pts

On considére les points :

1. Existence de l'interpolation polynomiale

Comme les abscisses sont distinctes, il existe un unique polynéme de degré au plus 3 passant
par ces points. La fonction admet donc une interpolation polynomiale.

2. Polynéme d’interpolation de Lagrange

La formule du polynoéme d’interpolation de Lagrange est

P(z) = Zyz' Li(z),



ol

Li(z) = (x—2)(z=3)(x—4) _(z—2)(x—3)(x—4)
(1—-2)(1-3)(1—4) 6 ,
P [ ) ) O | )| )
: 2-1)(2-3)(2-4) 5 ,
Ly(z) = (x —1)(z —2)(z —4) _ _(I —1)(z —2)(x —4)
’ (B-1)(3-2)(3—4) 5 :
Ly(z) = (x —1)(x —2)(z —3) _ (x —1)(z —2)(z — 3)
! G-1)(4-2)4-3) .
Le polynoéme s’écrit alors :
3 5 7 11
P(x) = 5 Ln(a) + 5 La(e) + 5 La(a) + 5 Lae).

Apreés simplification (par exemple par la méthode des différences divisées), on trouve la forme
suivante :

1 17 1
P(z) = 63:3 — x4 5% 3

On vérifie aisément que :

Exercice 4 : Localisation et détermination des solutions
On étudie I'équation
Ps(z) = 32° + 42 + 32 — 10 = 0.
1. Localisation des solutions réelles voir cours

2. Nombre de solutions réelles voir cours methode de Sturm

Conclusion : L’équation admet une unique solution réelle :

z=1.



