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Exercice 1(4 pts). Soient E un espace normé, N1 et N2 deux normes définies sur
E. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.
i. N1 et N2 sont équivalentes.
ii. (E;N1) est complet si et seulement si (E;N2) est complet .

Exercice 2(6 pts). Soient (H; ⟨·, ·⟩) un espace de Hilbert et T : H → H une
application satisfaisant ⟨Tx, y⟩ = ⟨x, Ty⟩;∀(x, y) ∈ H2.
1. Montrer que T est linéaire et continue.
2. Montrer que KerT ≡ ImT⊥.
3. Montrer que H = KerT ⊕ ImT .

Exercice 3(10 pts). Soient (H; ⟨·, ·⟩) un espace de Hilbert, et ϕ ∈ H∗.

1. Montrer que ∀x ∈ H,∃yϕ ∈ H : ϕ(x) = ⟨x, yϕ⟩ et ∥ϕ∥H∗ = ∥yϕ∥.

2. Soit F un sous-espace fermé de H, non réduit à {0}. On note pF la projection
orthogonale de H sur F .
Montrer que ∀x ∈ H, infy{∥x− y∥; y ∈ F} est atteint en y = pF (x).

3. On suppose désormais que H = ℓ2(N,R). Pour n un entier fixé,
3.1. on définit ϕ par

∀x ∈ H,ϕ(x) =

n∑
i=1

xi

i
,

montrer que ϕ est continue et calculer ∥ϕ∥H∗ de deux façons différentes.
3.2. On pose

M = {x ∈ H;

n∑
i=1

xi

i
= 0.}

Montrer que M admet un supplémentaire fermé à déterminer.
3.3. Donner la distance de l’élément (1, 1, 0, · · · , 0) à M .
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