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Introduction

Ce polycopié de cours est destiné principalement aux étudiants de premiere année
master mathématiques appliquées.

Cette ressource pédagogique a été concue pour offrir une exploration approfondie
des concepts essentiels en mathématiques liés a I'intégration et les espaces de Lebesgue.

En parcourant les sections de ce polycopié, on découvrira une palette de sujets
fondamentaux. On commencera par revisiter les notions fondamentales sur la mesure
et I'intégrale de Lebesgue en dimonsion un, en fournissant des définitions claires et des
éléments complémentaires pour asseoir une base solide. On établira également un pont
entre les intégrales de Riemann et de Lebesgue, ce qui permettra de mieux comprendre
leur relation.

Par la suite, on plongera dans I’étude de l'intégration en dimension n > 2, en
abordant des concepts tels I'intégrale de Lebesgue sur R™, le théoreme de convergence
dominée, les intégrales paramétriques, le théoréeme de Fubini-Tonelli, et les formules de
changement de variables.

La suite de la partie de cours de ce polycopié se concentrera sur les espaces LP, ol1 on

étudiera leur définition et leurs propriétés, notamment en ce qui concerne les inégalités
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classiques et la convergence dans ces espaces. On aura également ’'occasion d’explorer
des sujets plus avancés tels que la complétude des espaces L et les sous-espaces denses
dans L”...

On encourage également a explorer les exercices résolus qui font 1'objet de la

deuxieme partie de ce manuscrit.



Premiere partie

Notes de cours



Notations, rappels et conventions

On commence par quelques notations, rappels et convensions concernant la théorie
de mesure.
e On utilisra la convsion 0 x co = 0.

e I désigne un ensemble non vide et P(F) désigne 'ensemble des parties de E.

1 si z€eA,
e 1, désinge la fonction indicatrice de 'ensemble A définie par 1, :=

0 sinon.

e Une classe £ C P(F) est appelée algebre si £ € £, £ est stable par réunion et par
passage au complémentaire.

e Une classe &€ C P(E) est appelée tribu (ou o—algebre) si E € &, £ est stable par
passage au complémentaire et par réunion dénombrable.

e Un élément d’une tribu £ est dit £— mesureble ou mesurable par rapport a £ ou
mesurable s’il n’ya pas de risque de confusion.

e L’espace (F, &) avec € une tribu est appelé espace mesurable.

e La tribu o(.A) engendrée par A C P(F) est la plus petite tribu conenant A.

e La tribu borélienne sur un espace topologique E notée B(E) est la tribu engendrée
par les ouverts de cette espace, les éléments de B(FE) sont les boréliens de E.

e La tribu borélienne de R notée B(R) est la tribu engendrée par la classe des intervalles
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ouverts de R, ses émléments appelées partie boréliennes, ou les boréliens.
e Une mesure g sur un espace mesurable (£, £) est une application de £ dans [0, +o0]
vérifiant les deux propriétés suivantes :

— pu(¢) = 0.

— (la o—additivité) /L( U ,u(An)> = ZM(A") pour toute suite (A,),>1 d’élé-

ments de £ deux a deﬁ: disjoints. =

e Si 1 est une mesure sur un espace mesurable (E, &) alors (E, £, i) est appelé espace
mesuré.
e Soit (K, &, ) un espace mesuré. Un sous-ensemble N de E est dit négligeable s'il
existe B € € tel que N C B et u(B) = 0.
e Dire qu’une propriété P a lieu presque partout (p. p.) sur un ensemble mesurable A
(de mesure strictement positive) signifie que ’ensemble {z € A : P n’a pas lieu} est
négligeable.
e Soient (E,E&) et (F,F) deux espaces mesurables. Une fonction f : £ — F est dite
mesurable si f~}(A) € € pour toute A € F.
e Une fonction mesurable f : R — R est dite borélienne (i.e. f~'(A) € B(R) pour tout
A € B(R)).
e Soit B C R™. La tribu borélienne induite par B(R™) sur B est B(B) := {B N
A avec A € B(R")}.
e Soit €2 un ouvert de R™. On note

— C(Q)=C%Q) ={f: Q— R, continue}.

— Pour k e NU{0}, C*(Q) ={f:Q — R,de classe C*}.

— M(Q) ={f:Q — R,mesurable}.
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On rappelle que C(Q) € M(Q).

e Une fonction f: 2 C R® — R est dite étagée s’il existe des réelles 1, ys, ..., ¥, et des

sous-ensembles de €2 mesurables A;, As, ..., Ay deux & deux disjoints (avec N € N) tels

que : Vx € R: f(z) = iyilAi(m). Si les A; sont des intervalles de R alors f est dite
i=0

en escalier.



Chapitre 1

Rappels et compléments sur la
mesure et I’intégrale de Lebesgue

sur R

Dans ce chapitre, on travaille dans '’espace mesurable (R, B(R)).

1.1 Définitions

Théoréme 1.1 (et définition de la mesure de Lebesgue)
Il existe une mesure Ay et une seule sur (R,B(R)) qui vérifie \y(A) = o0 si A est
un intvalle non borné de R et \y(A) = b—a si A € {[a, b),]a, b, ]a, b],[a,b[} avec

—00 < a <b< +400. \; est appelée la mesure de Lebesque sur R.

On vérifie facilement que si A est un ensemble de R au plus dénombrable alors A est

borélien et A;(A) = 0, en particulier \;({z}) = 0 pour tout = € R.

Proposition 1.1 (Invariance par translation de \;)

Pour tous a € R et B € B(R) on a \(B+a) = \(B), avec B+a={x+a:z € B}.
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Définition 1.1 (Intégrale de Lebesgue d’une fonction étagée positive)
Soit f une fonction étagée positive. Lintégrale de Lebesque de la fonction f est définie

par
R i=1

L’intégrale de Lebesgue d’une fonction étagée positive est un élément de [0, +oc]. Elle
est finie si est seulment si la mesure de Lebesgue de 'ensemble {x € R: f(x) # 0} est

finie.

Définition 1.2 (Intégrale de Lebesgue d’une fonction mesurable positive)
Soient f: R — [0, +00] une fonction mesurable. L’intégrale de Lebesgue de la fonction

f est

/fd)\l = sup { / wd\ : @ étagée positive et p < f}
R ® R
Proposition 1.2

Soient f,g : R = [0,400] deur fonctions mesurables. Si f < gp.p. alors /fd)\l <
R

R

Si f : R — R est une fonction mesurable alors la fonction |f| est mesurable et son

intégrale de Lebesgue sur R est bien définie mais peut étre égale a +oo.

Définition 1.3

Une fonction mesurable f : R — R est dite intégrable si / |fldA\ < +oo.
R

Pour définir I'intégrale de Lebesgue d’une fonction mesurable de signe quelconque, on
utilise I'égalité f = f* — f~ avec [T := max(f,0) et f~ := mazx(—f,0).
Les fonctions f; est f_ sont majorées par |f| donc si f est intégrable alors f est f_

sont intégrables.
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Définition 1.4 (Intégrale de Lebesgue d’une fonction mesurable de signe quelconque)

Soit f: R — R une fonction intégrable. L intégrale de Lebesgue de la fonction f est

/Rfd/\lz/Rﬁd)\l—/Rf‘d)\l (1.1)

Définition 1.5 (Intégrale de Lebesgue d’une fonction sur un sous-ensemble de R)
Soient f une fonction mesurable et B un sous-ensemble mesurable de R. L intégrale de

Lebesgue de la fonction f sur B est
/fdAl—/led)\l.
B R

1.2 Définition et propriétés élémentaires de l'es-

pace L}

Dans ce paragraphe B désigne un sous-ensemble mesurable de R.

Définition 1.6
On dit qu’une fonction f est intégrable au sens de Lebesque sur B si / | fldA\ < +oo.
B

On note LY(B) l’ensemble des fonctions intégrables au sens de Lebesgue sur B.
Théoréme 1.2 (de convergence monotone de Beppo Levi)
Soit fj,j > 1 une suite croissante (i.e. f; < fi+1) de fonctions mesurables sur B a
valeurs dans [0,400](On pose f(x) = 11}11 fi(z),x € B, la limite est dans [0,+0o0]).
Alors, / fd\ :lim/ fidA.

B J JB
Proposition 1.3

LY(B) est un espace vectoriel et f — / fd\; est une forme linéaire sur L'(B).
B

10
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Proposition 1.4

1) Soit f;,7 > 1 une suite de fonctions mesurables sur B a valeurs dans [0, 400], alors

i faddi =Y | fidAs.
B =178

2) Soit B;,i = 1,2, ... des sous-ensembles de R mesurables et disjoints, et f une fonction

mesurable positive, alors

Fd) = / FdA
/UiZIBi : Z B; '

1>1

Proposition 1.5
— Si M (B) =0 alors /de)\l = 0 pour toute fonction mesurable f.
— Si f et g sont deux fonctions mesurables telle que f = g p.p. sur B alors
/ fd\ = / gd\1 en particulier si f =0 p.p. sur B alors / fdh\y =0.
B B B
— Si f est une fonction mesurable positive sur B et /B fd\1 =0 alors f =0 p.p.

sur B.

Proposition 1.6
Soit f € LY(B) alors :

1. f est finie p. p. sur B.

2, ‘/deAl‘g/B|f|d>\1.

Proposition 1.7

Soient f,g € LY(B) telles que f > g p.p. sur B alors :
B B

Soient g € LY(B) et f € B(B) telles que |f| < g p.p. sur B alors f € L'(B) et

‘/fd)\l S/QCD\L
B B

11

Proposition 1.8
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1.3 Lien entre les intégrales de Riemann et de Le-

besgue

Soient a,b € R et f :Ja, b[— R une fonction mesurable.

Proposition 1.9

Si —00 < a < b < oo etf estintégrable sur [a,b] au sens de Riemann alors [ €

LY(Ja,b]) et fdx = /bf(x)dx

Ja,bl a

Lebesgue Riemann

Dans les deux propositions suivantes, on suppose que f est bornée sur l'intervalle

| —o00,b[,b€R < ou bien |a, 400, [,a € R) ou f est non bornée sur |a, b[,a,b € R donc
/ ’ f(z)dz est une intégrale généralisée.
Proposition 1.10
Si —00 < a < b < oo et f oestintégrable au sens de Riemann sur [a,c| pour tout
c €la,b]. Alors f € L'(Ja,b]) si et seulement si lintégrale généralisée /b f(z)dz est

J/

b
absulement convergente, dans ce cas, fd\ = / f(z)dz.
Ja,b] Ja

—
Lebesgue Riemann

Proposition 1.11

Si —0o < a < b < oo etf oestintégrable au sens de Riemann sur [c,b] pour tout
b

c €la,b]. Alors f € L'(Ja,b]) si et seulement si lintégrale généralisée / f(z)dz est

b
absulement convergente, de plus, / fdX :/ f(z)dz.

Ja,b

Lebesgue Riemann

Proposition 1.12

b
Si lintégrale généralisée / f(z)dz n'est que semi-convergente alors f & L'(|a,b]).
a

12



Chapitre 2

La mesure et L’intégrale de

Lebesgue sur R"

Dans la suite de ce cours, {2 désigne un sous-ensemble mesurable de R™.

2.1 Produit fini d’espaces mesurés

2.1.1 Mesure produit
Soit (E, &, n) et (F,F,v) deux espaces mesurés, on s’intérésse a 1’espace produit
ExF:={(z,y):x € Eeltyec F}.

On appelle pavé un élément de £ x F.

On note P 'ensemble de tous les pavés de € x Fie. P:={AxB:Acf et Bec F}.

Définition 2.1 (tribu produit)

La tribu produit € @ F est la tribu de E x F' engedrée par les pavés i.e. €@ F = a(P).

13
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Définition 2.2
Soit (E,E, 1) un espace mesuré. On dit que la mesure p est o—finie s’il existe une suite

(Ai)i>1 C E telle que E = UAi et u(A;) < oo,Vi € N*.

i=1
Exemple 2.1

La mesure de Lebesgue sur (R, B(R)) est o—finie, on prend par ezemple A; =] —1i,i[,i €
N*.

Proposition 2.1 (et définition de mesure produit)

Soient (E,E, ) et (F, F,v) deur espaces mesurés tels que p et v sont o—finies. Alors
il existe une et une seule mesure sur (E X F,E® F) (appelée mesure produit) notée pQ@v
telle que

1@ v(Ax B) = u(A)w(B),Y(A,B) € £ F.

2.1.2 Mesrue de Lebesgue sur la tribu des boréliens de R"

On rappelle que la tribu borélienne sur un espace topologique est la tribu engendrée

par les ouverts de cette espace.
Proposition 2.2

La tribu borélienne de R™ notée B(R™) est la tribu engendrée par les pavés de R™ c¢’est-
a-dire les ensembles de la forme I X Iy X ... x I,, ou I;,1 < j < n sont des intervalles

ouverts de R. Autrement dit la tribu borélienne de R™ coincide avec la tribu produit

B(R)™ :=B(R)® B(R)® ... ® B(R).
n }rois

Définition 2.3

La mesure de Lebesgue sur (R™, B(R")) est

>\n:\>\1®)\1®®)\14

n fois

14
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Proposition 2.3

Pour tout pavé P =1, x Iy X ... x I,, de R" on a

An(P) = M)A (D). A1 (1)

2.2 Intégrale de Lebesgue sur R”

Dans cette section on travaille dans I’espace mesuré (R™, B(R"), \,).

Une fonction f : R™ — R est étagée si elle est de la forme

N
fo=> alya, (2.1)
i=1
o, NeN,a; e Ret A; € BR"),i=1,2,...,N.
La représentation est normale si les A; sont deux a deux disjoints, elle est ca-
nonique si les A; sont deux a deux disjoints et non vides et si les a; sont non nuls.

Une fonction étagée admet une représentation canonique unique modulo une permuta-

tion des termes de la somme.

2.2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 2.4 (Intégrale de Lebesgue sur R")
N

— Si f est une fonction étagée positive de représentation canonique f = E a;la,,
=1

alors 'intégrale de Lebesque de f sur R™ est fd)\ Zal n
— Si f : R™ — [0, 400] est une fonction mesumble, alors | mtegmle de Lebesgue de

f sur R™ est

fd\, == sup{/ wdX, : @ étagée positive et p < f}
R n

15
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— Une fonction mesurable f : R™ — R est dite intégrable sur R si |fldA\, <
R'Il
+00.

— Si f : R" = [—o0,+00] est une fonction mesurable intégrable sur R™ alors

[intégrale de Lebesgue de f sur R™ est fd\, = frdX, — fodA,.
R® R" R"
— Soient Q2 € B(R") et f: Q — [—00,+00] une fonction mesurable, alors f a une

intégrale de Lebesqque si et seulement si flo en a une, et dans ce cas on pose

/ fd\, = / lofd,. / fdM, est appellée 'intégralle de Lebesque de f sur 2.
Q R Q

Convension

Soit f : 2 — R une fonction mesurable telle que / fdA, existe. S’il n’y a pas de risque
Q

de confusion, on utilise les notations suivantes ;
o/f(x)dx désigne/fd)\n.

Q Q
o/f(x)dmldxg...da:n désigne/fd/\n.

Q Q

Par exemple, dans R? on écrit / f(z,y)dzxdy au lieu de / f(z,y)d(z,y) qui désigne
Q Q

/Q FdXo.

b
o/ f(z)dz désigne/ fd\.
a [a,b]

Définition 2.5

Soitent f, g : Q2 — R mesurables.

— Soita € R. Sz’/ f(z)dz eziste alors / af(z)dx existe et/
Q Q

Q

af(m)da::a/f(x)dm.
Q
— S0 d d ' . Q al d
i /Qf(x) T et /Qg(m) x existent et f < g p.p sur 0 alors /Qf(x) r <
/g(m)dw.
Q
— Si f =g pp. surQ dz eite al dv ezi dr =
i f =g p.p. surQ et /Qf(:v) x exite alors /Qg(zr) x ewiste et /Qf(x) X

/g(a:)da:, en particulier, si f =0 p.p. sur Q0 alors / f(z)dz = 0.
Q Q

16
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— 51 f est positive et / f(z)dz =0 alors f =0 p.p. sur Q.
Q

— 51 Q) est négligeable alors / h(z)dx = 0 pour toute fonnction mesurable h.
Q

Définition 2.6
Soit f : Q@ — R mesurable. On dit que [ est intégrable au sens de Lebesque sur Q (ou

seulement intégrable sur ) si / |f(x)|dx est finie. On pose LY() := {f mesurable :
Q
| r@lde < oc}.

Proposition 2.4

Soit f : Q — R mesurable. Les propositions suivantes sont équivalantes.
1. f est intégrable sur Q.
2. fi et f_ sont intégrables sur ).

3. |f] est intégrable sur Q.

Proposition 2.5 (théoréme de convergence monotone)

Soit (f;); une suite de fonctions mesurables croissante p.p et positives p.p. On pose

lim; f;(x),si cette limite existe,
fx) =

0 sinon

alors lim [ f;(x)dx = f(z)dx.
J Rn R

Exemple 2.2

On considere dans l'espace (R, B(R), A1) la suite f; = 1j9;, j € N*. La suite (f;) est

monotone croissante vers Ly yoo[. On a

/Rf(a:)dx = lijm/R fy(a)de = lim j = +oo.

17
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Proposition 2.6

Soit f,g: Q — R mesurables ont des intégrales. Soit o € R, alors

[ +an@is= [ fwis+a [ g,

st f+ag et / f(z)dz + a/ g(x)dx sont bien définies .
Q Q

Proposition 2.7

Soit f,g: Q2 — R mesurables.

Si / f(z)dz eziste alors / |f(x)|dx existe et ‘ f(x)dx‘ < |f(x)|dx.
Q Q R® R®

2. Si|f| < g p.p. sur ) et g est intégrable sur Q) alors f est intégrable sur Q.

3. Sz/f d:l:/ x)dx et/(f+g)(:17)d:v existent alors
0

‘/Q(f—l-g)(x)dx‘ S/Q|J"1(3C)|dx—|-/Q]g(az:)|d:c.

Proposition 2.8

Soit (f;)j>1 une suite des fonctions positives mesurables définies sur . Alors, les ini-

tégrales de lebesque sur ) de f, f;,7 € N* exitent et

o0

J,(Xn) dr—Z/fj

Proposition 2.9

Soit f: Q — R une fonction telle que / f(z)dz eziste.
Q

— On suppose que [ >0 p.p. sur 2. Si A un sous-ensemble mesurable de € alors

/Af(:v)d:v existe et/Af(:L')d:ES/Qf(:E)dx

— SiQ) = U Aj, avec A; sont mesurables et deux a deuz disjoints alors / f(x)dx

j>1 Q

> [ s

7j>1

18
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— St Aj /Q avec A; sont mesurables alors / f(z)de = lim/ f(z)dz.
Q i Ja,

2.2.2 Théoréme de convergence dominée

Proposition 2.10 (lemme de Fatou)
Soient (f;)j>1 une suite de fonctions mesurables et positives p.p. sur et f = liminf f;
J
alors
/ f(z)dx < lim inf/ fi(x)dz.
Q J Ja
Corollaire 2.1
Soit (f;);>1 une suite de fonctions mesurables positives sur ), qui converge simplement

vers f et telle que la suite des intégrales /fjdar est majorée par M alors

/ fdx < M.
Q
Proposition 2.11

[théréme de convergence dominée/Soient (f;);j>1 une suite de fonctions mesurables sur
Q telle que
— il eziste une fonction g intégrable sur Q) telle que |f;| < g p.p. sur 2 pour tout
Jj € N*.
— il existe une fonction mesurable f telle que f; — f p.p. sur Q. Alors

1. f est intégrable sur Q.

2 [ 1£@) = ez 0.
3. lim [ fj(x)de = [ f(z)dx.
J Ja Q
Exemple 2.3
w/4 '
Etudions la limite quand j tend vers l'infini de / tan’ (x)dx. On a pour x € [0, /4] :
0

|tan(z)| < 1, donc lim tan’(z) = 0. Et on a |tan’(z)| < 1 = g(z), avec g intégrable

J—00
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sur [0,7/4]. Done, par convergence dominée on a

w/4 ' w/4
lim tan’ (z)dx = / Odx = 0.
0

Jj—+oo 0

2.2.3 Intégrale dépendant d’un parametre

Proposition 2.12 (Continuité sous 'intégrale)
Soit f: (t,x) — f(t,z) une fonction de I x Q dans R (ot I est un intervalle de R).
On suppose que

— Pour tout t € I ; x> f(t,x) est intégrable sur Q.

— Pour presque tout x € ) ; t — f(t,x) est continue sur I.

— 1l existe une fonction g intégrable, telle que pour tout t € I et pour presque tout

x €N
£t z)| < g(x).
Alors la fonction
Fites F(t) = / f(t,2)da
Q
est bien définie pour tout t € I, et est continue sur I.
Proposition 2.13 (dérivation sous l’intégrale)
Soit f: (t,x) — f(t,x) une fonction de I x  dans R (ou I est un intervalle de R).
On suppose que
— Pour tout t € I ; x> f(t,x) est intégrable sur Q.
— Pour presque tout x € ) ; t — f(t,x) est dérivable sur I de dérivée notée %
— 1l existe une fonction g intégrable sur (), telle que pour tout t € I et pour presque
tout x € €2

X (t.0)] < o).
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Alors la fonction
F:t— F(t)= / f(t, x)dx
Q

est dériwable sur I, et pour toutt € I on a

of
F'(t) = | =(t,z)dz.
0= [ Grlto)da
Exemple 2.4
Soit F' la fonction définie par
400 in(t
p [T
o w(z*+1)

On a F est dérivable sur R et

400 t 1 +oo itz —itx
F(t) = / cos(te) g, - 1 / e
o xr?+1 2 Jo x?2+1

1 +o0 itx 1 —00 itx 1 +oo itx
= —/ ¢ de — —/ € dx - _/ ¢ dx
2/, x*+1 2/, x*+1 2 ) x*+1

On peut calculer la dérniere intégrale (exercice d’analyse complexe) et on trouvera

F'(t) = Ze . Mais F(0) = 0 alors F(t) = sgn(t)Z(1 — e 1),

Proposition 2.14 (Intégration d’une série)

Soit (fj);>1 une suite de fonctions mesurables sur S telle que Z/ |fi(z)|dx < oo.
j=1"¢

Alors,

— La série Z fi(x)dA\, converge p.p. sur .
j=1

(o)
Z fi(x), sila serie converge,
7=1

— La fonction f(z) = est intégrable sur §) et

0, stnon

/Qf(x)dx = i/ﬂfj(m)dx < 00.
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2.3 Théoréme de Fubini-Tonelli et théoréeme de Fu-

bini
Théoréme 2.1 (Fubini-Tonelli pour fonctions positives)

Soient )y C R™, Qy C R™ deux ouverts et soit F' : 1y x Q9 — Ry une fonction

mesurable. Alors

/Ql (/QQF(%W@)W = /Q (/Q F(x,y)d:v)dy = /M F(z,y)dzdy.

Remarque 2.1

Les hypothéses du théoreme précédent n’assure pas lintégrabilité de F', donc on peut

avoir / F(z,y)dzdy = +oo.
Ql XQQ

Théoréeme 2.2 (Tonelli)
Soient 1 C R™, Q0 C R™ deux ouverts et soit F : €21 Xy — R une fonction mesurable.

On suppose que

|F(z,y)|dy < oo, pour presque tout x €
Qo

et que

/ ( |F(:U,y)\dy)dx < 00

o 0y

Alors, F € L1 x Q).

Théoréme 2.3 (Fubini)

Sotent 1 C R™, Q2 C R™ deux ouverts et soit F : €21 Xy — R une fonction mesurable.

On suppose que F' € L1(2; x Qg). Alors, pour presque tout x € )y,

la fonction y — F(z,y) est dans L'(Q) et la fonctionz— [ F(x,y)dy est dans L'(Q)
Q2
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De méme, pour presque tout y € s,

la fonction y — F(z,y) est dans L*(Q) et la fonction y — F(z,y)dx est dans L'(£s)
951

De plus on a
/ (/ F(:c,y)dy)d:c:/ (/ F(x,y)da:)dy:/ F(z,y)dzdy.
Ql QQ Qg Ql Q1><Q2

2.4 Formule de changement de variables

2.4.1 Théoréeme de changement de variables

Définition 2.7
Soient F' = (Fy, Fy, ..., F,) : Q — Q' une fonction différentiable, avec 2 et Q) deux
ouverts de R™. Le Jacobien de I noté Jr est le déterminant de la matrice Jacobienne

de F' définie par

Sy ) - Ew)

oFy () OF: oF,

=W ) . 52W)

o0 0w On ,  pour tout y € €.
Ou(y) Ln(y) ... ZE2(y)

Définition 2.8
Soient F' : Q — ' une fonction, avec Q) et ' deuxr ouverts de R™. La fonction f est
un C-difféomorphisme si elle est bijective de classe C' dont la bijection réciproque est

aussi de classe C*.

Théoréme 2.4 (de changement de variables)

Soient Q et ' deux ouverts de R™ et o : Q — Q' un C'- diffeomorphisme de Q0 sur ).
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— Pour tout B C ) tel que B € B(2) on a

A (o(B)) = /B (T () d.

— Soit f : Q' — R mesurable. Alors, f € LY(Y) si et seulement si (f o p)|J,| €

LYQ) et dans ce cas

[t = [ Foewlawldy

2.4.2 Exemples de changement de variables
Translation

Soient Q un ouvert de R™ et a € R™, alors la fonction ¢, : © — x — a est un C*'-
difféomorphisme de Q dans Q' = Q —a={zr —a:2 € Q} et J, (y) = 1,Vy € R". Si
[+ — R mesurable alors f € L}(Q) si et seulement si la fonction z — f(z — a) est

dans £L'(Q) et [ f(z)dr = / fly —a)dy.
oY Q

Homothétie

Soient € un ouvert de R™ et b € R*, alors la fonction ¥ : © — bx est un C*'-
diffeomorphisme de © dans " = bQ = {bx : x € Q} et Jy,(y) = [b]",Vy € R". Si

[ — R mesurable alors f € £1(Q") si et seulement si la fonction = +— f(bx) est

dans £LY(Q) et [ f(z)dr = |b|”/Qf(by)dy.

Q//
Cordonnées polaires

Dans R? on passe de cordonnées cartésienne (,y) aux cordonnées polaires (r, §) en

utilisant le changement de variable (x,y) = ¢(r,0) = (rcos@,rsinf),r €]0,+oo[,0 €
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10, 27
¢ est un C'-difféomorphisme de ]0, +-00[x]0, 27| dans R*\ ([0, +00[x{0}), avec
cosf) —rsind

Jp = =7

sinf rcosf

Si f : R — R est mesurable alors f € £(R?) si et seulement si (r, ) — f(rcos6,rsinf)

est dans £1(]0, +00[x]0, 27]) et

f(z,y)dxdy = / f(rcos@,rsin@)rdrdd.

R2 10,+00[x]0,27[

Exemple 2.5
Soit B = {(z,y) € R* : z*+y* < 1}. On a ¢ est un C'-difféomorphisme de 10, 1[x]0, 27|

dans B\ ([0,1[x{0}) et

/Bd:cdy:/o%</01rdr>d9:7r.

Cordonées sphérique

Dans R? on passe de cordonnées cartésienne (z,y, z) au cordonnées sphérique (r,6)

en utilisant le changement de variable
(z,y) =(r,0,¢p) = (rcosfcos p,rcosfsin g, rsind).

¥ est un C'-difféomorphisme de D :=]0, +-00[x]| —7/2, 7/2[x]0, 27| dans R3\ (((O, 0) x

R) U (]0, +oo[x{0} x R)) avec

cosfcosyp —rsinfcosy —rcosfsing
Jy = ' ’ ' ’ = —1?cosf
¥ = | cosfsing rsinfsing  rsinfcose = .

sin 6 7 cos 6 0
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Si f: R® = R est mesurable alors f € L}(R?) si et seulement si

(r,0,p) — f(rcosfcosy,rcosfsing,rsinf) est dans L}(D) et

f(z,y)dzdydz = / f(rcos f cos @, r cos 0 sin p, 7 sin 0)72 cos Odrdfde.
R3 D

Exemple 2.6
Soit B = {(x,y,2) € R® : 2?2 + y* + 22 < 1}. On a ¢ est un C'-difféomorphisme de

10, 1[x] — 7/2, 7/2[x]0, 2| dans B\ (((0,0) « R)U (]0, 1[x {0} x R)) ot

/Bdmdydz = /027r (/_:22 </01 r2d7"> cOS 9d9> dp = %W.

Coordonnées sphériques généralisées

Dans R™,n > 2 on passe de cordonnées cartésienne (x1, s, ..., z,) au cordonnées

sphérique generalisées (r, 0y, 6s, ...,6,_1) en utilisant le changement de variable
(I‘l, T2, .., In) = Q/}n(’f’, 01, 61, ceeny Hn_l), avec

(
z1 =1 cos by cosby...cos0,,_ocosb, 1
T9 = cosfy cosby...cosb,,_osinb,,_;

T3 = cos b cosbs...cosb,,_3sin0,,_o

T4 = cos b cosby...co80,_,sn0,_ 3

Tp_1 = T cos b sin 6,

T, = rsinf,,
\

¥, est un Cl-difféomorphisme de D,, :=]0, +o0o[x] — 7/2, 7/2[*?x]0, 27| dans

n—2

R\ (R x {0} x R U ([0, +o0[x {0} x R™2)),

Jj=1
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avec

Ty, = (=1)" D21 066072 0, cos™" 3 0,.... cos O, .

n

Si f : R™ — R est mesurable alors f € L!(R™) si et seulement si f o), € L1(D,,) et

f(zq, ..., xp)derdxs.. . d, = / o™t cos™ 20 cos" 3 By... cos b, _odrdh...db,_.
Rn D
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Chapitre 3

Espaces LP

Dans ce chapitre p désigne un élément de [1, 400].

3.1 Définition et propriétés élémentaires des espaces

L?P sur un ouvert de R"

On rappelle que si f € M(2) et 1 < p < +o0 alors |f|P € M(Q).

3.1.1 Quelques rappels
Définition 3.1

Soit I un intervalle de R, une fonction ¢ : I — R est dite conveze sur I si est seulemnt
st

Ve,y € ILVE € [0,1] s otz + (1 —t)y) <te(z)+ (1 —1t)p(y).
Exemple 3.1

— La fonction x — €* est convezxe sur R.

— Sip € [l,+00[ alors la fonction x — xP est convexe sur [0, +o0|.

Lemme 3.1

Sipe[l,+oo] et a,b >0 alors (a+b)P < 277 (a? + bP).
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Preuve. La fonction x — z? est convexe, donc (ta + (1 — t)b)? < ta? + (1 — t)b? pour

tout ¢ € [0, 1]. On prend ¢t = 1/2 on trouve

3y <=3

d’ou I'inégalité cherchée. Remarquons que pour p = 1 on a une égalité. 0

3.1.2 Espaces L"()
Définition 3.2

Soit p € [1,4+00[. On pose L,(Q) := {f e M(Q): /Q |f(z)Pdx < oo}.

Un élément de L,()) est dit fonction de puissance p-iéme intégrable.

Définition 3.3

Une fonction f € M(Q) est dite essentiellment bornée sur ) s’il existe une constante
C telle que | f(x)| < C pour presque tout x € €.

On note L(Q) lespace des fonctions mesurables essentielment bornées sur §).

Proposition 3.1

L,(2) est un espace vectoriel pour tout p € [1,400].

Preuve. Il s’agit de montrer que £,(£2) est un sous-espace vectoriel de 'espace des
fonctions définies de €2 dans R.
Il est clair que af € L£,(€2) pour tout (a,p, f) € R x [1,00] x L£,(£2). Montrons que

f+geLy(Q)des que f,g € L,().

- Supposons que 1 < p < oo et f,g € L,(£2). Alors, d’apres le Lemme
(@) + g(@)I” < ([f(@)] + |g(@)])" < 2771 (| f (@) + |g(2) "), p-p.x € Q.
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Par intégration sur  on déduit que f + g € £,(2),

donc £,(€2) est un espace vectoriel.

- Soit f,g € L(£2) alors il existent C,C” € R tels que
lf(2)]| <C et |g(x)|<C" pp tout z € Q,

alors

|f(z) +g(z)| < C+C" pp tout z € Q,

donc f+ g € Loo(Q2) et L(Q) est un espace vectoriel.

Notation :

Pour toute élément de M(£2), on pose

1/
</|f(x)|pdx) p, si 1 <p< oo,
£ llp0 = “
sup esszeqlf(z)] =inf{C e Ry : |f(z)| < C ppx e}, si p=oc.

Avec la convension inf(¢) = +oc.

Remarque 3.1
Soient f € M(Q) et p € [1,+00], alors
— fe L) & | fllpa < oo
— [f@)] < fllscg p-p- x €2
Définition 3.4 Ll si 1< p<oo,

L’éxposant conjugué de p € [1,400] est p’ :=

Remarque 3.2

Pour tout p € [1,4+00] on a
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, 11 !
— p € [l,+0o0] et —+ — = 1(avec la convention — =0)
p p o0
— p €]l,4o0[=p €]1, +o0].
—pP=pep=2
— p est ’'éxposant conjugué de p'.
Lemme 3.2 (inégalité de Young)

Soit p €]1,4+00[. Pour tous a,b >0 on a

p
ab < T4 (3.1)
PP

Preuve. La fonction x — e est convexe sur | — oo, +o0o[, alors pour tous A, B > 0 et

t€[0,1] on a
GAHI=0B < oA | (1 _ §)eB,
Pour t = 1/p, A =Ina?, B = Inb" on trouve (3.1)). O

Proposition 3.2 (inégalité de Holder)

Soit f,g € M(Q), alors

I fallia < fllpa % ll9llya, avec la convention (0)(co) = 0.

Preuve.

— On commence par le cas ot I'un des deux quantités || f|,q et ||g]|, o au moins

est infini ou nulle.

Si (|| fllpe =0 ou ||g]ly.0 =0) alors fg =0 p.p. sur Q et

Ifallia=0<|f

pQ X ||9||p’79‘
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St (I[fllp.e = oo et llgllya €]0,+00[) ou ([|fllp0 €0, +00[ et [lg]lya = o0) ou

(I fllp.o = o0 et [|gll,,o = o) alors

1£glle < oo = [fllpa x lglly .-

— Supposons maintenant 0 < || f||p.a, [|9]lya < oo.

e Sip=1alors p =00.0na
[f(@)g(x)] < |f(@)llgllws ppa e,

en intégrant sur ) on trouve

Ifgllue < Iflellgllecn = [1fllp.allglly.o-

e De la méme fagons on traite le cas p = oo.

e Supposons maintenant p €|1,4+o0co[. En appliquant l'inégalité de Young avec

a= MO et b= lg()] on trouve
1 fllp.0 9lly .2
1 P 1 P’
@@l L P L el
s x lgla =2 B "7 ™ gl

En intégrant sur 2 on trouve

ol 1,1
[Toe ol = p " ¥

1
d’ott I'inégalité cherchée, car — + — = 1.
p p

ce qui termine la preuve. O

Corollaire 3.1

SifeLl,() etge Ly(Q) alors fg € Li(Q) et
Ifgllie < 1 fllp0 < gl -
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Proposition 3.3 (inégalité de Minkowski)

Soient f,g € M(Q) alors

1f + gllp.o < I fllpe + llgllpo-

Preuve. Si f + g =0 p. p. sur €2 alors I'inégalité est clairement vérifiée.
On suppose dans la suite de la preuve que f + g # 0 p.p. sur Q. Si p € {1,000} alors
I'inégalité de Minkowski est un résultat direct de I'inégalité |a + b < |a| + |b],a,b € R.

Supposons que p €]1, 0], alors p. p. € Q2 on trouve
(@) +g(@) P = [f(2)+g(@)||f(@)+g()"~" < |f(@)|x|f(@)+g(@) P~ +]g(2)x|f(z)+g(x) .
Par intégration sur €2 et application de 'inégalité de Holder on trouve
[ 1)+ g@)rde < (17l + lalho) 1S + 9P~ Lo
autrement dit

[ @)+ g@Pas < (151 -+ lallo) ([ 1760+ ataipae) "

1-1/p
Si < / |f(x) + g(x)|pdx) = oooo alors l'inégalité est vérifiée donc la preuve est
Q
téminée, sinon, la démonstration se termine des qu’on divise les deux membres de la

1-1/
dernere inégalité par </ |f(z) + g($)|pdx> " O
Q

Proposition 3.4

L’application f — ||f|lp.q définit une semi-norme sur L,(€2).

Preuve. Voir Exercice R0l UJ
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3.1.3 Espaces L,(Q)

On a ||f]|,o = 0 implique seulement que f = 0 p.p. sur € ceci ne ségnifie pas en
générale que f = 0 sur Q donc || - ||, o n'est pas une norme sur £,(€2). Pour remédier
a ce probleéme, on identifie les fonctions de £,(€2) qui sont égales p.p. sur €.
Exercice
On définit sur £,(€2) la relation ~ par f ~ g < f(z) = g(x) pp. z €.

1) Montrer que ~ est une relation d’équivlence.
2) Montrer que l'addition et la multiplication par un scalaire dans £,(£2) sont compa-
tibles avec la relation ~ autrement dit, pour tous fi, fa, g1, 92 € L£,(€2) et tout a € R

on a

e si fi ~ g et fon~ goalors f1+ fo~ g1+ go.

e si fi ~ ¢ alors af; ~ ag;.

Définition 3.5
Soit p € [1,400]. LP(Q2) est l'espace vectoriel des classes d’équivalence des fonctions f

modulo la relation ~, autrement dit L,(Q) := L,(Q)/ ~.

Si on pose [f] :={g € L,(Q) : g = fp.p. sur Q} alors L,(Q) = {[f], f € L,(2)}.

Les opérations de I'espace véctoriel L,(Q2) sont [f] + [g] = [f + ¢] et c[f] = [c¢f] pour
tout ([£], g, 0) € Ly (2) x L,(0) x R

— Convension

Dans la suite, on va écrire f pour désigner la classe [f] € L,(Q2) de I'élément f € L£,(9),
c’est-a-dire, on va traiter les éléments de L,(€2) comme des fonctions appartennant

a L,(2) en identifiant les fonctions égales preque partout sur Q (les fonctions de
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L,(€2) qui sont égales presque partout sur (2 représentent le méme élément de L,(€2)).

Proposition 3.5

L application || f|| 1, = || fllpo définit une norme sur L,(€).
Preuve. Exercice. U
Proposition 3.6
— 951 Q) est de mesure finie. Alors
1 <p<qg<+4o0= Lo() C L) C Ly(Q).

— St la mesure de 2 n’est pas finie alors les espaces L,(2), L,(2) (avec p # q) sont

généralement incomparables c-a-dire L,(2)\Ly(Q) # ¢ et Ly()\L,(Q2) # ¢.

Preuve. Voir les exercires 22 et 23] O

3.2 Convergence dans les espaces L’
Une suite (f;) d’éléments de L,(Q2) est dite convergente vers f € L,() si

lim [}f; = fllpe =0,

on écrit dans ce cas f; — f dans L,(£2).
Une suite (f;) d’éléments de L,(€2) est dite de Cauchy dans L,(2) si et seulement s,

pour tout € > 0, il existe N > 0 tel que ||f; — fillpo < € pour tous j, k > N.

Théoréme 3.1 (de la convergence dominée dans L,(£2))

Soit 1 < p < +o0. Soient (f;); une suite d’éléments de L,(2) et f € M(RQ) telle que
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— fj = f p.p. surQ,
— il existe g € L,(Q2) telle que |fj(x)] < g(x) p.p. x € Q et tout j € N.

Alors, f € L,(Q) et f; = f dans L,(Q), autrement dit ||f — f;||p.0 = 0.

Preuve. On a |f;(z) < g(x)| p.p. z € Q et tout j € N, par passage & la limite et comme
fi(x) = f(x) p.p. € Q, on trouve |f(x)| < g(z) p.p. x € 2, d’ott appartenence de f
a Ly(Q).

On a pour tout j € N : f, f; € L,(Q) donc |f; — f|P € L) puisque /Q]f](x) -
f(x)|Pdx < 2”_1</Q |fi(x)Pdx + /Q |f(:v)|pdm) < oo pour tout j € N.

On a

fi— P = 0pposu @ et @) — f@)P < 2GR+ F@)P) < (2gle)
p.p- x € Q et tout 7 € N.

Puisque (29)? € L1(2), le théoreme de convergence dominée dans L;(2)(Proposition

2.11)) nous donne / |fi(x) — f(x)[Pdx — 0 c-a-dire || f — fj|lp0 — O. U
Q

3.3 Complétude des espaces L7

Théoréeme 3.2 (Riesz-Fischer)

L,(2) est un espace de Banach.

Preuve.
— Cas p = 00. Soit (f;) une suite de Cauchy dans L, (£2). Alors pour tout k£ € N*,

il existe N € N tel que :

VJ Z Nk,Vm Z 0: Hfj+m - fjHoo,Q S

Y

ol
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par suite, il existe un ensemble Ej, C () négligeable tel que

Vj > Nig,Vm > 0,V € Q\ Ei @ | fiam(z) — fi(2)] <

?vll—

Ainsi, pour tout x € Q\ E (avec E = Uy E}, est négligeable), la suite (f;(x)); est
de Cauchy dans R, donc converge vers un réel f(z). De plus, en faisant tendre

m vers l'infini, on obtient :

Vo g ENj > N |f(z) — fi(z)] <

?rl»—

La fonction f ainsi définie est dans L, et pour tout j > Ny, on a || f; — f|lwc.a <

1

©» ce qui signifie que f; converge vers f.

— Cas 1 < p < +o00. Soit (f;) une suite de cauchy dans LP(€2). Comme toute
suite de Cauchy admettant une valeur d’adhérence converge, il nous suffit alors
d’extraire de (f;) une sous-suite convergente.

Il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que pour tout j :

1
o+ = Follne = 55

On pose maintenant pour tout 7 € N

2) =Y | foterny (@) = o (@)].
k=1

Alors g; € LP(Q) (somme finie de fonctions de L,(£2)) et par l'inégalité de

Minkowski on obtient :

j -
1 1
lgillp. <D fomrny = fomllna < o5 < <> o =1
k=1

k=1 k=1

ce qui implique que (g;) est croissante et bornée en norme LP(2), donc par le

théoreme de la convergence monotone, il existe g € LP(f2) telle que g; — ¢
j—o0
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presque partout. Ainsi, pour presque tout z € €2 on a : pour tout 7 > 2 et pour

tout m >0
m—1 m—1

| Fotem (@) = Loy @] = fotem (@) = D Foem (@) + D Fom (@) = faiy(@)]
k=1 k=1

IN

> ot (@) = foer-n (@)
k=1

= gj4m(®) — gjm1(z) < g(x) — gj—1(x) — 0.

m—ro0

Alors la suite (f,(;)) est de Cauchy dans R donc converge vers un réel f(x).
Puisque pour presque tout z € Q on a |f(x) — f,;) ()] < g(z) (pour j > 2), la
fonction f est dans L,(2). Enfin, les f,;) sont dans L,(£2) et on a |f,;)(z)| <

|f(x)] + |g(z)|, mais | f| + |g] € L,(£2), donc par convergence dominée on obtient

f<p(j) jﬁo f

La suite (f;) de Cauchy admet donc une valeur d’adérence f dans L,(2) donc

converge vers cette limite.

En particumier on a le corollaire suivant concernant le cas p = 2.

Corollaire 3.2

Ly(2) est un espace de Hilbert.

Théoreme 3.3 (réciproque partielle du théoréme de la convergence dominée)
Soient (f;) une suite de L,(Q2) et f € L,(Q), tels que ||f; — fllpo — 0. Alors il existe
une sous-suite (f;,) extraite de (f;) telle que

— fi.(x) = f(x) p.p. x €.

— Il existe h € L,(QQ) telle que |f;.| < h p.p. sur Q, pour tout k € N.
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Preuve. Presque analogue a la preuve du théoreme précedent. O

3.4 Produit de convolution
Définition 3.6

Le produit de convolution de deux fonctions f et g (s’il existe) est la fonction qu’on

note par f * g, définie par

(fxg)(x) = . flz —y)g(y) dy.

Proposition 3.7 (Inégalité de Young pour convolution)

1 1 1
Soient p,q,r € [1,400| tels que 1 + — = — 4+ —. Alors pour f € LP(R") et g € LY(R")
r - p q

onafxge L"(R") et

1f % gllrgn < A fllprm gl lgrn-

Preuve. Posons h(z) := f x g(x) = f(z —y)g(y)dy. Nous divisons la preuve en
R

trois étapes selon les valeurs de 7.

Etape 1. r =00 donc, 1/p+ 1/q = 1. D’aprés l'inégalité de Holder, nous obtenons

(@) < [lf (@ = )llprellgllern- (3.2)

Effectuons le changement de variable y = x — 2, nous obtenons

@ =My = [ So=urdy= [ FPdz =1l

cette derniere égalité et I'inégalité (3.2)) impliquent
17(2) loo rm < (1 fllpR7 [l 9llg.Rn-
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FEtape 2. r =1, donc p = ¢ = 1. Nous avons

@l = | @ =yllow)ldy.
donc
[l < [ [ 15 - lawdsdy
Par le théoreme de Fubini / A |f(z —)|lg(y)|dzdy = || f|l1.r"|lgll1rn, donc

(@)1 re < [[fll1rellgll1Rm-
Ftape 3. 1 < r < oo, donc p et ¢ sont aussi finis et vérifient p,q < r. Posons

poly) = [ =) lgW)7" et uly) = 1f(x =) gy,

donc

|f(x = y)g()| = () (y).

Remarquons que (¢.(y))" = |f(z —y)|P|g(y)|?, donc d’apres le raisonnement de ’étape

.2, nous avons

1" [[Lre < 1 fP]1Re 197 ||1,Rm,

d’ott 'appartenance de ¢ a L,(R™). D’autre part, le théoréeme de Fubini nous donne

/ / o) dedy = [ fllprellgllase. (3.3)

Maintenant, on montre que ¥, (.) € L,»(R™), nous avons

()| = | f (2 = )PP g ()| = | (= )Pl ()|,
1 1 1\ 1 1 1
s et t sont donnés par — := r’(— - —>, — = 7"’(— - —>, donc

s  \p r/t q T

[ sy = [ 1= ) o) dy = 75 g7 ).
Rn Rn
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1 1 1 1 1 1
On a f?/* € Ly(R"), g € Ly(R") et = + — = 7“'(— + - - —) = T’(l — —) = 1. Donc
s 1 p q T T

I’étape.1 nous donne

r’ s s t
ey < 17 g g e = 117 gl e (3.4)

Rappelons que h(z) = / 0. (y):(y)dy, d’apres I'inégalité de Holder et ([3.4)), nous

obtenons

@I < [l

< ([ 1eatran) " ([ wamant)”

r 1/r sr’ tr’
< ([ estolran) IR Uoldhe

donc la formule (3.3) nous permit d’écrire

r r rp/sr! rq/tr’
@) < ( / | leely)lrdady ) LI ol

/ /
< | IR gt

ce qui implique
1/r+1 sr 1 r+ tr
g < AN g0
Enfin, nous avons
1 1 1 1/r T
o ) =alr G2 -
r Ssr r r'\p r
de méme
<1 42 ) —1
1 rootr')
Donc

1Pllree < LfllprmllgllaRn-
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Proposition 3.8 (Commutativité de convolution)
Soient f,g € M(R") et x € R". Si f * g(x) existe alors g x f(x) existe et f * g(x) =

g* f(z).

Convolution et support

Le support d'une fonction continue est {x € R* : f(x) # 0}. Si on travaille avec des

fonction définies presque partout cette définition ne convient plus.

Proposition 3.9

Soient Q0 un ouwvert de R™ et f : Q — R. Soient (w;)ier C L une fammilles d’ouverts
tels que f(x) =0 p.p & € w; pour touti € I. Alors, f(x) =0 p.prcw=;c;wi
Définition 3.7

Pour les données de la proposition précédente, le support de f est Supp [ = Q\w.

Si f,g:QQ—>Ret f=g ppxecQalors Supp f = Supp g donc on peut parler du
support de f € L,(2).
Si f: €2 = R est continue alors cette définition coicide avec la définition usuelle du

support d'une fonction continue.

Proposition 3.10

Soit f,g € M(R™) telle que f x g existe alors

Supp(f * g) C (Supp f+ Supp g),

ou Supp f+ Supp g={x+y:x € Supp [ et ye€ Supp g}.

Preuve. Pour = € R" tel que f x g(z) est défini, on pose

Alz) ={yeR": (x —y) € Supp f et y € Supp g}.
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Siy ¢ A(x) alors f(z —y)g(y) = 0, donc

fxg(x) =€rn f(z —y)g(y)dy = /A( | f(x —y)g(y)dy.

Siz ¢ Supp f+ Supp g alors il n’existe auqu'un y € R™ tel que z — y € Supp [ et
y € Supp g,sinonx=x—y—+y € Supp f+ Supp g.

Pour tout = ¢ Supp f+ Supp ¢

fxgla) = /¢ f(x = )g(y)dy = 0.

Donc fxg(z) = 0 pour tout = € intérieur (Supp f+Supp g)°¢ = (Supp f+ Supp g)c

ce qui donne

Supp(f *g) C (Supp f+ Supp g).

Remarque 3.3

Si f et g sont a support compacts alors f % g est a supprt compact.

3.5 Sous-espaces denses dans L,(§2)

3.5.1 L’espace des fonctions étagées
On rappele qu’une fonction étagée ¢ : 2 — R admet une répresentation de la forme
N
f(l') = Z&le]‘7
j=1
ot N € N,a; € R* et A; € B(Q?) disjoints ,j =1,2,...,N.

On note £s(2) 'ensembe des fonctions ¢ : @ — R étagées telles que A\, {z : ¢(x) #

0} < oc.
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Lemme 3.3

Si 1 <p<ooalors p € Es(Q) si et seulement si p € L,(12).

Preuve. Voir 'exercice 25 0

Théoréme 3.4

Si 1 <p<oo alors Es(Y) est un sous-espace vectoriel dense dans L,(§2).

Preuve. Il est clair que £s(€2) est un sous-espace vectoriel de L,(£2) .
Soit f € L,(Q).
Supposons que f est positive. Il existe alors une suite croissante de fonctions étagées
@; : 2 = R qui converge simplement vert f p.p. sur Q telles que 0 < ¢; < f, V5 € N.
On a ¢; € L,(2) pour tout j € N donc ¢p; € £s(€2) pout tout j € N.
Comme ¢; est positive on a (f—¢;)? < fP, d’apres le théoreme de convergence dominée
on trouve

lim [If = ¢ille = jliggo/Q (@) = s (@) = /leggo |f(z) = @;(@)]” = 0.
On a prouvé que toute fonction positive de L,(§2) peut étre approchée dans L,(€2) par
une suite de fonctions de £s(12).
Maintenant, soit f € L,(€2) de signe quelconque. Les fonctions f, et f_ sont positives
donc il existent deux suites (¢;);, (1;); C Es(2) telle que
1+ = #jllpa = 0 et [[f= = tjllpa — 0 lorsque j — oco.
Donc, il existe (¢; —1;); C E€s(Q) telle que || f — (¢; — ¥;)||p.0 — 0 lorsque j — oo

car

1f = (o5 = ¥i)llpe = I1f+ = - = (g5 = illpa < I+ = @illno +[1f- = ¥illpe. O
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3.5.2 L’espace des fonctions continues a support compact

On note C.(€2) l'espace des fonctions continues a support compact dans € alors

Ce(Q) = {f € C() : il existe un compact K C Q tel que f(x) = 0 pour tout

r e Q\K}.

Lemme 3.4
Si f € C.(R™) alors [ est uniformément continue sur R".
Proposition 3.11

Ce(Q) est un sous-espace vectoriel de L,(£2).

Preuve. Voir l'exercice 26| U

Lemme 3.5 (Théoréme de Lusin)

Soient f € M(Q) telle que \,({x € Q: f(x) # 0}) < co. Pour tout € > 0 il existe une

fonction g € C.(R) telle que

M{z e Q: f(z) # g(2)}) <e et gl < | flleo0-

Théoréme 3.5

L’espace C.(2) est dense dans L,(Q2) tout 1 < p < +o0.

Preuve. Soit ¢ € £s(Q2), donc ¢ est bornée et vérifie A\, ({z € Q : p(z) # 0}) < 0.

D’apres le théoréme du Lusin (Lemme il existe g € C.() telle que ||g]lccn <

[ @llsoc €t Ve > 0: A\ ({z € Q: o(x) # g(x)}) < <—2H¢T,OOQ>Z)'
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On a

lo—elfo = / 19(2) — g(a) Pde
{zxeQ:p(x)#g(x)}

<A({z e Q:p(x) # g(@) g — el

< gP,
On a montré que pout toute ¢ € Es(2) et tout € > 0 il existe g € C.(2) telle que
lg—¢llpa < e. Mais Es(Q) est dense dans L,(£2), d’ott la densité de C,(€2) dans L,(€2).

En effet, si f € L,(Q2) et ¢ > 0 alors ils existent ¢ € £s(Q) et g € C.(Q) telles que

If =¢llpo <e/2 et |l —gllho<e/2

done [|f = gllpo < IIf = ¢llpa + llp — gllpo = O

Théoréme 3.6

L’espace C.(Q2) n'est dense dans Loo(£2).

Preuve. Soit ¢ € C.(f2) alors il existe un compact K C € tel que ¢(x) = 0 pour
tout + € Q\K. Q\K est un ouvert non vide et |[p — ¢| > 1ok ce qui donne
1o — ¢l > [[1ovk |loo,0 = 1. Donc ils existent f = 1g € Loo(§2) et € = 1/2 > 0 tels

que ||f — ¢|loo.o > € pout tout ¢ € C.(). O

3.5.3 L’espace des fonctions indéfiniment dérivables a support
compact
On pose C°(Q) = C(Q), C*(Q) = {f : Q = R: f est de classe C*}, k € N* U {o0}

et C*(Q) =C*Q)NC(Q),keN
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Lemme 3.6

Il existe une fonction 8 € CX(R™) positive telle que / O(x)dr = 1.

n

Preuve. La fonction z — |x|? appartient & C°°(R™), donc la fonction

0, |z|]>1
9(x) = 1
e TR |x|<1

est un élément de C*°(R™) vérifiant / g(x) > 0.

n

Il existe un compact K = [—1,1]" C R™ telle que g(z) = 0 pour tout x € R"\ K donc
g € CX(R") et ||g]l1rn < 00. Donc la fonction cherchée est 6 = || ”g . O
gil1,rRn

Proposition 3.12
Soit f € Li(R™), 8 € C1(R™). Alors

fx60 € CYR™) et i(f*@) = fx i@,j = 1,2,...,n. Si de plus f est a support
0z ox;

J

compact, alors f 0 € C}(R™).

0
Preuve. La fonction —6 est uniformément continue sur R™. Soit € > 0 alors

6m1

3. >0:Vr,y eR" : |z —y| < 0. = |8i9610($) - Gia:le(y” <Eé.
0y + hv) — 0(y)
7 .

Soit v = (1,0,...,0) € R" et h € R, pour tout y € R on pose ¢p,(y) =

Alors

f*g@(.ﬁﬂ—l—h’(}?—f*g@(l’) :f*@h(w)

D’apres le théoreme des acroissement finis, pour tout y € R™ il existe £ € R tel que

0
€] < het pp(y) = 8_x16(y + (v).
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Si |h| < 6. alors |pp(y) — %G(y)\ <cet
1

fxo(@+hv) — f*o() 0 1 fron— frp(x) 0
) _f*a—me(x)‘ _] - _f*a—%e(x)‘

o =) (enl) = 5.-0(a) )y

’ R~
< Joo lf(z = y)ledy
=l fllire-
Le réel € peut étre choisi arbitrairement petit, donc pour tout = € R™ :

frp(x+hv)— fxp(x) 0 0 0

3 —>f*ax19(93) quand h — 0 c-a-dire f*a—xléza—xl(f*@.
De la méme facons on montre que fx —6 = i(f*@) pour j =2, ...,n.
81']' al‘j
Si de plus f € C.(R") alors par la Remarque 3.3 f*¢ € C.(R"). O

Corollaire 3.3

Soient f € L1(R") et € C(R™) alors f 60 € C(Q) et

8a1+a2+~--+an

Ox*...0xon

a1 tazt...an

Ox*...0xon 0)’

(a1, g, .oy ary) € N™.

(f+0) =/ (

Si de plus f est a support compact alors f =0 € C2(R").

Proposition 3.13
Soient f,0 € C.(R") telle que O(x)dr =1 et 8 > 0. Soit €; une suite positive telle
R’ﬂ

1

que €5 — 0. Pour tout j € N on pose 0;(x) = —0(c;/x). Alors, fx0; converge vert
en
j

[ simplement et en norme || - ||,rn pour tout 1 < p < oco. De plus, f*60; a support

compact.

Preuve. On peut supposer que Supp f, Supp 0 C [—M, M]". Alors

1. [s. 0;(z)dz =1, pour tout j € N,
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2. |[f % Olloorn < (I flloorrs

3. Supp 6; C [—e;M,e; M,

4. Supp (f*0;) C[—(14+¢;)M, (1 +¢;)M]™.
Donc f %6, a support compact.
La fonction f est uniformément contuinue (Voir le Lemme . Soit r > 0, assez petit,
alos il existe 6, > 0 tel que |z —y| < 6, = |f(x) — f(y)| <.

Sieg; re€RY ety € [—¢;Me;M]|" on a |(x—y) —z| = |yl < /ne;M <6,

Or
~ VnM’
donc |f(x —y) — f(z)| < r, ce qui donne

5 0;(@) = f(a) 0.(y)dy|

n

| :‘ Rnf(x_y)ej(y)—f(x)/
o / (fa =y = £@) 0wy
/[_E_Mvg.M]n(f(m —y) — f(2))0;(y)dy

/ 0;(y)dy
[—&; Me; M

=T.

IN

d’out la convegence simple de f x6; ver f.
Pour tout p € [1,00[ on a |f * 0;(x) — f(x)] — €. Soit h = L_c,are;01m (2]| [l oo,rm )P
Alos, [o, h(z)dr < ocetsi0<e; <lonal|f*6.— f[° <h. Dapres le théoreme de

convergence dominée

If = f % 05l[pen = . (@) = [ 0;(x)[Pdx — 0,

d’ou le résultat voulu. O

Théoréme 3.7

Si 1 <p < oo alors C°(§2) est dense dans L,(€2).
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Preuve. Soint 7 > 0. Soient f € L,(2) et ¢ € C.(2) telle que ||f — ¢llp0 <.

Soit
o(x), si xeQ,

0 si sizeR"\Q,
alors ¢ € L,(R") et ||¢ *0; — @||prn — O(voir Proposition [3.13)).

Si j est assez grand alors
Supp @*0; C Supp @+ Supp 6; C Q.
Soit u; = (¢ % 0;)). Alors, pour j assez grand u; € C(Q) et ||u; — ¢|[,0 < 7. Donc,
il existe g = u; € CX(Q) telle que
1f = 9lpe = Ilf = @llpa + v = ujllp.o < 27,

d’ott la densité de C.(€2) dans L,(€2). O

Par les mémes arguments de la preuve du Théoreme , on a le théoreme suivant.

Théoréme 3.8

C(Q) n’est pas dense dans Loo(€2).

3.6 Reéflexivité, Séparabilité, dual de L?

3.6.1 Quelques rappels et définitions

Dans se paragraphe F désdigne un espace de Banach sur le corps R et || - ||g sa

norme.
Définition 3.8 (dual et bidual)

Le dual de E noté E' et 'ensemble des formes linéaires continues sur E.L bidual de E

noté E" et I’ensemble des formes linéaires continues sur E'.
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Si f € E', on note (f,x) I'image de x par f, (-,-) s’appele le crochet de dualité entre

un espace et son dual. On munit £’ et E” des normes

f,x
£z = sp WO e p
seBazo0 ||2]|e
et
fe
lolle = sup ( >!’ A
e g0 ||z
respectivement.

On introduit une application J : E — E” par

[J(@)](f) = (f,z), z€E

L’application J ainsi définie est une application linéaire isométrique, i.e. ||J(x)| g =
||| g pour tout x € E. J est appelée injection canonique de E dans E”. En identifiant

E avec J(E) on peut considérer E comme un sous-espace de E”.

Définition 3.9 (espace réflixif )
On dit que E et réflixif si et seulemnt si J et surjective, dans ce cas on idenifie E et

E" et on écrit E = E".
Proposition 3.14

Si E est réflixif alors tout sous-espace vectoriel fermé de E est réfizif.

Proposition 3.15

E est réflixif si et seulement si E' est réfexif.

Définition 3.10 (espaces uniformément convexe)

On dit qu’un espace de Banach E est uniformément convexe si, pour tout € > 0, il

existe 0 > 0 tel que

x4+
(el vz < 1 et o= ylls > <) = | =52 <1-4.
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Proposition 3.16 (théoréeme de Milman—Pettis)

Tout espace de Banach uniformément convexe est réflixif.

Définition 3.11 (espace séparable )
On dit que F est séparable s’il existe un sous-ensemble D C E dénombrable et dense

dans E.
Proposition 3.17

Soient (x,)n>1 une suite de vecteurs de E et F' le sous-espace vectoriel engendré par

(Tn)n>1. Supposons que F soit dense dans E. Alors E est séparable.

Proposition 3.18

On suppose qu’il existe une famille d’ouverts (O;);es telle que
— O; 0. Viel,
— 0,N0;,Yi # 7,
— I n’est pas dénombrable,

alors E n’est pas séparable.

3.6.2 Reéflexivité de L?
Lemme 3.7 (inégalité de Clarkson)

Soit 2 < p < 00, alors pour tout f,g € L,(2) on a

P
p,Q2 "

Preuve. La fonction ¢ : 2 — (22 +1)P/2 — 2P — 1 est croissante de R, dans R,. Alors,

>

1
<5 (1710 + g

pour tout z € Ry : p(z) > 0 = ¢(0) = 0.

Soit a, B € Ry, avec B # 0 alors @(g

> 0, alors
5)

o + B < (o + B,
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cette inégalité et vraie pour [ = 0, alors

af + 4P < (o + BHP?, Va,B > 0.

b —b
En prenant o = ‘a—2|— ‘ et = ‘a 5 ’ on trouve
at+bpp |a—Dbp a+b12 |a—b|2\r/2 a’> b \r2 1
< = (£ 4+ 2" < Z(lal bp)v .
2 | = (5 ) (3+3)" =g(lar+1or).votes

(dans la dernieére inégalité, on a utilisé la convexité de la fonction x — zP/2,p > 2).

Soi z € €2, pour a = f(x) et b= g(z) il vient

flx)+gx)p | flx)—glx)p 1
Do 9@ L payp 4 lotap).
2 2 2
donc il suffit d’intégrer sur €2 pour avoir le résultat voulu. OJ

Proposition 3.19

Si 2 < p < oo alors LP(S2) est réfixif.

Preuve. Soit f,g € LP(Q) et € > 0 tels que || f|lp.0, [|9]lpo < 1et || f—gllpa > ¢, alors,

par I'inégalité de Clark (Lemme

154 <3-6)
2 pQ 2 2
alors
152 .= G-GN™
2 pQ ~ \2 2
d’ou
f+y 1 £\ P\ 1/p
L)1 e so1- (=)
H 2 o = avee 2 \2

donc LP(2) est uniformément convexe donc rtéflixif, d’aprés la Prposition m O
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Proposition 3.20

Si 1 <p <2 alors LP(N2) est réfixif.
Preuve. Pour tout u € LP(Q) et f € L' (Q) on pose

Tu(f) = /Q fudz.

On vérifie facilement a ’aide de linégalité de Holder que T'u est une applicattion linéaire

continue sur L?(Q) ie., Tu € (L¥(Q)) (le dual de L¥(Q)) et que 1T ull 1o @y <

[wll e (0)-
Soit
u(z)P?u(z)  siu(z) #0,
h(l’) = )
0 si u(z=)0
alors, h € L7 (), [l oy = 1ullisigy o (Tu)(h) = [lull}, ). Avee
|T'(u)(h)]
||TU||Lp'(Q) > W = ||U||LP(Q)7
LY (Q)
donc
HTUH(LP’(Q))/ = [lull e,

ce qui implique que T est une isométrie de LP(2) dans un sous-espace de (L¥' ())'.

On a L (Q) et réflixif car 2 < p/ < oo (voir la Proposition , d’apres la Proposition
3.15) (L7 (Q2)) est réflixif alors T(LP(Q)) est réflixif d’aprés la Proposition , et
comme T est une isométrie il vient que LP(£2) est réflixif. O

En résumé, on a montré le théoreme suivant

Théoréme 3.9

Soit 1 < p < 00, alors LP(Q) est réflixif.
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Pour les cas p =1 et p = 00, on admet le théoreme suivant dont la démonstration un

peut compliquer par rapport au niveau de ce cours.
Théoréme 3.10

LY () et L=(Q) ne sont pas réflizifs.

3.6.3 Séparabilité de L
Théoreme 3.11

Pour tout 1 < p < oo, LP(2) est séparable.

Preuve. La preuve repose sue le Lemme Soit F' I’ensemble des combinaisons
N

linéaires a coefficients dans Q d’indicatrices de pavés de la forme H]xj, y;[ inclus dans
j=1

2 avec les z;,y; a coordonnées rationnelles. Clairement, F' est dénombrable, il reste a

montrer que F est dense dans LP(Q2).

Soit f € LP(Q2) et € > 0. Par densité de C.(€2), il existe g € C,(12) telle que || f —g|lp.0 <

3

5
Soit €2’ un ouvert borné tel que suup(g) C ' C Q. Par la continuité uniforme de g, on

construit une fonction h € F' telle que supp(h) C Q' et

€
lg(z) — h(z)] < W, p.p.x € €,
alors
€
||g - h p,Q S 57
d’ou
e €
17 =Bl < 1F = gl +llg = Bl = 5+ 5 ==
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Théoréeme 3.12

L>(Q) n’est séparable.

3.6.4 Dual de P

Les résultats suivants vont nous permettre caréctriser le dual topologique des es-

paces LP(£2).

Proposition 3.21 (Théoréme de représentation de Reisz)
Soit 1 < p < 400 et p' son exposant conjugué. Soit ¢ € (LP(QQ)), alors il existe un

unique u € LP (Q) tel que ¢ = L, c’est a dire

(o, [ v @), r@)y) = / u(z) f(x)dx, VfeLP(Q).

Q
De plus on a

lully.o) = llellr@y-

Ce théoreme est important, car il permet de représenter toute forme linéaire continue
sur LP(2) (1 < p < +00) a l'aide d'une fonction de LP'(Q). L’application ¢ — u est
un opérateur linéaire isométrique et surjectif qui permet d’identifier le dual de LP(2)

avec L7 ().

Proposition 3.22

Soit p € (LY(Q)). Alors il existe un unique u € L>(Q) tel que

(s P i@y = / w(@)f(z),  Vfe L'(Q)

De plus on a

ullso.0 = ll¢ll L1y -
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Ce théoreme nous a permet d’identifier le dual de L*(Q2) a L>=(Q).

Remarque 3.4
En particulier, l'espace de Hilbert L*()) est isomorphe a son dual topologique (L*(2))’.

Pour toute forme linéaire continue ¢ : L*(Q) — R, il existe un unique f € L*(Q) tel

que p(9) = [o f9=(f.9)12, ot (-,-) 1> est le produit scalaire de L*().

Remarque 3.5

On peut identifier le dual de L*°(Q)) avec un sous-espace propre de L*(Q).
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Exercixes résolus
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Exercices sur le premier chapitre

Exercice 1

Soit A et B deux parties d’un ensemble E.
1. Ecrire Lang et Laup en fonction de 14 et 1g.

2. Déterminer les indicatrices des ensembles suivants : A, A\ B et AN B.

Solution :
Soit z € E.
1 si z€ A 1 st z€B
1. Pour 14n5. On a 14(z) = , 1p(z) =
0 st ¢A 0 si ¢B
et
1 st z€A e xz€B
1AmB($):
0 si ¢A ou z¢B
c-a-dire
1 si 1,=1 et 1lp=1
1AmB:

0 st 14=0 ou 1lp=0

donc 145 =14 X 15.

Pour 1,4,5. On a

1 st z€A ou z€B
1AuB<3’3) =
0 si ¢A e x¢B
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On distingue deux cas
a) Premier cas : ANB = ®. Il y a trois possibilités de positionnement de = € F :

re€AxreBetare (AUB).

L
1A(;C) 13(513') 1AUB<37)
reA 1 0 1
reB 0 1 1
ze(AUB)F| 0 0 0

AIOI"S7 1AUB = 1A + 13.

b) Deuxiéme cas : AN B = ®. Il y a quatre possibilités de positionnement de

relE e ANB,xe ANBze ANBetxe(AUB)C.
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1a(z) | 1p(z) | La(z)lp(z) | Laup(z)
reANB 1 1 1 1
r e AN B¢ 1 0 0 1
reA°NB 0 1 0 1
z€(AUB)F| 0 0 0 0

AIOI"S, 1AUB = 1A + 1B - 1A1B-

2. Déterminer les indicatrices des ensembles suivants : A°, A\ B et AA B.

1 si ¢ A
Lye(x) = yalors 14 =1 —14.

0 si €A
1as =Llanpe =1 x 1ge = 14(1 — 1p).

linB=1aBuma =1las +1pa=1a+1p —21415.

Exercice 2

Les questions sutvantes sont indépendantes.

1
1. Montrer que I; = / eYidx existe pour tout j € N*. Expliciter la limite de
0
(L;);-

J J
2. Déterminer, si elle existe, lim <1 — E) dx.
J—+oo 0 ]

+o0 d
3. Déterminer, si elle existe, lim < —
jotoo Jooo (T4 22)(1+ i)t/

4. Soit f: Ry — Ry une fonction continue et bornée. On pose pour j € N :

+oo
I = / Jf(t)e 7tdt.
0
Déterminer la limite de I; quand j — —+00.

5. Soit f : R — R une fonction mesurable et bornée p. p. sur]0,4o00[. Aprés avoir

“+oo

montrer son existence, calculer lim e 7 f(x)dx.
J—00 0
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Solution :

1. Soit fj(z) = 2'/7, j € N*. Pour tout j € N, la fonction f; est continue et sur [0, 1]

donc intégrable sur [0, 1]. De plus la suite (f;) est positive, croissante (f;(z) <

In

fi+1(z) pour tout x € [0, 1]) et vérifie lim f;(z) = lim 7% = 1. Par le théoréme
j j

1 1
de la convergence monotone on a lim / fi(x)de = / lim f;(z)dx = 1.
J 0 0 J

2. On a /0 <1 — 3) dr = /(; H[O,j} <1 — 3) dx. Soit fj(l') = 11[0’]'] (1 — 3) .

. est continue par morceau donc mesurable, et f:(x) = f(x) = e *. On a aussi
' est cont d ble, et f;(x) 2 .0

pour tout x > 0, [f;(z)] < e et f0+°o e *dr < oo. Donc par le théoreme de la

+oo “+o00o
convergence dominée on aura lim fi(z)dx = / e “dr = 1.
JJo 0

. 1
3. Soit f;(z) = RS Alors

— f; est continue sur [0, +o00[ donc mesurable.

+o00
— Ona|fj(z)| < ﬁ qui est intégrable sur [0, +oo[ donc fj(x)dx existe.
0

1

— Si0<zx<1lona li]m fi(z) 2(1422) "

:m et si x > 1onalimjfj(37) =
T

D’apres le T.C.D. on obtient

“+0o0 1 1 —+o00 1 T T
(z)dr = —d ——dr=—+0=—
fi(x)dx /o :c—l—/l o x 4—|— 1

.
3 14 22 1+ a?)

0

4. On fait le chanagement de variable u = jt donc I; = 0+°° fu/j)e "du.
La fonction f est bornée, alors il existe une constante C' > 0 telle que |f(z)| <
C,Vx € Ry. On a |f(u/j)e ] < Ce ™ = g(u) avec g intégrable sur |0, +o0.

Donc par convergence dominée on obtient

+00
lim/[; = f(0)e “du = f(0).
J 0
5. Soit fij(x) = e7* f(x). La fonction f est bornée p.p. sur |0, +o0, alors il existe

une constante C' > 0 telle que |f(x)| < C,p.p.x € R, donc |f;(z)] < Ce ™" <
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Ce *, p.p.x €]0,400[,Vj > 1. La fonction x — e~ est intégrable sur [0, 400,

les (f;) sont mesurables sur [0, +oo[ et f;(z)—f(x) = 0, alors, le TCD nous
+oo

donne lim fi(x)dx = / e 7" f(x)dx = 0.
0

J - Jo

Exercice 3

i
x

1. Montrer que pour tout x € Ry, { (1 + —,) } est une suite croissante et
J

k

) T\JI e .
fm (1) = =2
2. Calculer la limite

2\’
lim (1 + —_) e d)\(z)
R+

J—00 ]

oub>1.

Solution :

1. Montrons que pour tout x € Ry, (1+ %)J est une suite croissante et que lim (1+
j—00

£)) =e”. Pour j€ENona

2\ " J ] x k J iCk
(1+5) -2 @) () ~Zewir
k=0 k

=0

! (j—1)(j—k+1
o = — I =G k)

(J—k)* J* '

Les assertions suivantes sont vraies :

i) aji1k > ajx. En effet, 3]+T11—1 > ]T_l pour [ € N car j2+j—1-j >
Pri=tj—t
ii) ajr <1 (évident);

iii) Pour tout K € N, lim a;; = 1.
J1—
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T +1 Jj+1
Comme a1 41 > 0, <1 + m) Z Aj+1, k > Z Qjy1, k . Il s’ensuit

j
donc de (i) que la suite {(1 + —,) } est croissante. Les assertions (ii) et (iii)
J

impliquent que

].—I——) = a]k—< — < — =e"
’ | — | — |
J c—~ k! pr k! pr k!
T J m ok T J
et que, pour tout m € N, lim <1 + —,) > Z —.  Ainsi, lim (1 + —.) =
J—0 J 0 k! j—o0 J

e’.

2. Par le théoreme de convergence monotone, on a pour b > 1,

= lim
j—o00
+

lim
j—00

J

T J
<1 - —.) e " d)\(x)
Ry J

Exercice 4

Montrer que

J j
1. lim (1 - E) z™dx =m! (pour tout m € N).
J—=% Jo n
J j
2. lim (1 + f) e dr = 1.
n—oo 0 n
Solution :

1. Pour tout x € Ry et j€Nona

(

1=
J

J
) <e”,

1

i
(1 + 3) e~ d\(x)
J
:/ e(l_b)xd)\(:c) =
0

b—

En effet, comme Iny <y—1 poury >0,ona In y_% < y_% — 1, c’est-a-dire

Iny

(-

J

j—+oo

1—f)j

J

= lim e
j—+oo

lim
j—+oo

(
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J
ol lim, o e(u) = 0. Ainsi lim;_, (1 — %) =e 7.

J
Posons f;(z) = <1 — f) ™1 . Alors en utilisant le théoreme de convergence

dominée et sachant que I'(m + 1) = [ e *2™dx = m!, on obtient le résultat.

J
2. Soit fi(z) = (1—1—?) e *1y ;. Comme la suite {f;(z)} est croissante et

lim f;(x) = e, on obtient le résultat en appliquant le théoreme de conver-
j—00

gence monotone.

Exercice 5

Soit f € LYR). Calculer la limite lim/ cos? (mx) f (x)d.
J JR

Solution :

Soit f;(z) = cos’(mx) f(x), alors lijm fi(x) égale 2 0 si v ¢ Z, égale a 1 si x € 2Z et
n'existe pas si € 2Z 4 1 donc f; converge p.p. vert 0 car Z est niglégeable. D’autre
part, pour tout j € N et tout z € R on a |fj(x)] < |f(x)|, d’apres le théoreme de

convergence dominée la limite cherchée égale a 0.

Exercice 6

Soient 0 <a<1<b<oo et feLab]), et f(1)#0. Soit f; une suite de fonctions

f ()

définie par f;(x) = e

1. Déterminer la limite simple de (f;).

b 1
2. Etablir l'égalité : hm/ fj(t)dt:/ f(t)dt.

J]—00

b In 2
3. On suppose maintenant que f € C'([a,b]). Montrer que/ () dt ~ n—f(l)
a J

Solution :
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1. On a

( )

f(x) st z€lal]

lim fi(z) =4 f(1)/2 si z=1 = g(x).

J—00

0 si x €]1,b]
\ /

2. Remarquons que |f;(z)| < |f(z)| et f est intégrable sur [a, b], donc d’apres le

TCD on obtient

li]m/abfj(:c)d:v— /abli]mfj(x)d:v— /abg(w)dm _ /alf(x)dx.

3. Par une intégration par partie on aura

/altjlfj(t)dt = B In(1 +tj)f(t)l - %/al F/(O) In(1+#)dt,

avec B In(1 +t")f(t)] = lHTQf(l) + Mf(a) ~ 1n—2f(1).

“ n 2
car In(1 + a’) — 0. D’autre part

1 1 ! o
@] <2 [ a2
0

n
(Remarque In(1 + u) < u). Donc on obtient le résultat voulu.
Exercice 7
Soit
re "

fj(l’):m,jEN et ZL'GR+.

— Calculer/ xe “dx.
0
— Montrer que lim(1 + 29)7 =z Vz > 1.
j
— Calculer la limite simple de f.

— Calculer lim/ fi(z)dx.
J Jo
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Solution :

— / xe tdr = [x(—e )| +/ e dr = 1.
0 0

— Soit # > 1. lim(1 + Ij)l/j — 1im eW/Din(+27) _ iy e(l/j)ln(fcj(ﬁﬂ)) — 7
J J J

re ™ s 0<x <,
— lim f;(z) =
j

—T

e st x> 1.

— On a f; — f sur [0, +o0[.
Pour tout j > 1, on a |f;(z)| < ze™™ avec x — ze™* est intégrable sur [0, +oo.

D’apres le TCD

o9 oo 1 00
lim/ fi(z)dx = / lim f;(x)dz = / xe “dx +/ ve *dr=1—e¢"
7 Jo o J 0 1

Exercice 8
1) Soit fj(z) = e l#lH{eos@)® 5 e N 2 € R.
a) Calculer lijm fi(x).
b) En déduire que la suite de fonctions (f;); converge p.p. vers une fonction inté-

grable sur R.

c) Calculer lim/fj(m)d$.
J JR

In(l-—z) ai! , I
2)On donne — = —Z ; ,x €]0,1]. Soit fi(x) = —

j=1

Inz.

1
a) Calculer / fi(x)dz par une intégration par partie.
0

o0

"In(1 —2)1 1
b) Montrer que/ wdmzz,—?).
0 xr J

j=1
Solution :

1) Soit f;(z) = e~l#l+(cos@)® 5 e N z € R.
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— ||

si x € R\nZ,
a) lim f;(z) =
j

e klmtl i x=kr keZ

b) L’ensemble kZ est négligeable donc (f;); converge p.p. vers la fonction f(x) =
0

e~ 1l qui est intégrable sur R car / f(z)dx = / e“dx —|—/ e Tdr =2
R 0

—0o0

c) Les fonctions f;,j € N sont mesurables. Pour tout j € N on a fj(z) < el ol =

! f(z) intégrable. D’apres le théoreme de convergence dominée hm / fi(z)dx =
/ e
= 21 In(l— -1
2)On donne In(1 — z) = T x)xEO,l.Soit -x:—x, In x.
j
J J
7j=1

d’ou

/;de:/()lzfj(x)dxzz 0 fj(x)dxzz,ig.

X
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Exercice 9

Soient Q = {(z,y) €eR?: 2 >0,y >0 et 2*>+y?> <1} et f la fonction définie sur
1

par f(z,y) = Wl

1) Montrer que f € LY(Q) et calculer || f||1q-
2) Calculer la limite

lim (2 +9°)
J=tee Ja \/(x2 + %y +y?) (22 + %JJ + y?)

dxdy.

Solution :
1) f est mesurable sur € comme fonction continue sur €.

En utilisant les cordonées polaires, on a

w/2 pl 1 T
/ |f(z,y)|dxdy = / / —pdp = 5 < 0.
Q 0 o P

Alors, f € LMQ) et ||f]10 = g

2) Pour tous (z,y) € Q et 7 € N*, on pose

(22 +9?)
V@ )@+ S )

fj(x7y) =

e Les fonctions f; sont mesurables comme fonctions continues sur €.

o fi — f sur Q.
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e Pour tous (z,y) € Q et 7 € N*, on a

[fi(z. )l < flayy), et feLY(Q),

d’apres le TCD

lim /ij(x,y)dxdy:/Qf(x,y)dxdy:5.

Jj—+oo

Exercice 10
Soit Q un ouvert de R" de mesure finie. Soit { f;};en une suite de fonctions mesurables
convergeante presque partout sur 2. On suppose qu’il existe une constante C' > 0 telle

que |f;| < C pour tout j > 1. Déterminer lim / fjdx.
Q

n—-+4o0o

Solution :
Puisque €2 est de mesure finie, la fonction constante égale a C' est intégrable, et son inté-
grale est C'\,,(£2). Soit f la limite simple de (f;). Une application directe du théoréme

de Lebesgue donne

i [ e = [ g

Exercice 11

o1 —cost

.

“+oo
On pose pour x >0, f(x) = / e
0
1. Montrer que f est continue sur [0, +oo[ et tend vers 0 en +00.
2. Montrer que [ est deux fois dérivables sur [0, +oo[ et calculer f"(x).

+00 o; t
3. En déduire la valeur de f(0) puis la valeur de l'intégrale convergente / SlTndt.
0

Solution :
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1. La fonction h : t — =55 est continue sur |0, +oo[ et on a

. 1 —cost .1 —cost 1
lm — =0 et lim———— = —.
t—+o00 t2 t—0 t2 2

Donc intégrable sur |0, +o00].

1 —cost
t2

—xt

La fonction g : (z,t) —> e est continue sur Ry x]0,+oo[ et on

1 —cost < 1 —cost
12 - 12

e—mt

, donc f est continue. Et on a

x h
F@)] < Al / eotgy — Iloo.
0 T

On en déduit que f tend vers 0 en 4o0.

0
2. Les déivées partielles 99 o % existes et sont continues sur R% x]0, +o0].

oz

0
Et on a t — a—g(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur |0, +oo].
x

Alors, soit [a;b] C R%, on a
829 —at
V(1) € [a, b]x]0, +oo: \@(m)( < 279 = k(1).

La fonction k est intégrable sur |0, 4+o00[. Par domination sur tout segment, f

est de classe C? et

& 1
" = —rh] — t)dt = — — )
() /0 e cost) 71

1 x o0
3. Ona f'(z) =Inx — §ln(1 + 2?), puisque f'(z) “=° 0. Donc f(z) = zlnz —
rInv14 2?2 — arctanx + 7, puisque f(x) T2 0. par continuité, on obtient

f(0) = 7/2. Par intégration par parties

/+°° 1— ;;ostdt _ /+°° 2sin2(t/2)dt _ [_2sin2(t/2)]+°° N /+°° ¥dt
0 0 0

t 2 t .

+oo +00 +00
1-— t t t
donc/ ﬂdt:/ ST g d’oﬁ/ Py =T
; 2 .t .t 2
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Exercice 12

Donner le domaine de définition, de continuité et de dérivabilité de la fonction

+oo
fa = [

Solution :

+o0 t
On a f(z) = /0 Cfimtz) dt, une intégration par partie nous donne
2 [T tsin(at)
flx)=— / o dt.
r )y (1+1?)

tsin(zt)
W+ o

parametre pour la fonction A, donc

On pose h(z,t) = . On applique le théoreme de dérivabilité des intégrales a

— h est continue sur R x [0, +o0].

t
ATy = ¢(t), On a ¢ continue sur [0, +oc[ et p(t) ~ 4 au

voisinage de +00 qui est intégrable (Intégrale généralisée de Reimann) donc ¢

— [p(z, )] <

est intégrable sur [0, +o0l.
Oh(z,t)  t*cos(zt)
— (r.t —
(@) = Ox (1+1¢2)2

Oh(z,1) t? L : : _y
‘ ’ SOrer donc dominée par une fonction continue et intégrable alors

est continue sur R x [0, +o0.

On a

elle aussi est intégrable sur [0, +o0].
o tsin(xt)
1+ 12)2

R, et par suite f est dérivable sur R*.

Ainsi, la fonction z — / dt est de classe C! sur R donc dérivable sur

Exercice 13

Montrer que [’on ne peut pas appliquer le théoreme de Fubini pour calculer l’intégrale

y?
—da:dy, avec D =|0,1
/( 24 y?)? =0,
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Solution :

On pose f(z,y) = (;i;;’;)g et on calcule les deux intégrales

/01 (/o d (x’”df’f) v /O 1 ( /0 1 f(x,y>dy) dz

Alors
1 1 2 1
2x dx
x,y)dr = —dr — —_
/0 f@y) /0 (22 + y?)? /0 r? 4 y?
—z 1t n /1 1 p /1 dx
= —_— —_— x‘ J— [ —
.T2+y2 0 0 x2+y2 0 :L‘2+y2
B 1
— T
Donc

([ room)ar [ et

de la méme fagon on calcule 'autre intégrale et on trouvera

/01 (/01f<x,y>dy) d:cz/ol -

Ces résultats nous montre que le théoreme de Fubini ne s’applique pas pour cette

intégrale, car la fonction f ¢ L'(]0,1]?). En effet, en passant aux coordonées polaires

27 1 2
/f(x,y)dxdy:/ / [c0s 201 1 1p
D 0 0 r

on trouve

qui est divergente.

Exercice 14

Montrer que la fonction (z,y) — e Ysin(2xy) est intégrable pour la mesure de Lebesgue
0 -y
sur 0 = [0, 1]x]0, +oo[, en déduire la valeur de / - sin?(y)dy.
o Y
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Solution :
La fonction (z,y) — e ¥Ysin(2zy) est mesurable parsequ’elle est continue sur €.
Pour tout y €]0,4o00[, la fonction x +— e Ysin(2zy) est intégrable sur [0,1] pars-
qu’elle est majorée par la fonction 2 — e ¥ qui est intégrable sur [0, 1], de plus on a
/1 e Ysin(2ry)dr < e ¥, Vy €]0, +o0l.

0
D’autre part, /OO </1 e’ysin(2xy)dx> dy < /OO e Vdy = 1.

0 0 0

D’apres le théoreme de Tonelli (z,y) — e Ysin(2xy) est intégrable sur €.

D’apres le théoreme de Fibini

I= /0 N ( /0 1 e*ysm(zxy)dx)dy: /0 1 ( /0 h e*ysm(zxy)d@dx.

On a

o0 1 o0 1 =1 1 eV
Y _ —y|_ _— — 2 c
/0 (/0 e szn(Q:Uy)d:E)dy—/o e [ 2ycox(2my)dx} x:ody /0 2( cos(2y)~|—1> ; dy.

donc

= / " st (y)dy
0 Yy '

1 o)
Maintenant, on va calculer / ( / e’ysz’n(2xy)dy) dx.
o “Jo

Vz € [0,1],

o 2z
Par une intégration par partie on trouve / e Ysin(2zy)dy = T a2
x

0
1 o) 1 ) In5
donc/ (/ e_ysm(Qxy)dy)dx :/ T dr="12
A o 1+ 422 1
Enfin,

Exercice 15

+o0 1
1. Pour x > 0, calculer l’intégrale /
o (I+y)1+a%)

+o0 1
de/ an dz.
o ax-—1

dy, et en déduire la valeur
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1 +o0
2. Pourx > 0, calculer l’intégmle/ cos(zy)dy, et en déduire la valeur de/
0 0

pour tout t > 0.

Solution :

1. On a

x?—1

/°° 1 P
o Qrytazy™ — 21

1

= [In(1 + 2°y) — In(1 + y)]

2 —1

Ainsi, en utilisant le théoreme de Fubini-Tonelli,

/+00 Inz dr - 1/00(/00 1 dy>

o -1 2o o (I+y)(1+2%y)
1 [ dy < dx
-5

1
1+22y) 2

sinx

! sin(zy) 1"
2. On a/ cos(zy)dy = { } =
0 L Jo

T

/0 T

B 1 /°° 22 1 J
o2 —1), 1422y 14y

Y

1

dr = =
/

B 7'['/00 dy _7r/°° 2du
4y U+yvy 4o 1+

[\]

1

+oo

0

14y

sinx

X

2Inzx
x2—1

e,

/0°° (/ooo (1+ y)(ll +

o0

% arctan(\/@x)}

0

(en posantu = /y).

On pose g(z,y) = cos(zy)e ™ pour > 0,0 <y <lett>0.Onalg(z,y)| <

e~ intégrable sur R, x [0, 1] d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli. Donc g est

intégrable sur Ry x [0, 1] donc on a

o -
sinxz
e Tdr =
0 T

1 00 1 ) ] 1
_ / ( / ety e(zym)dx) dy = /
0 0 0

ot 1
= — 5 dy = arctan  — ).
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Exercice 16

t*—1
In(t)

1
r— F(zr) = / f(z, t)dt est bien définie sur] —1,+o0].
0

Pour tous © > —1 et t €]0,1[, on pose f(x,t) = et on admet que la fonction

1. Montrer que la fonction x +— f(x,t) est dérivable sur | — 1,400[ pour tout

0
t €]0,1] et que a—ff(a:,t) = t* pour tous x > —1 et t €]0,1].
T

2. En déduire que F est dérivable sur | — 1,400[ et calculer F'(x) pour tout x €
] - 17 +OO[

3. Calculer F(0) et déduire une expression simple de F(x).

Solution :

1. Pour tout ¢ €]0, 1], la fonction z — f(x,t) est dérivable sur | — 1, +00[ comme

composée de fonctions dérivables, de plus, pour tous x > —1 et ¢t €]0, 1], on a

af o af exlnt —1 _ zxlnt _ 4z
55(%ﬂ_55< It )‘e =t

2. On a
— La fonction ¢t — f(z,t) est intégrable sur |0, 1[ pour tout > —1.

— La fonction x — f(x,t) est déribalble sur | — 1, 4+o00[ pour tout ¢ €]0, 1[.

of

— Pour tout z > —1 et t €]0, 1], Iz
x

f(x,t) =t <1 et la fonction ¢t — 1 est
intégrable sur |0, 1[.
Dong, la fonction F' est dérivable sur | — 1, +oo] et

! 1 1 1
F'(x) :/ t*dr = [ t“’} = :
0 r+1 Jo z+4+1

P01 1
3. F(0) = / = 0. Pour tout x > —1, on a F'(z) = T donc F(z) =
0

Int T+

In(x 4+ 1) + C er comme F(0) =0, il vient C' = 0, donc F(z) = In(x + 1).
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Exercice 17 (inégalité de Holder généralisée)

1 1 1
1) Soient p,q,r € [1,+00] tels que — = — + —. Soient f,g € M(QQ). Montrer que
r p g

1fgllre < [ fllpellglles-

2) Soient m un entier supperieur ou égale 4.2, p1, pa, ..., Pm € [1,+00] et f; € M(Q),j =

1 1
1,2,...,m. Soit r € [1,00] telle que — = — + — + ... + —.
r o p1 P2 Pm

Montrer que

[f1faee-fmllra < [ fillprell f2llps |l fim

Pm,$2-

Solution :
. 1 1
1) Soient p, q,r € [1,+00] tels que — = — + —.
r.p
e Sir = o0 alors p=¢q = oc0.

On a |f(z)g(x)] = |f(@)llg(@)] < [fllecgllfllcn pp. €, donc

1£9lloc. < 1 fllcc X [|glloc 0

e Si r = 1, l'inégalité cherchée n’est que l'inégalité de Holder.
eSil<r<ooetp=ooalorsqg=r.

Si[[fllec = 0 ou llgllg.o = 0 alors [[fgllro = 0= || flloc.0 X [gllg.0-
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St ([Ifllee = 00 et 0< flgllyo < 00 ) ou 0 < [[fllco < 00 et [[fllgo = o0 ) ou

(Iflloc. = |fllg. = 00 ) alors [[fgllra < 00 = [| fllec. X [lglla

Si (0<]| fllooa < 00 €t 0< ||g|loco < 00 ) alors p.p. x € Q on a

[f(@)g(a)]" < I F 1% alg(@)I",

en intégrant sur €2 on trouve

| r@terds < 171 [ lot

donc
[f9llr2 < I fllccllglle = £ lpellglleo-
eSil<r<ooetq=o0alorsp=r.

On traite ce cas comme le cas précédant en changeant le role de p et q.

, ror ., q ,
e Supposons maintenant p, g, r €]1, 400 alors —+— = 1, donc s’ := = est I'exposant
b q r

conjugué du s := -

D’apres l'inégalité de Holder

191" e < A" Iselllgl [l 0,

c-a-dire

[ @g@rds < (Ilalalos)

autrement dit
([ r@strde)” < Iflhalslue.
d’ou

1£gllr0 < [ fllpellglles-

78



Compléments sur l'intégration et les espaces de Lebesgue

M. SAADI

2) On démontre l'inégalité par réccurence sur m. Pour m = 2, I'inégalité est garantie

par la question 1).

Soint m un entier positive. Supposons que

1o Fmllre < I fillp ol follpoo im0

1 1 1 1
pour tous pi, pa, ..., pm telle que — = — + — 4+ ...+ —
r P P2 Pm
et montrons que si
1 1 1
P1yD2s s Pma1 € [1, +00] telle que — = — + — + ... + alors
r y4! b2 Pm+1

[ fifo fnsillre < A fillproll follpoc- | frnt 1l pms 0

Si r = oo ou p,,1 = 0o alors la preuve est facile.

. 1 1

Pm+1 —T r Pm+1

Supposons que pp,11 # 0 et posons g1 =

la question 1), on a

||flf2’--fm—l—l||7“7Q < ||f1f2-'-fm||qm+179||fm+1||pm+17Q'

D’autre part, on a

1 1 1 1 1 1
—_—t — 4 .. — == = ,
D1 D2 Pm " Pm+1 qm+1

par ’hypothese de récurence

1o Fmllgmeno < il el fallpego ([ fnllom 0

en substuant dans (3.2)) on trouve

1 frfoFmsallre < 1fillproll Follps @l a0
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Exercice 18

Sotent 1 <p < q < o0. Soient f,g € L,(2) et h = flgl7".

1. Calculer ’ézposant conjugué de r = .

2. En utilisant U'inégalité de Holder généralisée, montrer que h € L,(2).

Solution :
T : a
1. = = = .
r—1 % -1 q—p
1 — 1 1 — 1 1 1
2.0nal=—-+—, alors 1= }—?+u, d’ot — = —+q p’ c-a- dire — = —+——.
r q 4q p g pq p q =
D’apres I'inégalité de Holder généralisée
q—p a-p
12llp.0 < 1 fllgalllgl ™ e 0 = [ fllaellgll,o < oo

Exercice 19 (inégalité d’intrpolation)

a 1l -«
p q

1
Soit 1 <p<r<q<oo telle qu’il existe a €]0, 1] vérifiant — =
,

Montrer que

FEL(NL(Q) = fFEL(Q) et |fllna < Ifl5ax Iflgq"

Solution :
1 a 1-«a . N .

On a — = — + ——. Appliquons 'inégalité de Holder généralisée on trouve
r p q

e = WLATAY e < M psas < MAYllg/0-a)0

ce qui done

£l < 1150 > 1 fllge™

Exercice 20

Montrer que Uapplication f — || f|p définit une semi-norme sur L,(€2).
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Solution :
Rappel : Soit F un espace cectotiel sur R. Une application N : E x E — [0, +-00] est

dite semi norme si elle vérifie les trois propriétés suivante :
i) N(0g) =0,
ii) V(a,z) € R x E : N(ax) = |a|N(z),
iii) Vz,y € E: N(z+y) < N(z) + N(y).
Montrons que I'application f — || f||,o définit une semi-norme sur £,(£2). On distingue
les cas p € [1,4o00[ et p = o0.
e Le cas p €]1, +o0.
Si f =0sur Q alors || f|,0 = (fQ |O|pdx> i =0.

Soit (a, f) € R x L,(€2) alors

lefloa = ( [ los@ras)”" = (@1 [ I@pae)” = jal( [ 1#@Pas)” = all e

Soit (f,g) € L£,(2) x L,(€), d’apres I'inégalité de Minkowski

1f + 9l < N fllco@ + gllc, -

e Le cas p = o0.

Si f =0 sur © alors pour tout € Q: |f(z)] =0 <0, donc || f|l.o = 0.
Soit (a, f) € R X L().

Sia =0 alors [|af]leo = 0= [a|l|f].0-

St a7 0 alors |af(z)] = |a|lf(2)] < lal[[fllco pp-x € donc [[af]loca < |af|[fllco0-

1
D'autre part, Jallf(r)] = af @) < aflocs pp. 2 € 2, done |f(@)] < rllaflles
.. ) 1 . .
pp. @ € € cequi mplique |fllwo < rllaflee dot aflan > o]l Done
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lafllsc.c = lallflloc.c-

Soit (f,g) € Loo(Q) X Lo(R2), d’apres l'inégalité de Minkowski

1F + 9lleoei) < 1l 2@ + 19l e

Exercice 21
Montrer que Uapplication (f,g) — (flg) = /f(x)g(:z:)dx définit un produit scalaire
Q

sur Lo (£2).

Solution :
Rappel : Soit E un espace vectoriel sur R.

Une fonction [[: £ x £ — R est un produit scalaire si et seulement si
i) ] est bilinéaire.
ii) Va,y € E: [[(z,y) = [1(y,2).
iii) Ve € E: [](z,z) > 0.
iv) [[(z,2) =0 < z = 0.

Montrons que I'application (f, g) — (f|g) = /Q f(x)g(x)dx définit un produit scalaire
sur Lo(92).

Il est facile de montrer que les conditions i), ii) et iii) sont vérifiées. Pour la condition
iv),ona (f|f) =0« ||fl2a < f=0 pp.sur Q, donc f est identifiée a la fonction

nulle sur 2.

Exercice 22

On suppose que ) est de mesure finie.

1. Montrer que si q < p, alors LP(2) C LI(Q).
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2. Soit Q la boule unité de R? centrée en 0 . A 'aide de la fonction

falz) = [z[™*
montrer que pour q < p, linclusion LP(Q) C L1(Q) est généralement stricte.

Solution :
g rr ... . . PRI
1. Comme ¢ < p, il existe r €]1, +o00[ tel que — = —+—, I'inégalité de Holder généralisée
q T p

nous donne

Iflee = Ilaflee < [Lallollflle = 12 1f b0, (3.3)

donc si f € L,(2) alors f € Ly(Q) et L,(2) C Ly(9).

En particulier si p = oo alors r = ¢, l'inégalité (3.3)) s’écrit
1flloe = 2o flee < 1Lallgell fllo.a = 14 fllon < oo,

donc Lo () C Ls(R2) pour tout s € [1, +o0].

Conclusion : Si ) est de mesure finie alors 1 < ¢ < 2 < p implique

L>®(Q) C LP(Q) C L*(Q) c LYQ) c LY(Q).

1 2 1
2. Soit p € [1, o0 alors / | fa(2)|Pdx :/ / -drdf,
Q o Jo T
donc f € L,(Q) si et seulement si o < 2/p.
2 2
Si p < B < —alors fg € L,(Q) et fz & L,(2). En particulier fz ¢ Loo(2).
q

Conclusion : Si ¢ < p < oo alors linclusion L,(Q) C L,(€2) est stricte.

Exercice 23
Supposons que ) est de mesure infinie. Montrer que les espaces LP(§), L,(€2) (avec
p < q) sont -en général- incomparables c-a-dire L,(2)\L,(Q) # ¢ et Ly (Q)\L,(Q2) # ¢.

Indication : utiliser les fonctions fo(x) = 27 W 1y(x) et go(r) = 27 Up 400 ().
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Solution :

1

1
Soient les fonctions fo(x) = —1j91)(z) et go(z) = —1p 4oo[(x), avec a € R. Alors
¢ e

fa € Lo(R) & a <0 et g, € Lo(R) < a>0.

Sir € [1,00] alors

1 1
fo€L.(R)ea<-— et g,€L,(R)=a>-.
r r

1
Soit p € [1,00[. Si 0 < a < —, alors
p

fo€ LyR) et fo¢ Lu(R).

D’autre part,
Go € Loo(R) et g, & L,(R).

Donc, pour tout p € [1,00[, L,(€2) et Lo (€2) sont incomparables.

. . 1 1
Soient, maintenant, 1 <p < g < oo et — < a < — alors
p

Ja € LP<R) et fq ¢ Lq(R)a

go & Ly(R) et g, € Ly(R).
Donc L,(€2) et L,(£2) sont incomparables.
Exercice 24
Soit 1 < p < q < o0.
— Montrer que u — |[u|lpq0 = ||ullpo + ||ullqo définit une norme sur £,(€2) N
L,(92).

— Montrer que L,(2) N Ly(2) est un espace de Banach pour la norme || - ||, q.0-

84



Compléments sur l'intégration et les espaces de Lebesgue M. SAADI

Solution :
Soit 1 < p < q < o0.
— Puisque || - ||, et || - [|p.o sont des normes sur L,(2) et L,(€2) repectivement,
pour tous f,g € L,(2) N L,(2) et a € Ron a
Dllfllpae =0 < [|flpe + 1 flse =0 f=0,
llaflpae = llafllpo +llafllee = lallfllpe + lalll flleo = lallflp0;
IS+ gllpae = I1F +glpo+ 1F +gllae < flpa+ lglpo + 1 flea + lglloe =

Hpr,qﬂ + ”ng,q,Q-

— Soit (f;) une suite de Cauchy dans L,(2) N L,(Q) pour la norme || - ||, alors
(£,) est de Cauchy pour la norme || - o puiaue ||« e < |- lpqe) done (£)
converge vers un fonction f dans L,(£2). De plus, d’apres le thépreme|3.3|il existe
sous-suite extraite de (f;); qui converge p.p. sur € vers une fonction f. De méme
(f;) converge vers une fonction g dans L,(2) et il existe sous-suite extraite de
(f;) qui converge p.p. sur  vers g. Donc f = g p.p. sur Q et f € L,(€2) N Ly ().

Enfin, (f;) converge vres f dans L,(2) N L,(€2) car

1i]m 1f = fillpao = 1i]m (”f — filpo +IIf = fj”q,ﬂ> =0+0=0.
Exercice 25

Démontrer le lemme|3. 3.

Solution :
N
Ona{z:¢(x)#0}= UAJ"
j=1
Si A ({z : p(z) # 0}) < oo alors A, (A;) < oo pour tout 1 < 57 < N donc ¢ € L,(£2)

car / lo(z)Pdx = Z | [PAL(A;) < 00. Sig € Ly(Q) alors ||¢l|,0 < co. Pour tout
Q sy
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1 <j < Nonala;fly; <|pfP, done |a;PAu(4;) < [l o < 0o, d'oit A, (A;) est finie

pour tout 1 < 5 < N.

Exercice 26

Démondtrer le lemme|3.11].

Solution :

Soit f € C.(Q2) alors il existe un compact K C Q tel que f(z) = 0 sur Q\K donc
F = Sl et |f@)] < suplf@Ihc = Mk, done [fla < MTla < oc. Donc
C.(2) C Ly(9).

Soient f,g € C.(Q) et a € R. Alors f + g et af sont des fonctions continues.

Il existe deux compacts K, K" C € tel que f(z) = 0 pour tout z € Q\K’ et g(z) =0
pour tout z € Q\ K’

Pour tout @ € R* on a af(z) = 0 pour tout z € Q\K donc af € Ce(Q2) pour tout
f € C.() et tout a € R*.

Pour tout € Q\¢ on a 0f(x) = 0, donc il existe un compact K = ¢ tel que 0f(z) =0
pour tout z € Q\¢, donc 0f € C.(2), ainsi af € C.(2) pour tout f € C.(Q) et tout
a eR.

Pout tout x € \K Nz € Q\K’ on a f + g(z) = 0 autrement dit, pour tout x €
Q\(KUK')ona f+g(z) =0 et comme la réunion de deux compacts est un compact
on déduit que f + g € C.(Q).

Enfin, C.(£2) est un sous-espace vertotiel de L,(£2).
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Exercice 27 (Lemme de Reimann-Lebesgue)

Soit f € Li1(R). Montrer que

lim /f cos(jx)dr = lim /f sin(jx)dx = 0.

Jj—+oo n—+00

Solution :
Soit ¢ € C}(R), alors il existe un intervalle compact [a,b] C R tel que ¢(z) = 0 pour
tout = ¢ [a,b]. On a alors,
/gp(x) sin(jx)dr = /b ¢(x) cos(jzx),pour tout j € N. Par intégration par partie,
R a
pour tout j € N* on a

b

[ etrcostina] = |3~ [eostinn @] + [ o) ostinar)|

a

donc
’ /abgp(x) sin(ja)de| < % ( /ab’gp,@)'dx)’w N

Ceci implique que

b
lim [ o(z)sin(jz)dx = 0,Ve € CZ(R").

J]—00 a

De méme, on montre que

b
lim [ ¢(x)cos(jx)dz = 0,Yp € C°(R").

J]—00 a

Soit € > 0 et f € Ly(R). Il existe une fonction ¢ € C°(R") telle que

[f(x) — p(z)|de < e/2.

R

Pour j asser grand on trouve

’ f(z) cos(:cj)d:c‘ = |f(z)—g(x)]| cos( x]|dx|+‘/ )cos(jr)dx| < e/24¢€/2,
R" Rn
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et

fla)sin(e)da| = [ 1f@) = glol|sinteildel +| [ g(w)sinGin)da| < <2 +2/2

’ RTL

donc lim [ f(z)cos(zj)dr = lim f( )sin(xj)dz = 0.

J—=oo Jr j—ro0

Exercice 28

Soit 1 < p < o0.

_1
41/7

si xej,2]]
1) Soit (u;);>1 la suite de fonctions définies par, Vr € R : u;(x) =

0, SINon.

Calculer ||uj||y r pour tout j € N*.

2) Soit ¢ € C.(R) quelconque. Montrer que :

a) liyl/Fquj(x)go(x)dx =0,

b) Pour tout f € Ly( ‘/uj x)dx| < ||f— ngpRHu]Hp/R—i—‘/u] o(x)dzx|.

3) Utiliser la densité de C.(R) dans L,(R) pour montrer que :

hm/uj r)dx = 0,Vf € L,(R).

Solution :

. / 1/73, 2 1 1/17,
DV €N uln = ([ @) = ([ Zae) <1
R J

2)a) Il existe [a,b] C R: p(zx) =0,Vx ¢ [a,b].

Si j > b alors uj(z)p(xz) = 0,Vx € [4,2j]] car = ¢ [a,b] donc p(x) = 0.

hm/u] dx—hm/ u] dx—hm/de—O

) Soit f € L,(R).
Ona‘/uj da: ‘/u] z)+p(x da:‘ < ‘/uj —p(z))dx|+
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| [w@stada

D’apres 'inégalité de Hélder on a ‘ / uj(x)(f(x) —p(x )da:‘ < ||f —ellprllu;ill.r, donc

| [t f@de] < 17 = elslislhos + | [ us(oypta)da]

3) Soit f € L,(R) et € > 0. Par densité de C.(R) dans L,(R) il existe ¢ € C.(R) telle

que || f —¢ll,r < /2.

Comme lim/ u;(z)p(x)dr = 0 alors il existe jo € N tel que j > jo = ‘/uj(x)cp(x)dx‘ <
7 JR R

e/2.

Pour tout j > jo, on a ‘/uj(q:) (x)dz| < ||f — SDHpRHUJHp/R‘i"/UJ )dx‘
R ——

—1,VjeN
g/2+¢/2 =¢, donc lijm/ uj(x)f(x)de =0,Yf € L,(R).
Exercice 29 ’
Soit ) € CH(R) telle que ¢’ € Loo(R).

1) Montrer que glggo A o(x)Y(jr)dr = 0,Ve € C°(R).

2) Utiliser la densité de C2°(R) dans Li(R) pour montrer que :

lim [ f(z)¢'(jz)de = 0,Vf € Li(R).

j—=o Jr
Solution :
On pose M’ = ||{'||1,00
1) Soit ¢ € C.(R), alors il existe [a,b] C R tel que p(z) =0, Vz ¢ [a,b)].
Ils existent M, N, N" > 0 tels que|p(z)| < N, |¢'(z)] < N ¢(z)] < M,Vx € [a,b].

On a

‘/ jxdx:

/ab“”( Wi = |[Feawin] - [ ' @)p)da|

J
[Ce@un] |+ ] [ c@ution]
L NM N'M(b—a)

J J

IN

Y
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par passage a la limite on trouve 1121 o(x)y' (jo)dx = 0.
]—) oo R

2)Soient f € L'(R) et e > 0, par densité de C°(R) dans L;(R) il existe ¢ € C,(R) telle

que [|f —pllir <&/(2M").

D’apres 1), lim o(x)yY (jz)dx = 0, alors il existe N € N tel que, pout tout j > N,

Jj—+oo R
’/ "(jz) dx <5/2

Pour 7 > N, on a

| [r@ntns] = | [ (76 = et + e )ds

/\ led:c+’/ j:de
gM’/[f(a:) |d:c+‘/ V()

= MU = ¢l | [ ol a)da]
< M'e/(2M') +¢/2

=E£.

Donc lim f( W' (jx)dx = 0.

j—+o0

Exercice 30
Soient  un ouvert de R™ et 1 < p < o0.

1) Soient f,g € M(Q) telle que g(x) # 0,Vz € Q.

@) Montrer que | fllia < gl 2], o
b) On suppose que f ¢ L1(2) et g € L,(2). Montrer par l'absurde que g ¢ Ly(9).
2) Soient f € L1(R™) et g € L,(R™).

En utilisant 'inégalité de Young pour convolution, montrer que f g € L,(R").
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3) On donne l'inégalité :
(a+b)" <a" 400" pour tous a,b€Ry et 0<r<1. (3.4)
Soient 1 < p,q < oo et h,k € L,(S2). Montrer que
p p q/p 1/a
([ (h@r + k) P)dr) ™ < [hlln + Ko
[ Indication : poser r = q/p et discuter les deux casr > 1 etr <1 }

Solution :

1)a) D’apres I'inégalité de Holder, on a || f|l1.0 = |lg x §H1,Q < Hng,QHg .0
b) On a f ¢ Li(Q2) et g € L,(Q). Supposons / € Ly(Q), alors ||fllia <
g

. < 00, contraduction avec f ¢ L1(92) donc f ¢ L,(Q).
7 9

lgllpel|2

2)Onal+ % =14+ %, d’apres I'inégalité de Young pour convolution || f * g|l,re <
[fll1re[lgllgrn < 00, donc fxg € Ly(R™).

3) On pose r = gq/p, alors (/Q(|h(x)]p + |k(x)|p)q/pdx)p/q = (/Q(]h(xﬂp -

>1/(p7‘)

k(2)P)" dz =A.

1/
Si > 1alors A= (||[hf? + k7] o) " dapres l'inégalité de Minkowski

AL 1BPa+ NKEL) = (lAlEg + 1kl < lAllua + [Flluo:

1/p
7,0
Si0<r<1,alors (|h(x)|P + |k(z)P)" < |h(z)|?+ |k(z)|? p.p.x € Q, donc

A< (/Q!h(x)\qdﬁ/glk(x)\qu)l/q < ((/Q!h(x)\qu>1/q+(/ﬂ!k(x)\qu>l/q> = Il atlFllo.
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Exercice 31
Soit Q C R™ tel que A\, () = 1. Soit f € La(Q).
1. Montrer que f € L1(9).
2. Montrer que les fonctions F, : (x,y) — f*(2), F, : (z,y) — f2(y) et G : (x,y) —

f(z)f(y) sont intégrables sur 2 x et que

/QXQ Fy(2,y)dedy = /QXQ F,(z,y)dzdy = /Qf2(x)dx et G(x,y)dxdy = (/Qf(gg)>2dx

QxQ

3. En déduire que la fonction H : (x,y) — f(x) — f(y) appartient a Lo(Q x Q) et

que
2 2 2
||H||L2(Q><Q) = 2||f||L2(Q) - 2(/Qf(x)d$> .
Solution :
1. Ona |Q =1 < oo, alors Lo(§2) C L1(£2) et comme f € Lo(Q) il vient f € L;(£2).

2. Pour tout y € 2, on a

/ Foa, y)de = / 2 (@)de = ||f|g < 00
Q Q

et

[ ([ Btende)is= [ 158 ady = 11130 [ 10 =130l = 7150 < .
Q Q Q Q

D’apres le théoreme de Tonelli, F), est intégrable sur 2 x {2 et d’apres le théoreme

de Fubini

/ngFx(x’y)dxdy:A(/QFx(m,y)dx)dyzfng(x)dx.

De la méme manieére, on montre que / / Fy(z,y)dzdy = / A(y)dy.
aJa Q

Finalement, pour presque tout y € {2, on a

/QG(x,y)dx = /Qf(x)f(y)d:c = f(y)/ﬂf(:z:)d:c < oo, (car f € L1(2))
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et

| ([ etwnar)iy= [ 1o [ rwas)ay=( [ s@ar)( [ sin) = ( [ rwie) <

D’apres le théoreme de Tonelli, G est intégrables sur (2x (2 et d’apres le théoreme

de Fubini

/Qxﬂ G(x,y)dedy = /Q (/QG(I,?J)dx>dy= (/Qf(x)dx)2 ............... (1pt)

3. Comme les fonctions F, I, et G sont intégrables sur €2 x 2, on a

He,) = [ (f(o) = ) Pdudy

QxQ QxQ
= [ (@) + ) =20 ) dady
— /QXQ <Fx(:v,y) + Fy(x,y) — 2G(x,y)>da:dy
< 00,

donc H € Ly(Q).

Et d’apres la question précédente

1= [ Pty Faw=2 [ ity =2 [ Paji—( [ ).

QxQ

2
A0t 1 ey = 211~ ([ Fl@)a)”
Exercice 32

Soit f € L'(R). Pour tout y € R, on consideére la fonction

fy:weR= fyx) = flz—y)

qui est bien définie pour presque tout x € R.

Soit (y;);>0 une suite d’éléments de R telles que lim y; = ¢ dans R.
- J—r00

1. Soit ¢ € C.(R).
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1.a) Justifier les affirmations suivantes
3e,d] CR: plw— ) = plw— y;) = 0, Vj € N,Va & [c,d].
AM >0 |p(z —y;) —e(x —0)| < 2M,V¥j € N,Vz € [¢,d].

1. b) En déduire que lim ||, — @/l[1r = 0.
J—oo
2. Soient j € Ny € R et ¢ € C.(R) quelconques. Montrer que

2.a) |[fy = eylhir=IIf = ¢l
2. b) [Ify; = falir <20 = llir + lloy, — @ell1r-

3. En utilisant un théoreme de densité, montrer que lim || f,. — fo|l1r = 0.
j—oo

Solution :
1. Soit ¢ € C.(R).

1.a) Il existe [a,b] C R tel que p(x) =0siz <aouz>b. Ona
olx—0)=0 si x<a+l ou x>b+ /.

La suite (y;) est convergente, donc elle est bornnée, c-a-dire, il existent
l1,0y € Rtels que b4 <y; < ly,Vj€N. Alors,z —ly <x—y; <x—1{,Vr €

R,Vj € N. D’ou, Pour tout 7 € N
plx—y;))=0 st x<a+l; ou x>b+/{s
Enfin,

oz —0)=¢(r—y;) =0 si v <a+min(l,l) ou x> b+ max((, (),
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donc

e, d] = [a + min(ly, £),b + max(l,65)] : p(x —a) = p(z —y;) = 0,Vj €
N,Vz ¢ [c,d].

La fonction ¢ est continue a support compact, donc IM > 0 : |p(z)| <

M, Vz € R. En particulier
lo(x —y,)| < M,Vj e NVx € [e,d] et |p(x—L)] <MVx € lcd.

Dong, pour tout = € [¢,d] et j € N, on a
oz —y;) — p(z = O <oz —y;)| + oz —£)] < 2M.

d
1. b) On a lim / 0y, (@) — gu()|dz = Tim / 00, (1) — pala)|da.
j—oo Jg j—oo f,.

La fonction ¢ est continue et limy; = ¢, alors,
J

li;m |y, (2) — @e(x)] = li;@n lp(r —y;) —p(x = L0)] = |p(x — ) —p(x — )] = 0.

d
D’autre part, |, — | < 2M,Vj € N,Vo € [c,d], et / 2Mdx < oo,
d C
d’apres le théoreme de convergence dominée, lim / [y, () — pa()|dz =
J—00 c

d
[ il (@) = gz =0,

c J—00

2. 2.a) En effectuant le changement de variable ¢ = x — y, on trouve

1y~ eollim = / @ —y) — e —y)ldr = / () — p(0)]dt = [If — olin

2. b) On a

nyj - faHLR = nyj — Py, + QYo — fa + Py; — QpaHLR
< \Ify, = eyl + [0 = fallLr + 0y, — @allir
=<|[If —ollir + e = fllir + oy, — @allLr

Donc || fy; = fallir < 2I[f = ¢llir + vy, — Callir:
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3. Soit € > 0. D’apres la densité de C.(R) dans L'(R), il existe ¢ € C.(R) telle
que || f = ¢|igr < §, et comme }i_}rglo ¢y, — @ellir = 0, il existe jo € N tel que
¢y, — @ellr < § pour tout j > jo.

Pour j > jo, |[fy; = fallir <2l = @llir + lley, — @allir <27+ 5 =,
alors, li]m Ify;, = fallir = 0.
Exercice 33
Soient p € Ce(R) et 1 < p < oo. Pour tout f € L,(R) on pose S,(f) = f*p
1) Justifier l'appartenance de la fonction y — p(x —y) a Ly (R) pour tout x € R et
calculer sa norme dans Ly (R).
2) Montrer que la fonction y — f(y)p(x —y) est intégrable pour tout x € R ( donc
Sp(f)(z) existe et fini pour tout (x, f) € R x L,(R)).
3) Montrer que S, est linéaire.

4) Ecrire avec soin [inégalité de Young pour convolution, puis utilisez-la pour prou-

ver que l'opérateur S, est continu de L,(R) dans lui meme.

Solution :
Soient p € C(R) et 1 < p < oco. Pour tout f € L,(R) on pose S,(f) = f*p.
1) On sait que C.(R) C L,(R) pour tout 1 < r < oo, en particulier C.(R) C Ly (R)

donc p(x — -) € Ly(R) puisque p(x — -) € C.(R).

On a ||p(x — '>H§:,R = / |p(z — y)|P'dy. En effectuant le changement de variable
R

z = I — y on trouve

lp(z =)y s = /R |p(2)["dz donc [|p(x —-)llyr = [|plly &-
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2) Dapreés l'inégalité de Holder || fxp(z—-)[l1r < [ fllprllo(z—=)llp r = [[fllprllolly R <

3) Soit a,b € Ret f,g € L,(R). On a

S,(af +bg) — / (af () + bg(@))ple — y)dy
= /f dy++b/R (z)p(x —y)dy
— aS,(f) + 5,(9).

donc S, est linéaire.

1

4) Inégalité de Young : Soient 1 < p,q,r < oo telle que 1 + % =

+ é. Soient
feLyR)et ge Ly(R) frge€ L(R)et ||fxgllr < [Ifll-rllgllr-
En prennant r = p et ¢ = 1 on trouve ||S,(f)|lpr = [[f*pllpr < [ollirlfllor = Cllfllpr

donc S, : L,(R) = L,(R) est borné, et comme S, est linéaire, il est continu de L,(R)

dans lui méme.
Exercice 34

Soit 1 < p < 2. Pour tout u € LP(2), on définit l'opérateur
Tu:IP(Q) — R
u — Tu(f) = /qud;v,
1) Montrer que Tu € (L (Q)) (le dual de L (Q)) et que 1T ull 1o @y < llullre@)-

u(z)[P~2u(z)  si u(z) #0,

0 st u(x)=0.
- Montrer que h € LP () et 1l 2 @y = llullzs LP(Q)

2) Soit h la fonction définie par h(zx) =

- En déduire que ||Tull oy > llulloo) et que T définit une isométrie de LP(2) dans
un sous-espace de (LP (Q))'.

3) Sachant que L™ () est réflizif pour tout r > 2, montrer que LP(Q2) est réflizif.
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Solution :
1)Tu est linéaire car I'intégrale est linéaire.
D’aprés l'inégalité de Holder [Tu(f)| < ||ullp.llfll,y .o, pour tout f € LP(Q), donc Tu

est une forme linéaire continue sue L (Q) et | Tull o )y < lullre@)-

2) /Q \h(z)|P dz = /Q(|u(:v)]p1)pdx = /Q |u(z)|Pdz < oo donc h € LP'(Q).

1/p' _
Il = ( [ u)raz)™ =l

Q

Tu(r) |l
= Thllyra ~ Tl

||TUH(LP'(Q))’ = [lullp0-
On a déja montrer ||Tul| 1 )y < l[ullpo, alors [[Tull 1 oy = llullpe;
donc 'application

T:ueLP(Q)— Tue (LF(Q))

est une isométrie de LP(Q) dans T'(LP(Q)) C (L' (Q))'.

3) On a p’ > 2 alors L” (Q) est réflixif donc son dual (L (Q))" est réflixif. T(LP(Q)) est
un fermé dans (L? (Q)), donc T(LP()) est réflixif.

Pusique T : LP(Q2) — (L” (Q)) est une isométrie, on peut identifier LP(Q) a T(LP(R)),

donc LP(2) est réflixif.
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