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Introduction

Ce polycopié de cours est destiné principalement aux étudiants de première année

master mathématiques appliquées.

Cette ressource pédagogique a été conçue pour offrir une exploration approfondie

des concepts essentiels en mathématiques liés à l’intégration et les espaces de Lebesgue.

En parcourant les sections de ce polycopié, on découvrira une palette de sujets

fondamentaux. On commencera par revisiter les notions fondamentales sur la mesure

et l’intégrale de Lebesgue en dimonsion un, en fournissant des définitions claires et des

éléments complémentaires pour asseoir une base solide. On établira également un pont

entre les intégrales de Riemann et de Lebesgue, ce qui permettra de mieux comprendre

leur relation.

Par la suite, on plongera dans l’étude de l’intégration en dimension n ≥ 2, en

abordant des concepts tels l’intégrale de Lebesgue sur Rn, le théorème de convergence

dominée, les intégrales paramétriques, le théorème de Fubini-Tonelli, et les formules de

changement de variables.

La suite de la partie de cours de ce polycopié se concentrera sur les espaces Lp, où on

étudiera leur définition et leurs propriétés, notamment en ce qui concerne les inégalités
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classiques et la convergence dans ces espaces. On aura également l’occasion d’explorer

des sujets plus avancés tels que la complétude des espaces Lp et les sous-espaces denses

dans Lp...

On encourage également à explorer les exercices résolus qui font l’objet de la

deuxième partie de ce manuscrit.
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Première partie

Notes de cours
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Notations, rappels et conventions

On commence par quelques notations, rappels et convensions concernant la théorie

de mesure.

• On utilisra la convsion 0×∞ = 0.

• E désigne un ensemble non vide et P(E) désigne l’ensemble des parties de E.

• 1A désinge la fonction indicatrice de l’ensemble A définie par 1A :=


1 si x ∈ A,

0 sinon.

• Une classe E ⊂ P(E) est appelée algèbre si E ∈ E , E est stable par réunion et par

passage au complémentaire.

• Une classe E ⊂ P(E) est appelée tribu (ou σ−algèbre) si E ∈ E , E est stable par

passage au complémentaire et par réunion dénombrable.

• Un élément d’une tribu E est dit E− mesureble ou mesurable par rapport à E ou

mesurable s’il n’ya pas de risque de confusion.

• L’espace (E, E) avec E une tribu est appelé espace mesurable.

• La tribu σ(A) engendrée par A ⊂ P(E) est la plus petite tribu conenant A.

• La tribu borélienne sur un espace topologique E notée B(E) est la tribu engendrée

par les ouverts de cette espace, les éléments de B(E) sont les boréliens de E.

• La tribu borélienne de R notée B(R) est la tribu engendrée par la classe des intervalles
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ouverts de R, ses émléments appelées partie boréliennes, ou les boréliens.

• Une mesure µ sur un espace mesurable (E, E) est une application de E dans [0,+∞]

vérifiant les deux propriétés suivantes :

— µ(φ) = 0.

— (la σ−additivité) µ
( ⋃
n≥1

µ(An)
)

=
∑
n≥1

µ(An) pour toute suite (An)n≥1 d’élé-

ments de E deux à deux disjoints.

• Si µ est une mesure sur un espace mesurable (E, E) alors (E, E , µ) est appelé espace

mesuré.

• Soit (E, E , µ) un espace mesuré. Un sous-ensemble N de E est dit négligeable s’il

existe B ∈ E tel que N ⊂ B et µ(B) = 0.

• Dire qu’une propriété P a lieu presque partout (p. p.) sur un ensemble mesurable A

(de mesure strictement positive) signifie que l’ensemble {x ∈ A : P n′a pas lieu} est

négligeable.

• Soient (E, E) et (F,F) deux espaces mesurables. Une fonction f : E → F est dite

mesurable si f−1(A) ∈ E pour toute A ∈ F .

• Une fonction mesurable f : R→ R est dite borélienne (i.e. f−1(A) ∈ B(R) pour tout

A ∈ B(R)).

• Soit B ⊂ Rn. La tribu borélienne induite par B(Rn) sur B est B(B) := {B ∩

A avec A ∈ B(Rn)}.

• Soit Ω un ouvert de Rn. On note

— C(Ω) = C0(Ω) = {f : Ω→ R, continue}.

— Pour k ∈ N ∪ {0}, Ck(Ω) = {f : Ω→ R, de classe Ck}.

— M(Ω) = {f : Ω→ R,mesurable}.
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On rappelle que C(Ω) ⊂M(Ω).

• Une fonction f : Ω ⊂ Rn → R est dite étagée s’il existe des réelles y1, y2, ..., yn et des

sous-ensembles de Ω mesurables A1, A2, ..., AN deux à deux disjoints (avec N ∈ N) tels

que : ∀x ∈ R : f(x) =
N∑
i=0

yi1Ai
(x). Si les Ai sont des intervalles de R alors f est dite

en escalier.
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Chapitre 1

Rappels et compléments sur la

mesure et l’intégrale de Lebesgue

sur R

Dans ce chapitre, on travaille dans l’espace mesurable (R,B(R)).

1.1 Définitions

Théorème 1.1 (et définition de la mesure de Lebesgue)

Il existe une mesure λ1 et une seule sur (R,B(R)) qui vérifie λ1(A) = +∞ si A est

un intvalle non borné de R et λ1(A) = b − a si A ∈
{

[a, b], ]a, b[, ]a, b], [a, b[
}

avec

−∞ < a ≤ b < +∞. λ1 est appelée la mesure de Lebesgue sur R.

On vérifie facilement que si A est un ensemble de R au plus dénombrable alors A est

borélien et λ1(A) = 0, en particulier λ1({x}) = 0 pour tout x ∈ R.

Proposition 1.1 (Invariance par translation de λ1)

Pour tous a ∈ R et B ∈ B(R) on a λ1(B + a) = λ1(B), avec B + a = {x+ a : x ∈ B}.
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Définition 1.1 (Intégrale de Lebesgue d’une fonction étagée positive)

Soit f une fonction étagée positive. L’intégrale de Lebesgue de la fonction f est définie

par ∫
R
fdλ1 =

n∑
i=1

yiλ1(Ai).

L’intégrale de Lebesgue d’une fonction étagée positive est un élément de [0,+∞]. Elle

est finie si est seulment si la mesure de Lebesgue de l’ensemble {x ∈ R : f(x) 6= 0} est

finie.

Définition 1.2 (Intégrale de Lebesgue d’une fonction mesurable positive)

Soient f : R→ [0,+∞] une fonction mesurable. L’intégrale de Lebesgue de la fonction

f est ∫
R
fdλ1 = sup

ϕ

{∫
R
ϕdλ1 : ϕ étagée positive et ϕ ≤ f

}
.

Proposition 1.2

Soient f, g : R → [0,+∞] deux fonctions mesurables. Si f ≤ gp.p. alors

∫
R
fdλ1 ≤∫

R
gdλ1.

Si f : R → R est une fonction mesurable alors la fonction |f | est mesurable et son

intégrale de Lebesgue sur R est bien définie mais peut être égale à +∞.

Définition 1.3

Une fonction mesurable f : R→ R est dite intégrable si

∫
R
|f |dλ1 < +∞.

Pour définir l’intégrale de Lebesgue d’une fonction mesurable de signe quelconque, on

utilise l’égalité f = f+ − f− avec f+ := max(f, 0) et f− := max(−f, 0).

Les fonctions f+ est f− sont majorées par |f | donc si f est intégrable alors f+ est f−

sont intégrables.
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Définition 1.4 (Intégrale de Lebesgue d’une fonction mesurable de signe quelconque)

Soit f : R→ R une fonction intégrable. L’intégrale de Lebesgue de la fonction f est

∫
R
fdλ1 =

∫
R
f+dλ1 −

∫
R
f−dλ1 (1.1)

Définition 1.5 (Intégrale de Lebesgue d’une fonction sur un sous-ensemble de R)

Soient f une fonction mesurable et B un sous-ensemble mesurable de R. L’intégrale de

Lebesgue de la fonction f sur B est

∫
B

fdλ1 =

∫
R
f1Bdλ1.

1.2 Définition et propriétés élémentaires de l’es-

pace L1

Dans ce paragraphe B désigne un sous-ensemble mesurable de R.

Définition 1.6

On dit qu’une fonction f est intégrable au sens de Lebesgue sur B si

∫
B

|f |dλ1 < +∞.

On note L1(B) l’ensemble des fonctions intégrables au sens de Lebesgue sur B.

Théorème 1.2 (de convergence monotone de Beppo Levi)

Soit fj, j ≥ 1 une suite croissante (i.e. fj ≤ fj+1) de fonctions mesurables sur B à

valeurs dans [0,+∞](On pose f(x) = lim
j
fj(x), x ∈ B, la limite est dans [0,+∞]).

Alors,

∫
B

fdλ1 = lim
j

∫
B

fjdλ1.

Proposition 1.3

L1(B) est un espace vectoriel et f 7−→
∫
B

fdλ1 est une forme linéaire sur L1(B).
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Proposition 1.4

1) Soit fj, j ≥ 1 une suite de fonctions mesurables sur B à valeurs dans [0,+∞], alors∫
B

∞∑
j=1

fndλ1 =
∑
j=1

∫
B

fjdλ1.

2) Soit Bi, i = 1, 2, ... des sous-ensembles de R mesurables et disjoints, et f une fonction

mesurable positive, alors ∫
∪i≥1Bi

fdλ1 =
∞∑
i≥1

∫
Bi

fdλ1

Proposition 1.5

— Si λ1(B) = 0 alors

∫
B

fdλ1 = 0 pour toute fonction mesurable f .

— Si f et g sont deux fonctions mesurables telle que f = g p.p. sur B alors∫
B

fdλ1 =

∫
B

gdλ1 en particulier si f = 0 p.p. sur B alors

∫
B

fdλ1 = 0.

— Si f est une fonction mesurable positive sur B et

∫
B

fdλ1 = 0 alors f = 0 p.p.

sur B.

Proposition 1.6

Soit f ∈ L1(B) alors :

1. f est finie p. p. sur B.

2.
∣∣∣ ∫

B

fdλ1

∣∣∣ ≤ ∫
B

|f |dλ1.

Proposition 1.7

Soient f, g ∈ L1(B) telles que f ≥ g p.p. sur B alors :∫
B

fdλ1 ≥
∫
B

gdλ1.

Proposition 1.8

Soient g ∈ L1(B) et f ∈ B(B) telles que |f | ≤ g p.p. sur B alors f ∈ L1(B) et

∣∣∣ ∫
B

fdλ1

∣∣∣ ≤ ∫
B

gdλ1.
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1.3 Lien entre les intégrales de Riemann et de Le-

besgue

Soient a, b ∈ R et f :]a, b[→ R une fonction mesurable.

Proposition 1.9

Si −∞ < a < b < ∞ et f est intégrable sur [a, b] au sens de Riemann alors f ∈

L1(]a, b[) et

∫
]a,b[

fdλ1︸ ︷︷ ︸
Lebesgue

=

∫ b

a

f(x)dx︸ ︷︷ ︸
Riemann

.

Dans les deux propositions suivantes, on suppose que f est bornée sur l’intervalle

]−∞, b[, b ∈ R
(
ou bien ]a,+∞, [, a ∈ R

)
ou f est non bornée sur ]a, b[, a, b ∈ R donc∫ b

a

f(x)dx est une intégrale généralisée.

Proposition 1.10

Si −∞ < a < b ≤ ∞ et f est intégrable au sens de Riemann sur [a, c] pour tout

c ∈]a, b[. Alors f ∈ L1(]a, b[) si et seulement si l’intégrale généralisée

∫ b

a

f(x)dx est

absulement convergente, dans ce cas,

∫
]a,b[

fdλ1︸ ︷︷ ︸
Lebesgue

=

∫ b

a

f(x)dx︸ ︷︷ ︸
Riemann

.

Proposition 1.11

Si −∞ ≤ a < b < ∞ et f est intégrable au sens de Riemann sur [c, b] pour tout

c ∈]a, b[. Alors f ∈ L1(]a, b[) si et seulement si l’intégrale généralisée

∫ b

a

f(x)dx est

absulement convergente, de plus,

∫
]a,b[

fdλ1︸ ︷︷ ︸
Lebesgue

=

∫ b

a

f(x)dx︸ ︷︷ ︸
Riemann

.

Proposition 1.12

Si l’intégrale généralisée

∫ b

a

f(x)dx n’est que semi-convergente alors f /∈ L1(]a, b[).
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Chapitre 2

La mesure et L’intégrale de

Lebesgue sur Rn

Dans la suite de ce cours, Ω désigne un sous-ensemble mesurable de Rn.

2.1 Produit fini d’espaces mesurés

2.1.1 Mesure produit

Soit (E, E , µ) et (F,F , ν) deux espaces mesurés, on s’intérèsse à l’espace produit

E × F := {(x, y) : x ∈ E et y ∈ F}.

On appelle pavé un élément de E × F .

On note P l’ensemble de tous les pavés de E × F i.e. P := {A×B : A ∈ E et B ∈ F}.

Définition 2.1 (tribu produit)

La tribu produit E ⊗F est la tribu de E × F engedrée par les pavés i.e. E ⊗F = σ(P).
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Définition 2.2

Soit (E, E , µ) un espace mesuré. On dit que la mesure µ est σ−finie s’il existe une suite

(Ai)i≥1 ⊂ E telle que E =
∞⋃
i=1

Ai et µ(Ai) <∞,∀i ∈ N∗.

Exemple 2.1

La mesure de Lebesgue sur (R,B(R)) est σ−finie, on prend par exemple Ai =]− i, i[, i ∈

N∗.

Proposition 2.1 (et définition de mesure produit)

Soient (E, E , µ) et (F,F , ν) deux espaces mesurés tels que µ et ν sont σ−finies. Alors

il existe une et une seule mesure sur (E×F, E⊗F)(appelée mesure produit) notée µ⊗ν

telle que

µ⊗ ν(A×B) = µ(A)ν(B),∀(A,B) ∈ E ⊗ F .

2.1.2 Mesrue de Lebesgue sur la tribu des boréliens de Rn

On rappelle que la tribu borélienne sur un espace topologique est la tribu engendrée

par les ouverts de cette espace.

Proposition 2.2

La tribu borélienne de Rn notée B(Rn) est la tribu engendrée par les pavés de Rn c’est-

à-dire les ensembles de la forme I1× I2× ...× In, où Ij, 1 ≤ j ≤ n sont des intervalles

ouverts de R. Autrement dit la tribu borélienne de Rn cöıncide avec la tribu produit

B(R)n⊗ := B(R)⊗ B(R)⊗ ...⊗ B(R)︸ ︷︷ ︸
n fois

.

Définition 2.3

La mesure de Lebesgue sur (Rn,B(Rn)) est

λn = λ1 ⊗ λ1 ⊗ ...⊗ λ1︸ ︷︷ ︸
n fois

.
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Proposition 2.3

Pour tout pavé P = I1 × I2 × ...× In de Rn on a

λn(P ) = λ1(I1)λ1(I2)...λ1(In).

2.2 Intégrale de Lebesgue sur Rn

Dans cette section on travaille dans l’espace mesuré (Rn, B(Rn), λn).

Une fonction f : Rn → R est étagée si elle est de la forme

f =
N∑
i=1

ai1Ai
, (2.1)

où, N ∈ N, ai ∈ R et Ai ∈ B(Rn), i = 1, 2, ..., N .

La représentation (2.1) est normale si les Ai sont deux à deux disjoints, elle est ca-

nonique si les Ai sont deux à deux disjoints et non vides et si les ai sont non nuls.

Une fonction étagée admet une représentation canonique unique modulo une permuta-

tion des termes de la somme.

2.2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 2.4 (Intégrale de Lebesgue sur Rn)

— Si f est une fonction étagée positive de représentation canonique f =
N∑
i=1

ai1Ai
,

alors l’intégrale de Lebesgue de f sur Rn est

∫
Rn

fdλn :=
N∑
i=1

aiλn(Ai).

— Si f : Rn → [0,+∞] est une fonction mesurable, alors l’intégrale de Lebesgue de

f sur Rn est∫
Rn

fdλn := sup
{∫

Rn

ϕdλn : ϕ étagée positive et ϕ ≤ f
}

15
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— Une fonction mesurable f : Rn → R est dite intégrable sur Rn si

∫
Rn

|f |dλn <

+∞.

— Si f : Rn → [−∞,+∞] est une fonction mesurable intégrable sur Rn alors

l’intégrale de Lebesgue de f sur Rn est

∫
Rn

fdλn :=

∫
Rn

f+dλn −
∫

Rn

f−dλn.

— Soient Ω ∈ B(Rn) et f : Ω → [−∞,+∞] une fonction mesurable, alors f a une

intégrale de Lebesqgue si et seulement si f1Ω en a une, et dans ce cas on pose∫
Ω

fdλn :=

∫
R

1Ωfdλn.

∫
Ω

fdλn est appellée l’intégralle de Lebesgue de f sur Ω.

Convension

Soit f : Ω→ R une fonction mesurable telle que

∫
Ω

fdλn existe. S’il n’y a pas de risque

de confusion, on utilise les notations suivantes ;

•
∫

Ω

f(x)dx désigne

∫
Ω

fdλn.

•
∫

Ω

f(x)dx1dx2...dxn désigne

∫
Ω

fdλn.

Par exemple, dans R2 on écrit

∫
Ω

f(x, y)dxdy au lieu de

∫
Ω

f(x, y)d(x, y) qui désigne∫
Ω

fdλ2.

•
∫ b

a

f(x)dx désigne

∫
[a,b]

fdλ1.

Définition 2.5

Soitent f, g : Ω→ R mesurables.

— Soit α ∈ R. Si
∫

Ω

f(x)dx existe alors

∫
Ω

αf(x)dx existe et

∫
Ω

αf(x)dx = α

∫
Ω

f(x)dx.

— Si

∫
Ω

f(x)dx et

∫
Ω

g(x)dx existent et f ≤ g p.p sur Ω alors

∫
Ω

f(x)dx ≤∫
Ω

g(x)dx.

— Si f = g p.p. sur Ω et

∫
Ω

f(x)dx exite alors

∫
Ω

g(x)dx existe et

∫
Ω

f(x)dx =∫
Ω

g(x)dx, en particulier, si f = 0 p.p. sur Ω alors

∫
Ω

f(x)dx = 0.
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— Si f est positive et

∫
Ω

f(x)dx = 0 alors f = 0 p.p. sur Ω.

— Si Ω est négligeable alors

∫
Ω

h(x)dx = 0 pour toute fonnction mesurable h.

Définition 2.6

Soit f : Ω → R mesurable. On dit que f est intégrable au sens de Lebesgue sur Ω (ou

seulement intégrable sur Ω) si

∫
Ω

|f(x)|dx est finie. On pose L1(Ω) := {f mesurable :∫
Ω

|f(x)|dx <∞}.

Proposition 2.4

Soit f : Ω→ R mesurable. Les propositions suivantes sont équivalantes.

1. f est intégrable sur Ω.

2. f+ et f− sont intégrables sur Ω.

3. |f | est intégrable sur Ω.

Proposition 2.5 (théorème de convergence monotone)

Soit (fj)j une suite de fonctions mesurables croissante p.p et positives p.p. On pose

f(x) :=


limj fj(x), si cette limite existe,

0 sinon

alors lim
j

∫
Rn

fj(x)dx =

∫
Rn

f(x)dx.

Exemple 2.2

On considère dans l’espace (R,B(R), λ1) la suite fj = 11[0,j], j ∈ N∗. La suite (fj) est

monotone croissante vers 11[0,+∞[. On a

∫
R
f(x)dx = lim

j

∫
R
fj(x)dx = lim

j
j = +∞.
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Proposition 2.6

Soit f, g : Ω→ R mesurables ont des intégrales. Soit α ∈ R, alors∫
Ω

(f + αg)(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx+ α

∫
Ω

g(x)dx,

si f + αg et

∫
Ω

f(x)dx+ α

∫
Ω

g(x)dx sont bien définies .

Proposition 2.7

Soit f, g : Ω→ R mesurables.

1. Si

∫
Ω

f(x)dx existe alors

∫
Ω

|f(x)|dx existe et
∣∣∣ ∫

Rn

f(x)dx
∣∣∣ ≤ ∫

Rn

|f(x)|dx.

2. Si |f | < g p.p. sur Ω et g est intégrable sur Ω alors f est intégrable sur Ω.

3. Si

∫
Ω

f(x)dx,

∫
Ω

g(x)dx et

∫
Ω

(f + g)(x)dx existent alors∣∣∣ ∫
Ω

(f + g)(x)dx
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|f(x)|dx+

∫
Ω

|g(x)|dx.

Proposition 2.8

Soit (fj)j≥1 une suite des fonctions positives mesurables définies sur Ω. Alors, les ini-

tégrales de lebesgue sur Ω de f, fj, j ∈ N∗ exitent et∫
Ω

( ∞∑
j=1

fj

)
(x)dx =

∞∑
j=1

∫
Ω

fj(x)dx.

Proposition 2.9

Soit f : Ω→ R une fonction telle que

∫
Ω

f(x)dx existe.

— On suppose que f ≥ 0 p.p. sur Ω. Si A un sous-ensemble mesurable de Ω alors∫
A

f(x)dx existe et

∫
A

f(x)dx ≤
∫

Ω

f(x)dx.

— Si Ω =
⋃
j≥1

Aj, avec Aj sont mesurables et deux à deux disjoints alors

∫
Ω

f(x)dx =

∑
j≥1

∫
Aj

f(x)dx.

18
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— Si Aj ↗ Ω avec Aj sont mesurables alors

∫
Ω

f(x)dx = lim
j

∫
Aj

f(x)dx.

2.2.2 Théorème de convergence dominée

Proposition 2.10 (lemme de Fatou)

Soient (fj)j≥1 une suite de fonctions mesurables et positives p.p. sur Ω et f = lim inf
j
fj

alors ∫
Ω

f(x)dx ≤ lim inf
j

∫
Ω

fj(x)dx.

Corollaire 2.1

Soit (fj)j≥1 une suite de fonctions mesurables positives sur Ω, qui converge simplement

vers f et telle que la suite des intégrales

∫
fjdx est majorée par M alors∫

Ω

fdx ≤M.

Proposition 2.11

[thérème de convergence dominée]Soient (fj)j≥1 une suite de fonctions mesurables sur

Ω telle que

— il existe une fonction g intégrable sur Ω telle que |fj| ≤ g p.p. sur Ω pour tout

j ∈ N∗.

— il existe une fonction mesurable f telle que fj → f p.p. sur Ω. Alors

1. f est intégrable sur Ω.

2.

∫
Ω

|fj(x)− f(x)|dx→ 0.

3. lim
j

∫
Ω

fj(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx.

Exemple 2.3

Etudions la limite quand j tend vers l’infini de

∫ π/4

0

tanj(x)dx. On a pour x ∈ [0, π/4[ :

| tan(x)| < 1, donc lim
j→∞

tanj(x) = 0. Et on a | tanj(x)| ≤ 1 = g(x), avec g intégrable
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sur [0, π/4[. Donc, par convergence dominée on a

lim
j→+∞

∫ π/4

0

tanj(x)dx =

∫ π/4

0

0dx = 0.

2.2.3 Intégrale dépendant d’un paramètre

Proposition 2.12 (Continuité sous l’intégrale)

Soit f : (t, x) → f(t, x) une fonction de I × Ω dans R (où I est un intervalle de R).

On suppose que

— Pour tout t ∈ I ; x 7→ f(t, x) est intégrable sur Ω.

— Pour presque tout x ∈ Ω ; t 7→ f(t, x) est continue sur I.

— Il existe une fonction g intégrable, telle que pour tout t ∈ I et pour presque tout

x ∈ Ω

|f(t, x)| ≤ g(x).

Alors la fonction

F : t 7→ F (t) =

∫
Ω

f(t, x)dx

est bien définie pour tout t ∈ I, et est continue sur I.

Proposition 2.13 (dérivation sous l’intégrale)

Soit f : (t, x) → f(t, x) une fonction de I × Ω dans R (où I est un intervalle de R).

On suppose que

— Pour tout t ∈ I ; x 7→ f(t, x) est intégrable sur Ω.

— Pour presque tout x ∈ Ω ; t 7→ f(t, x) est dérivable sur I de dérivée notée
∂f

∂t
.

— Il existe une fonction g intégrable sur Ω, telle que pour tout t ∈ I et pour presque

tout x ∈ Ω ∣∣∣∂f
∂t

(t, x)
∣∣∣ ≤ g(x).

20



Compléments sur l’intégration et les espaces de Lebesgue M. SAADI

Alors la fonction

F : t 7→ F (t) =

∫
Ω

f(t, x)dx

est dérivable sur I, et pour tout t ∈ I on a

F ′(t) =

∫
Ω

∂f

∂t
(t, x)dx.

Exemple 2.4

Soit F la fonction définie par

F (t) =

∫ +∞

0

sin(tx)

x(x2 + 1)
dx, t ∈ R.

On a F est dérivable sur R et

F ′(t) =

∫ +∞

0

cos(tx)

x2 + 1
dx =

1

2

∫ +∞

0

eitx + e−itx

x2 + 1
dx

=
1

2

∫ +∞

0

eitx

x2 + 1
dx− 1

2

∫ −∞
0

eitx

x2 + 1
dx =

1

2

∫ +∞

−∞

eitx

x2 + 1
dx.

On peut calculer la dérnière intégrale (exercice d’analyse complexe) et on trouvera

F ′(t) = π
2
e−|t|. Mais F (0) = 0 alors F (t) = sgn(t)π

2
(1− e−|t|).

Proposition 2.14 (Intégration d’une série)

Soit (fj)j≥1 une suite de fonctions mesurables sur Ω telle que
∞∑
j=1

∫
Ω

|fj(x)|dx < ∞.

Alors,

— La série
∞∑
j=1

fj(x)dλn converge p.p. sur Ω.

— La fonction f(x) :=


∞∑
j=1

fj(x), si la serie converge,

0, sinon

est intégrable sur Ω et

∫
Ω

f(x)dx =
∞∑
j=1

∫
Ω

fj(x)dx <∞.
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2.3 Théorème de Fubini-Tonelli et théorème de Fu-

bini

Théorème 2.1 (Fubini-Tonelli pour fonctions positives)

Soient Ω1 ⊂ Rn, Ω2 ⊂ Rm deux ouverts et soit F : Ω1 × Ω2 → R+ une fonction

mesurable. Alors

∫
Ω1

(∫
Ω2

F (x, y)dy
)
dx =

∫
Ω2

(∫
Ω1

F (x, y)dx
)
dy =

∫
Ω1Ω2

F (x, y)dxdy.

Remarque 2.1

Les hypothèses du théorème précédent n’assure pas l’intégrabilité de F , donc on peut

avoir

∫
Ω1×Ω2

F (x, y)dxdy = +∞.

Théorème 2.2 (Tonelli)

Soient Ω1 ⊂ Rn, Ω2 ⊂ Rm deux ouverts et soit F : Ω1×Ω2 → R une fonction mesurable.

On suppose que

∫
Ω2

|F (x, y)|dy <∞, pour presque tout x ∈ Ω1

et que ∫
Ω1

(∫
Ω2

|F (x, y)|dy
)
dx <∞

Alors, F ∈ L1(Ω1 × Ω2).

Théorème 2.3 (Fubini)

Soient Ω1 ⊂ Rn, Ω2 ⊂ Rm deux ouverts et soit F : Ω1×Ω2 → R une fonction mesurable.

On suppose que F ∈ L1(Ω1 × Ω2). Alors, pour presque tout x ∈ Ω1,

la fonction y 7→ F (x, y) est dans L1(Ω2) et la fonction x 7→
∫

Ω2

F (x, y)dy est dans L1(Ω1)
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De même, pour presque tout y ∈ Ω2,

la fonction y 7→ F (x, y) est dans L1(Ω1) et la fonction y 7→
∫

Ω1

F (x, y)dx est dans L1(Ω2)

De plus on a

∫
Ω1

(∫
Ω2

F (x, y)dy
)
dx =

∫
Ω2

(∫
Ω1

F (x, y)dx
)
dy =

∫
Ω1×Ω2

F (x, y)dxdy.

2.4 Formule de changement de variables

2.4.1 Théorème de changement de variables

Définition 2.7

Soient F = (F1, F2, ..., Fn) : Ω → Ω′ une fonction différentiable, avec Ω et Ω′ deux

ouverts de Rn. Le Jacobien de F noté JF est le déterminant de la matrice Jacobienne

de F définie par

∂F1

∂x1
(y) ∂F1

∂x2
(y) ... ∂F1

∂xn
(y)

∂F2

∂x1
(y) ∂F2

∂x2
(y) ... ∂F2

∂xn
(y)

...
... ...

...

∂Fn

∂x1
(y) ∂Fn

∂x2
(y) ... ∂Fn

∂xn
(y)


, pour tout y ∈ Ω.

Définition 2.8

Soient F : Ω → Ω′ une fonction, avec Ω et Ω′ deux ouverts de Rn. La fonction f est

un C1-difféomorphisme si elle est bijective de classe C1 dont la bijection réciproque est

aussi de classe C1.

Théorème 2.4 (de changement de variables)

Soient Ω et Ω′ deux ouverts de Rn et ϕ : Ω→ Ω′ un C1- diffeomorphisme de Ω sur Ω′.
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— Pour tout B ⊂ Ω tel que B ∈ B(Ω) on a

λn(ϕ(B)) =

∫
B

|(Jϕ(x))|dx,

— Soit f : Ω′ → R mesurable. Alors, f ∈ L1(Ω′) si et seulement si (f ◦ ϕ)|Jϕ| ∈

L1(Ω) et dans ce cas

∫
Ω′
f(x)dx =

∫
Ω

f ◦ ϕ(y)|Jϕ(y)|dy.

2.4.2 Exemples de changement de variables

Translation

Soient Ω un ouvert de Rn et a ∈ Rn, alors la fonction ϕa : x 7→ x − a est un C1-

difféomorphisme de Ω dans Ω′ = Ω − a = {x − a : x ∈ Ω} et Jϕa(y) = 1,∀y ∈ Rn. Si

f : Ω′ → R mesurable alors f ∈ L1(Ω′) si et seulement si la fonction x 7→ f(x− a) est

dans L1(Ω) et

∫
Ω′
f(x)dx =

∫
Ω

f(y − a)dy.

Homothétie

Soient Ω un ouvert de Rn et b ∈ R∗, alors la fonction ψb : x 7→ bx est un C1-

diffeomorphisme de Ω dans Ω′′ = bΩ = {bx : x ∈ Ω} et Jψb
(y) = |b|n,∀y ∈ Rn. Si

f : Ω′′ → R mesurable alors f ∈ L1(Ω′′) si et seulement si la fonction x 7→ f(bx) est

dans L1(Ω) et

∫
Ω′′
f(x)dx = |b|n

∫
Ω

f(by)dy.

Cordonnées polaires

Dans R2 on passe de cordonnées cartésienne (x, y) aux cordonnées polaires (r, θ) en

utilisant le changement de variable (x, y) = ϕ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ), r ∈]0,+∞[, θ ∈
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]0, 2π[.

ϕ est un C1-difféomorphisme de ]0,+∞[×]0, 2π[ dans R2\([0,+∞[×{0}), avec

Jϕ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = r.

Si f : R2 → R est mesurable alors f ∈ L1(R2) si et seulement si (r, θ) 7→ f(r cos θ, r sin θ)

est dans L1(]0,+∞[×]0, 2π[) et∫
R2

f(x, y)dxdy =

∫
]0,+∞[×]0,2π[

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ.

Exemple 2.5

Soit B = {(x, y) ∈ R2 : x2+y2 ≤ 1}. On a ϕ est un C1-difféomorphisme de ]0, 1[×]0, 2π[

dans B \ ([0, 1[×{0}) et ∫
B

dxdy =

∫ 2π

0

(∫ 1

0

rdr
)
dθ = π.

Cordonées sphérique

Dans R3 on passe de cordonnées cartésienne (x, y, z) au cordonnées sphérique (r, θ)

en utilisant le changement de variable

(x, y) = ψ(r, θ, ϕ) = (r cos θ cosϕ, r cos θ sinϕ, r sin θ).

ψ est un C1-difféomorphisme de D :=]0,+∞[×]−π/2, π/2[×]0, 2π[ dans R3 \
(

((0, 0)×

R) ∪ (]0,+∞[×{0} × R)
)
avec

Jψ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos θ cosϕ −r sin θ cosϕ −r cos θ sinϕ

cos θ sinϕ r sin θ sinϕ r sin θ cosϕ

sin θ r cos θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −r2 cos θ.
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Si f : R3 → R est mesurable alors f ∈ L1(R3) si et seulement si

(r, θ, ϕ) 7→ f(r cos θ cosϕ, r cos θ sinϕ, r sin θ) est dans L1(D) et∫
R3

f(x, y)dxdydz =

∫
D

f(r cos θ cosϕ, r cos θ sinϕ, r sin θ)r2 cos θdrdθdϕ.

Exemple 2.6

Soit B = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1}. On a ψ est un C1-difféomorphisme de

]0, 1[×]− π/2, π/2[×]0, 2π[ dans B \
(

((0, 0)× R) ∪ (]0, 1[×{0} × R)
)
et∫

B

dxdydz =

∫ 2π

0

(∫ π/2

−π/2

(∫ 1

0

r2dr
)

cos θdθ
)
dϕ =

4

3
π.

Coordonnées sphériques généralisées

Dans Rn, n ≥ 2 on passe de cordonnées cartésienne (x1, x2, ..., xn) au cordonnées

sphérique generalisées (r, θ1, θ2, ..., θn−1) en utilisant le changement de variable

(x1, x2, ..., xn) = ψn(r, θ1, θ1, ...., θn−1), avec

x1 = r cos θ1 cos θ2... cos θn−2 cos θn−1

x2 = cos θ1 cos θ2... cos θn−2 sin θn−1

x3 = cos θ1 cos θ2... cos θn−3 sin θn−2

x4 = cos θ1 cos θ2... cos θn−4 sin θn−3

... = ...

xn−1 = r cos θ1 sin θ1

xn = r sin θn,

ψn est un C1-difféomorphisme de Dn :=]0,+∞[×]− π/2, π/2[n−2×]0, 2π[ dans

Rn \
( n−2⋃
j=1

(Rn−j × {0} × Rj−1) ∪ ([0,+∞[×{0} × Rn−2)
)
,
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avec

Jψn = (−1)n(n+2)/2+1rn−1 cosn−2 θ1 cosn−3 θ2... cos θn−2.

Si f : Rn → R est mesurable alors f ∈ L1(Rn) si et seulement si f ◦ ψn ∈ L1(Dn) et

∫
Rn

f(x1, ..., xn)dx1dx2...dxn =

∫
D

f ◦ψnrn−1 cosn−2 θ1 cosn−3 θ2... cos θn−2drdθ1...dθn−1.
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Chapitre 3

Espaces Lp

Dans ce chapitre p désigne un élément de [1,+∞].

3.1 Définition et propriétés élémentaires des espaces

Lp sur un ouvert de Rn

On rappelle que si f ∈M(Ω) et 1 ≤ p < +∞ alors |f |p ∈M(Ω).

3.1.1 Quelques rappels

Définition 3.1

Soit I un intervalle de R, une fonction ϕ : I → R est dite convexe sur I si est seulemnt

si

∀x, y ∈ I,∀t ∈ [0, 1] : ϕ(tx+ (1− t)y) ≤ tϕ(x) + (1− t)ϕ(y).

Exemple 3.1

— La fonction x 7→ ex est convexe sur R.

— Si p ∈ [1,+∞[ alors la fonction x 7→ xp est convexe sur [0,+∞[.

Lemme 3.1

Si p ∈ [1,+∞[ et a, b ≥ 0 alors (a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp).
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Preuve. La fonction x 7→ xp est convexe, donc (ta+ (1− t)b)p ≤ tap + (1− t)bp pour

tout t ∈ [0, 1]. On prend t = 1/2 on trouve

(a+ b

2

)p
≤ ap + bp

2
,

d’où l’inégalité cherchée. Remarquons que pour p = 1 on a une égalité. �

3.1.2 Espaces Lp(Ω)

Définition 3.2

Soit p ∈ [1,+∞[. On pose Lp(Ω) :=
{
f ∈M(Ω) :

∫
Ω

|f(x)|pdx <∞
}
.

Un élément de Lp(Ω) est dit fonction de puissance p-ième intégrable.

Définition 3.3

Une fonction f ∈ M(Ω) est dite essentiellment bornée sur Ω s’il existe une constante

C telle que |f(x)| ≤ C pour presque tout x ∈ Ω.

On note L∞(Ω) l’espace des fonctions mesurables essentielment bornées sur Ω.

Proposition 3.1

Lp(Ω) est un espace vectoriel pour tout p ∈ [1,+∞].

Preuve. Il s’agit de montrer que Lp(Ω) est un sous-espace vectoriel de l’espace des

fonctions définies de Ω dans R.

Il est clair que af ∈ Lp(Ω) pour tout (a, p, f) ∈ R × [1,∞] × Lp(Ω). Montrons que

f + g ∈ Lp(Ω) dès que f, g ∈ Lp(Ω).

- Supposons que 1 ≤ p <∞ et f, g ∈ Lp(Ω). Alors, d’après le Lemme 3.1

|f(x) + g(x)|p ≤ (|f(x)|+ |g(x)|)p ≤ 2p−1(|f(x)|p + |g(x)|p), p.p.x ∈ Ω.
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Par intégration sur Ω on déduit que f + g ∈ Lp(Ω),

donc Lp(Ω) est un espace vectoriel.

- Soit f, g ∈ L∞(Ω) alors il existent C,C ′ ∈ R tels que

|f(x)| ≤ C et |g(x)| ≤ C ′ p.p tout x ∈ Ω,

alors

|f(x) + g(x)| ≤ C + C ′ p.p tout x ∈ Ω,

donc f + g ∈ L∞(Ω) et L∞(Ω) est un espace vectoriel.

�

Notation :

Pour toute élément deM(Ω), on pose

‖f‖p,Ω :=


(∫

Ω

|f(x)|pdx
)1/p

, si 1 ≤ p <∞,

sup essx∈Ω|f(x)| = inf{C ∈ R+ : |f(x)| ≤ C p.p.x ∈ Ω}, si p =∞.

Avec la convension inf(φ) = +∞.

Remarque 3.1

Soient f ∈M(Ω) et p ∈ [1,+∞], alors

— f ∈ Lp(Ω)⇔ ‖f‖p,Ω <∞.

— |f(x)| ≤ ‖f‖∞,Ω p.p. x ∈ Ω.

Définition 3.4

L’éxposant conjugué de p ∈ [1,+∞] est p′ :=



p

p− 1
si 1 < p <∞,

∞ si p = 1,

1 si p =∞.

Remarque 3.2

Pour tout p ∈ [1,+∞] on a
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— p′ ∈ [1,+∞] et
1

p
+

1

p′
= 1(avec la convention

1

∞
= 0)

— p ∈]1,+∞[⇒ p′ ∈]1,+∞[.

— p′ = p⇔ p = 2.

— p est l’éxposant conjugué de p′.

Lemme 3.2 (inégalité de Young)

Soit p ∈]1,+∞[. Pour tous a, b ≥ 0 on a

ab ≤ ap

p
+
bp
′

p′
(3.1)

Preuve. La fonction x 7→ ex est convexe sur ]−∞,+∞[, alors pour tous A,B > 0 et

t ∈ [0, 1] on a

etA+(1−t)B ≤ teA + (1− t)eB.

Pour t = 1/p,A = ln ap, B = ln bp
′
on trouve (3.1). �

Proposition 3.2 (inégalité de Hölder)

Soit f, g ∈M(Ω), alors

‖fg‖1,Ω ≤ ‖f‖p,Ω × ‖g‖p′,Ω, avec la convention (0)(∞) = 0.

Preuve.

— On commence par le cas où l’un des deux quantités ‖f‖p,Ω et ‖g‖p′,Ω au moins

est infini ou nulle.

Si (‖f‖p,Ω = 0 ou ‖g‖p′,Ω = 0) alors fg = 0 p.p. sur Ω et

‖fg‖1,Ω = 0 ≤ ‖f‖p,Ω × ‖g‖p′,Ω.

31



Compléments sur l’intégration et les espaces de Lebesgue M. SAADI

Si (‖f‖p,Ω = ∞ et ‖g‖p′,Ω ∈]0,+∞[) ou (‖f‖p,Ω ∈]0,+∞[ et ‖g‖p′,Ω = ∞) ou

(‖f‖p,Ω =∞ et ‖g‖p′,Ω =∞) alors

‖fg‖1,Ω ≤ ∞ = ‖f‖p,Ω × ‖g‖p′,Ω.

— Supposons maintenant 0 < ‖f‖p,Ω, ‖g‖p′Ω <∞.

• Si p = 1 alors p′ =∞. On a

|f(x)g(x)| ≤ |f(x)|‖g‖∞,Ω p.p.x ∈ Ω,

en intégrant sur Ω on trouve

‖fg‖1,Ω ≤ ‖f‖1,Ω‖g‖∞,Ω = ‖f‖p,Ω‖g‖p′,Ω.

• De la même façons on traite le cas p =∞.

• Supposons maintenant p ∈]1,+∞[. En appliquant l’inégalité de Young avec

a =
|f(x)|
‖f‖p,Ω

et b =
|g(x)|
‖g‖p′,Ω

on trouve

|f(x)g(x)|
‖f‖p,Ω × ‖g‖p′,Ω

≤ 1

p
× |f(x)|p

‖f‖pp,Ω
+

1

p′
× |g(x)|p′

‖g‖p′p′,Ω
p.p. x ∈ Ω.

En intégrant sur Ω on trouve

‖fg‖1,Ω

‖f‖p,Ω × ‖g‖p′,Ω
≤ 1

p
+

1

p′
,

d’où l’inégalité cherchée, car
1

p
+

1

p′
= 1.

ce qui termine la preuve. �

Corollaire 3.1

Si f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω) alors fg ∈ L1(Ω) et

‖fg‖1,Ω ≤ ‖f‖p,Ω × ‖g‖p′,Ω.
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Proposition 3.3 (inégalité de Minkowski)

Soient f, g ∈M(Ω) alors

‖f + g‖p,Ω ≤ ‖f‖p,Ω + ‖g‖p,Ω.

Preuve. Si f + g = 0 p. p. sur Ω alors l’inégalité est clairement vérifiée.

On suppose dans la suite de la preuve que f + g 6= 0 p.p. sur Ω. Si p ∈ {1,∞} alors

l’inégalité de Minkowski est un résultat direct de l’inégalité |a+ b| ≤ |a|+ |b|, a, b ∈ R.

Supposons que p ∈]1,∞[, alors p. p. x ∈ Ω on trouve

|f(x)+g(x)|p = |f(x)+g(x)||f(x)+g(x)|p−1 ≤ |f(x)|×|f(x)+g(x)|p−1+|g(x)|×|f(x)+g(x)|p−1.

Par intégration sur Ω et application de l’inégalité de Hölder on trouve

∫
Ω

|f(x) + g(x)|pdx ≤
(
‖f‖p,Ω + ‖g‖p,Ω

)
‖|f + g|p−1‖p′,Ω,

autrement dit

∫
Ω

|f(x) + g(x)|pdx ≤
(
‖f‖p,Ω + ‖g‖p,Ω

)(∫
Ω

|f(x) + g(x)|pdx
)1−1/p

.

Si
(∫

Ω

|f(x) + g(x)|pdx
)1−1/p

= ∞∞ alors l’inégalité est vérifiée donc la preuve est

téminée, sinon, la démonstration se termine dès qu’on divise les deux membres de la

dernère inégalité par
(∫

Ω

|f(x) + g(x)|pdx
)1−1/p

. �

Proposition 3.4

L’application f 7→ ‖f‖p,Ω définit une semi-norme sur Lp(Ω).

Preuve. Voir Exercice 20. �
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3.1.3 Espaces Lp(Ω)

On a ‖f‖p,Ω = 0 implique seulement que f = 0 p.p. sur Ω ceci ne ségnifie pas en

générale que f = 0 sur Ω donc ‖ · ‖p,Ω n’est pas une norme sur Lp(Ω). Pour remédier

à ce problème, on identifie les fonctions de Lp(Ω) qui sont égales p.p. sur Ω.

Exercice

On définit sur Lp(Ω) la relation ∼ par f ∼ g ⇔ f(x) = g(x) p.p. x ∈ Ω.

1) Montrer que ∼ est une relation d’équivlence.

2) Montrer que l’addition et la multiplication par un scalaire dans Lp(Ω) sont compa-

tibles avec la relation ∼ autrement dit, pour tous f1, f2, g1, g2 ∈ Lp(Ω) et tout a ∈ R

on a

• si f1 ∼ g1 et f2 ∼ g2 alors f1 + f2 ∼ g1 + g2.

• si f1 ∼ g1 alors af1 ∼ ag1.

Définition 3.5

Soit p ∈ [1,+∞]. Lp(Ω) est l’espace vectoriel des classes d’équivalence des fonctions f

modulo la relation ∼, autrement dit Lp(Ω) := Lp(Ω)/ ∼.

Si on pose [f ] := {g ∈ Lp(Ω) : g = fp.p. sur Ω} alors Lp(Ω) = {[f ], f ∈ Lp(Ω)}.

Les opérations de l’espace véctoriel Lp(Ω) sont [f ] + [g] = [f + g] et c[f ] = [cf ] pour

tout ([f ], [g], a) ∈  Lp(Ω)× Lp(Ω)× R.

− Convension

Dans la suite, on va écrire f pour désigner la classe [f ] ∈ Lp(Ω) de l’élément f ∈ Lp(Ω),

c’est-à-dire, on va traiter les éléments de Lp(Ω) comme des fonctions appartennant

à Lp(Ω) en identifiant les fonctions égales preque partout sur Ω (les fonctions de
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Lp(Ω) qui sont égales presque partout sur Ω représentent le même élément de Lp(Ω)).

Proposition 3.5

L’application ‖f‖Lp(Ω) := ‖f‖p,Ω définit une norme sur Lp(Ω).

Preuve. Exercice. �

Proposition 3.6

— Si Ω est de mesure finie. Alors

1 ≤ p ≤ q ≤ +∞⇒ L∞(Ω) ⊆ Lq(Ω) ⊆ Lp(Ω).

— Si la mesure de Ω n’est pas finie alors les espaces Lp(Ω), Lq(Ω) (avec p 6= q) sont

généralement incomparables c-à-dire Lp(Ω)\Lq(Ω) 6= φ et Lq(Ω)\Lp(Ω) 6= φ.

Preuve. Voir les exercires 22 et 23. �

3.2 Convergence dans les espaces Lp

Une suite (fj) d’éléments de Lp(Ω) est dite convergente vers f ∈ Lp(Ω) si

lim
j→∞
‖fj − f‖p,Ω = 0,

on écrit dans ce cas fj → f dans Lp(Ω).

Une suite (fj) d’éléments de Lp(Ω) est dite de Cauchy dans Lp(Ω) si et seulement si,

pour tout ε > 0, il existe N > 0 tel que ||fj − fk||p,Ω ≤ ε pour tous j, k > N .

Théorème 3.1 (de la convergence dominée dans Lp(Ω))

Soit 1 ≤ p < +∞. Soient (fj)j une suite d’éléments de Lp(Ω) et f ∈M(Ω) telle que
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— fj → f p.p. sur Ω,

— il existe g ∈ Lp(Ω) telle que |fj(x)| ≤ g(x) p.p. x ∈ Ω et tout j ∈ N.

Alors, f ∈ Lp(Ω) et fj → f dans Lp(Ω), autrement dit ‖f − fj‖p,Ω = 0.

Preuve. On a |fj(x) ≤ g(x)| p.p. x ∈ Ω et tout j ∈ N, par passage à la limite et comme

fj(x)→ f(x) p.p. x ∈ Ω, on trouve |f(x)| ≤ g(x) p.p. x ∈ Ω, d’où l’appartenence de f

à Lp(Ω).

On a pour tout j ∈ N : f, fj ∈ Lp(Ω) donc |fj − f |p ∈ L1(Ω) puisque

∫
Ω

|fj(x) −

f(x)|pdx ≤ 2p−1
(∫

Ω

|fj(x)|pdx+

∫
Ω

|f(x)|pdx
)
<∞ pour tout j ∈ N.

On a

|fj − f |p → 0 p.p. sur Ω et |fj(x) − f(x)|p ≤ 2p−1(|fj(x)|p + |f(x)|p) ≤ (2(g(x))p

p.p. x ∈ Ω et tout j ∈ N.

Puisque (2g)p ∈ L1(Ω), le théorème de convergence dominée dans L1(Ω)(Proposition

2.11) nous donne

∫
Ω

|fj(x)− f(x)|pdx→ 0 c-à-dire ‖f − fj‖p,Ω → 0. �

3.3 Complétude des espaces Lp

Théorème 3.2 (Riesz-Fischer)

Lp(Ω) est un espace de Banach.

Preuve.

— Cas p =∞. Soit (fj) une suite de Cauchy dans L∞(Ω). Alors pour tout k ∈ N∗,

il existe Nk ∈ N tel que :

∀j ≥ Nk, ∀m ≥ 0 : ‖fj+m − fj‖∞,Ω ≤
1

k
,
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par suite, il existe un ensemble Ek ⊂ Ω négligeable tel que

∀j ≥ Nk,∀m ≥ 0,∀x ∈ Ω \ Ek : |fj+m(x)− fj(x)| ≤ 1

k
,

Ainsi, pour tout x ∈ Ω\E (avec E = ∪kEk est négligeable), la suite (fj(x))j est

de Cauchy dans R, donc converge vers un réel f(x). De plus, en faisant tendre

m vers l’infini, on obtient :

∀x 6∈ E,∀j ≥ Nk : |f(x)− fj(x)| ≤ 1

k
.

La fonction f ainsi définie est dans L∞, et pour tout j ≥ Nk, on a ‖fj−f‖∞,Ω ≤

1
k
, ce qui signifie que fj converge vers f .

— Cas 1 ≤ p < +∞. Soit (fj) une suite de cauchy dans Lp(Ω). Comme toute

suite de Cauchy admettant une valeur d’adhérence converge, il nous suffit alors

d’extraire de (fj) une sous-suite convergente.

Il existe ϕ : N→ N strictement croissante telle que pour tout j :

‖fϕ(j+1) − fϕ(j)‖p,Ω ≤
1

2j
.

On pose maintenant pour tout j ∈ N

gj(x) =

j∑
k=1

|fϕ(k+1)(x)− fϕ(k)(x)|.

Alors gj ∈ Lp(Ω) (somme finie de fonctions de Lp(Ω)) et par l’inégalité de

Minkowski on obtient :

‖gj‖p,Ω ≤
j∑

k=1

‖fϕ(k+1) − fϕ(k)‖p,Ω ≤
j∑

k=1

1

2k
≤

∞∑
k=1

1

2k
= 1,

ce qui implique que (gj) est croissante et bornée en norme Lp(Ω), donc par le

théorème de la convergence monotone, il existe g ∈ Lp(Ω) telle que gj −→
j→∞

g

37



Compléments sur l’intégration et les espaces de Lebesgue M. SAADI

presque partout. Ainsi, pour presque tout x ∈ Ω on a : pour tout j ≥ 2 et pour

tout m ≥ 0

|fϕ(j+m)(x)− fϕ(j)(x)| = |fϕ(j+m)(x)−
m−1∑
k=1

fϕ(j+k)(x) +
m−1∑
k=1

fϕ(j+k)(x)− fϕ(j)(x)|

≤
m∑
k=1

|fϕ(j+k)(x)− fϕ(j+k−1)(x)|

= gj+m(x)− gj−1(x) ≤ g(x)− gj−1(x) −→
m→∞

0.

Alors la suite (fϕ(j)) est de Cauchy dans R donc converge vers un réel f(x).

Puisque pour presque tout x ∈ Ω on a |f(x)− fϕ(j)(x)| ≤ g(x) (pour j ≥ 2), la

fonction f est dans Lp(Ω). Enfin, les fϕ(j) sont dans Lp(Ω) et on a |fϕ(j)(x)| ≤

|f(x)|+ |g(x)|, mais |f |+ |g| ∈ Lp(Ω), donc par convergence dominée on obtient

fϕ(j) −→
j→∞

f .

La suite (fj) de Cauchy admet donc une valeur d’adérence f dans Lp(Ω) donc

converge vers cette limite.

�

En particumier on a le corollaire suivant concernant le cas p = 2.

Corollaire 3.2

L2(Ω) est un espace de Hilbert.

Théorème 3.3 (réciproque partielle du théorème de la convergence dominée)

Soient (fj) une suite de Lp(Ω) et f ∈ Lp(Ω), tels que ‖fj − f‖p,Ω → 0. Alors il existe

une sous-suite (fjk) extraite de (fj) telle que

— fjk(x)→ f(x) p.p. x ∈ Ω.

— Il existe h ∈ Lp(Ω) telle que |fjk | ≤ h p.p. sur Ω, pour tout k ∈ N.
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Preuve. Presque analogue à la preuve du théorème précedent. �

3.4 Produit de convolution

Définition 3.6

Le produit de convolution de deux fonctions f et g (s’il existe) est la fonction qu’on

note par f ∗ g, définie par

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn

f(x− y)g(y) dy.

Proposition 3.7 (Inégalité de Young pour convolution)

Soient p, q, r ∈ [1,+∞] tels que 1 +
1

r
=

1

p
+

1

q
. Alors pour f ∈ Lp(Rn) et g ∈ Lq(Rn)

on a f ∗ g ∈ Lr(Rn) et

||f ∗ g||r,Rn ≤ ||f ||p,Rn||g||q,Rn .

Preuve. Posons h(x) := f ∗ g(x) =

∫
Rn

f(x − y)g(y)dy. Nous divisons la preuve en

trois étapes selon les valeurs de r.

E tape 1. r =∞ donc, 1/p+ 1/q = 1. D’après l’inégalité de Hölder, nous obtenons

|h(x)| ≤ ‖f(x− .)‖p,Rn‖g‖q,Rn . (3.2)

Effectuons le changement de variable y = x− z, nous obtenons

‖f(x− .)‖pp,Rn =

∫
Rn

f(x− y)pdy =

∫
Rn

f(z)pdz = ‖f‖pp,Rn ,

cette dernière égalité et l’inégalité (3.2) impliquent

‖h(x)‖∞,Rn ≤ ‖f‖p,Rn‖g‖q,Rn .
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E tape 2. r = 1, donc p = q = 1. Nous avons

|h(x)| ≤
∫

Rn

|f(x− y)||g(y)|dy,

donc ∫
Rn

|h(x)| ≤
∫

Rn

∫
Rn

|f(x− y)||g(y)|dxdy.

Par le théorème de Fubini

∫
Rn

∫
Rn

|f(x− y)||g(y)|dxdy = ‖f‖1,Rn‖g‖1,Rn , donc

‖h(x)‖1,Rn ≤ ‖f‖1,Rn‖g‖1,Rn .

E tape 3. 1 < r <∞, donc p et q sont aussi finis et vérifient p, q ≤ r. Posons

ϕx(y) := |f(x− y)|p/r|g(y)|q/r et ψx(y) := |f(x− y)|1−p/r|g(y)|1−q/r,

donc

|f(x− y)g(y)| = ϕx(y)ψx(y).

Remarquons que (ϕx(y))r = |f(x− y)|p|g(y)|q, donc d’après le raisonnement de l’étape

.2, nous avons

‖ϕr‖1,Rn ≤ ‖fp‖1,Rn‖gp‖1,Rn ,

d’où l’appartenance de ϕ à Lr(Rn). D’autre part, le théorème de Fubini nous donne∫
Rn

∫
Rn

|ϕx(y)|rdxdy = ‖f‖p,Rn‖g‖q,Rn . (3.3)

Maintenant, on montre que ψx(.) ∈ Lr′(Rn), nous avons

|ψx(y)|r′ := |f(x− y)|pr′(1/p−1/r)|g(y)|qr′(1/q−1/r) = |f(x− y)|p/s|g(y)|q/t,

s et t sont donnés par
1

s
:= r′

(1

p
− 1

r

)
,
1

t
:= r′

(1

q
− 1

r

)
, donc∫

Rn

|ψx(y)|r′dy =

∫
Rn

|f(x− y)|p/s|g(y)|q/tdy = fp/s ∗ gq/t(x).
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On a fp/s ∈ Ls(Rn), gq/t ∈ Lt(Rn) et
1

s
+

1

t
= r′

(1

p
+

1

q
− 1

r

)
= r′

(
1 − 1

r

)
= 1. Donc

l’étape.1 nous donne

∫
Rn

|ψx(y)|r′dy ≤ ‖fp/s‖s,Rn‖gq/t‖t,Rn = ‖f‖p/sp,Rn‖g‖q/tq,Rn . (3.4)

Rappelons que h(x) =

∫
Rn

ϕx(y)ψx(y)dy, d’après l’inégalité de Hölder et (3.4), nous

obtenons

|h(x)| ≤
∫

Rn

|ϕx(y)ψx(y)|dy

≤
(∫

Rn

|ϕx(y)|rdy
)1/r(∫

Rn

|ψx(y)dy|r′
)1/r′

≤
(∫

Rn

|ϕx(y)|rdy
)1/r

‖f‖p/sr
′

p,Rn ‖g‖q/tr
′

q,Rn .

donc la formule (3.3) nous permit d’écrire∫
Rn

|h(x)|rdx ≤
(∫

Rn

∫
Rn

|ϕx(y)|rdxdy
)
‖f‖rp/sr

′

p,Rn ‖g‖rq/tr
′

q,Rn

≤ ‖f‖p+rp/sr
′

p,Rn ‖g‖q+rq/tr
′

q,Rn ,

ce qui implique

‖h‖r,Rn ≤ ‖f‖p(1/r+1/sr′)
p,Rn ‖g‖q(1/r+q/tr

′)
q,Rn .

Enfin, nous avons

p
(1

r
+

1

sr′

)
= p
(1

r
+

1

r′

(r′
p
− r′

r

))
= 1,

de même

q
(1

r
+

1

tr′

)
= 1.

Donc

‖h‖r,Rn ≤ ‖f‖p,Rn‖g‖q,Rn .

�
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Proposition 3.8 (Commutativité de convolution)

Soient f, g ∈ M(Rn) et x ∈ Rn. Si f ∗ g(x) existe alors g ∗ f(x) existe et f ∗ g(x) =

g ∗ f(x).

Convolution et support

Le support d’une fonction continue est {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}. Si on travaille avec des

fonction définies presque partout cette définition ne convient plus.

Proposition 3.9

Soient Ω un ouvert de Rn et f : Ω → R. Soient (ωi)i∈I ⊂ Ω une fammilles d’ouverts

tels que f(x) = 0 p.p x ∈ ωi pour tout i ∈ I. Alors, f(x) = 0 p.p.x ∈ ω =
⋃
i∈I ωi.

Définition 3.7

Pour les données de la proposition précédente, le support de f est Supp f = Ω\ω.

Si f, g : Ω → R et f = g p.p.x ∈ Ω alors Supp f = Supp g donc on peut parler du

support de f ∈ Lp(Ω).

Si f : Ω → R est continue alors cette définition cöıcide avec la définition usuelle du

support d’une fonction continue.

Proposition 3.10

Soit f, g ∈M(Rn) telle que f ? g existe alors

Supp(f ? g) ⊂ (Supp f + Supp g),

où Supp f + Supp g = {x+ y : x ∈ Supp f et y ∈ Supp g}.

Preuve. Pour x ∈ Rn tel que f ? g(x) est défini, on pose

A(x) := {y ∈ Rn : (x− y) ∈ Supp f et y ∈ Supp g}.
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Si y /∈ A(x) alors f(x− y)g(y) = 0, donc

f ? g(x) =∈Rn f(x− y)g(y)dy =

∫
A(x)

f(x− y)g(y)dy.

Si x /∈ Supp f + Supp g alors il n’existe auqu’un y ∈ Rn tel que x− y ∈ Supp f et

y ∈ Supp g, sinon x = x− y + y ∈ Supp f + Supp g.

Pour tout x /∈ Supp f + Supp g

f ? g(x) =

∫
φ

f(x− y)g(y)dy = 0.

Donc f ?g(x) = 0 pour tout x ∈ intérieur (Supp f+Supp g)c =
(
Supp f + Supp g

)c
ce qui donne

Supp(f ? g) ⊂ (Supp f + Supp g).

�

Remarque 3.3

Si f et g sont à support compacts alors f ? g est à supprt compact.

3.5 Sous-espaces denses dans Lp(Ω)

3.5.1 L’espace des fonctions étagées

On rappele qu’une fonction étagée ϕ : Ω→ R admet une répresentation de la forme

f(x) =
N∑
j=1

αj1Aj
,

où N ∈ N, αj ∈ R∗ et Aj ∈ B(Ω) disjoints , j = 1, 2, ..., N .

On note Es(Ω) l’ensembe des fonctions ϕ : Ω → R étagées telles que λn{x : ϕ(x) 6=

0} <∞.
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Lemme 3.3

Si 1 ≤ p <∞ alors ϕ ∈ Es(Ω) si et seulement si ϕ ∈ Lp(Ω).

Preuve. Voir l’exercice 25 �

Théorème 3.4

Si 1 ≤ p <∞ alors Es(Ω) est un sous-espace vectoriel dense dans Lp(Ω).

Preuve. Il est clair que Es(Ω) est un sous-espace vectoriel de Lp(Ω) .

Soit f ∈ Lp(Ω).

Supposons que f est positive. Il existe alors une suite croissante de fonctions étagées

ϕj : Ω→ R qui converge simplement vert f p.p. sur Ω telles que 0 ≤ ϕj ≤ f, ∀j ∈ N.

On a ϕj ∈ Lp(Ω) pour tout j ∈ N donc ϕj ∈ Es(Ω) pout tout j ∈ N.

Comme ϕj est positive on a (f−ϕj)p ≤ fp, d’après le théorème de convergence dominée

on trouve

lim
j→∞
‖f − ϕj‖pp,Ω = lim

j→∞

∫
Ω

|f(x)− ϕj(x)|p =

∫
Ω

lim
j→∞
|f(x)− ϕj(x)|p = 0.

On a prouvé que toute fonction positive de Lp(Ω) peut être approchée dans Lp(Ω) par

une suite de fonctions de Es(Ω).

Maintenant, soit f ∈ Lp(Ω) de signe quelconque. Les fonctions f+ et f− sont positives

donc il existent deux suites (ϕj)j, (ψj)j ⊂ Es(Ω) telle que

‖f+ − ϕj‖p,Ω → 0 et ‖f− − ψj‖p,Ω → 0 lorsque j →∞.

Donc, il existe (ϕj − ψj)j ⊂ Es(Ω) telle que ‖f − (ϕj − ψj)‖p,Ω → 0 lorsque j →∞

car

‖f − (ϕj − ψj)‖p,Ω = ‖f+ − f− − (ϕj − ψj)‖p,Ω ≤ ‖f+ − ϕj‖p,Ω + ‖f− − ψj‖p,Ω. �
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3.5.2 L’espace des fonctions continues à support compact

On note Cc(Ω) l’espace des fonctions continues à support compact dans Ω alors

Cc(Ω) = {f ∈ C(Ω) : il existe un compact K ⊂ Ω tel que f(x) = 0 pour tout

x ∈ Ω\K}.

Lemme 3.4

Si f ∈ Cc(Rn) alors f est uniformément continue sur Rn.

Proposition 3.11

Cc(Ω) est un sous-espace vectoriel de Lp(Ω).

Preuve. Voir l’exercice 26 �

Lemme 3.5 (Théorème de Lusin)

Soient f ∈M(Ω) telle que λn({x ∈ Ω : f(x) 6= 0}) <∞. Pour tout ε > 0 il existe une

fonction g ∈ Cc(Ω) telle que

λn({x ∈ Ω : f(x) 6= g(x)}) < ε et ‖g‖∞,Ω ≤ ‖f‖∞,Ω.

Théorème 3.5

L’espace Cc(Ω) est dense dans Lp(Ω) tout 1 ≤ p < +∞.

Preuve. Soit ϕ ∈ Es(Ω), donc ϕ est bornée et vérifie λn({x ∈ Ω : ϕ(x) 6= 0}) < ∞.

D’après le théorème du Lusin (Lemme 3.5) il existe g ∈ Cc(Ω) telle que ‖g‖∞,Ω ≤

‖ϕ‖∞,Ω et ∀ε > 0 : λn({x ∈ Ω : ϕ(x) 6= g(x)}) <
( ε

2‖ϕ‖∞,Ω

)p
.
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On a

‖g − ϕ‖pp,Ω =

∫
{x∈Ω:ϕ(x)6=g(x)}

|g(x)− ϕ(x)|pdx

≤ λn({x ∈ Ω : ϕ(x) 6= g(x)})‖g − ϕ‖p∞,Ω

≤ εp.

On a montré que pout toute ϕ ∈ Es(Ω) et tout ε > 0 il existe g ∈ Cc(Ω) telle que

‖g−ϕ‖p,Ω ≤ ε. Mais Es(Ω) est dense dans Lp(Ω), d’où la densité de Cc(Ω) dans Lp(Ω).

En effet, si f ∈ Lp(Ω) et ε > 0 alors ils existent ϕ ∈ Es(Ω) et g ∈ Cc(Ω) telles que

‖f − ϕ‖p,Ω ≤ ε/2 et ‖ϕ− g‖p,Ω ≤ ε/2,

donc ‖f − g‖p,Ω ≤ ‖f − ϕ‖p,Ω + ‖ϕ− g‖p,Ω = ε. �

Théorème 3.6

L’espace Cc(Ω) n’est dense dans L∞(Ω).

Preuve. Soit ϕ ∈ Cc(Ω) alors il existe un compact K ⊂ Ω tel que ϕ(x) = 0 pour

tout x ∈ Ω\K. Ω\K est un ouvert non vide et |IΩ − ϕ| ≥ 1Ω\K ce qui donne

‖IΩ − ϕ‖∞,Ω ≥ ‖1Ω\K‖∞,Ω = 1. Donc ils existent f = 1Ω ∈ L∞(Ω) et ε = 1/2 > 0 tels

que ‖f − ϕ‖∞,Ω > ε pout tout ϕ ∈ Cc(Ω). �

3.5.3 L’espace des fonctions indéfiniment dérivables à support

compact

On pose C0(Ω) = C(Ω), Ck(Ω) = {f : Ω→ R : f est de classe Ck}, k ∈ N∗ ∪ {∞}

et Ck
c (Ω) = Ck(Ω) ∩ Cc(Ω), k ∈ N.
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Lemme 3.6

Il existe une fonction θ ∈ C∞c (Rn) positive telle que

∫
Rn

θ(x)dx = 1.

Preuve. La fonction x 7→ |x|2 appartient à C∞(Rn), donc la fonction

g(x) :=


0, |x| ≥ 1

e−
1

1−|x| , |x|<1

est un élément de C∞(Rn) vérifiant

∫
Rn

g(x) > 0.

Il existe un compact K = [−1, 1]n ⊂ Rn telle que g(x) = 0 pour tout x ∈ Rn\K donc

g ∈ C∞c (Rn) et ‖g‖1,Rn <∞. Donc la fonction cherchée est θ =
g

‖g‖1,Rn

. �

Proposition 3.12

Soit f ∈ L1(Rn), θ ∈ C1
c (Rn). Alors

f ? θ ∈ C1(Rn) et
∂

∂xj
(f ? θ) = f ?

∂

∂xj
θ, j = 1, 2, ..., n. Si de plus f est à support

compact, alors f ? θ ∈ C1
c (Rn).

Preuve. La fonction
∂

∂x1

θ est uniformément continue sur Rn. Soit ε > 0 alors

∃δε > 0 : ∀x, y ∈ Rn : |x− y| < δε =⇒ | ∂
∂x1

θ(x)− ∂

∂x1

θ(y)| < ε.

Soit v = (1, 0, ..., 0) ∈ Rn et h ∈ R, pour tout y ∈ R on pose ϕh(y) =
θ(y + hv)− θ(y)

h
.

Alors

f ? ϕ(x+ hv)− f ? ϕ(x)

h
= f ? ϕh(x).

D’après le théorème des acroissement finis, pour tout y ∈ Rn il existe ` ∈ R tel que

|`| < h et ϕh(y) =
∂

∂x1

θ(y + `v).
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Si |h| < δε alors |ϕh(y)− ∂

∂x1

θ(y)| < ε et

∣∣∣f ? ϕ(x+ hv)− f ? ϕ(x)

h
− f ? ∂

∂x1

θ(x)
∣∣∣ =

∣∣∣f ? ϕh − f ? ϕ(x)

h
− f ? ∂

∂x1

θ(x)
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫

Rn

f(x− y)
(
ϕh(y)− ∂

∂x1

θ(x)
)
dy|

≤
∫

Rn |f(x− y)|εdy

= ε‖f‖1,Rn .

Le réel ε peut être choisi arbitrairement petit, donc pour tout x ∈ Rn :

f ? ϕ(x+ hv)− f ? ϕ(x)

h
→ f ?

∂

∂x1

θ(x) quand h→ 0 c-à-dire f ?
∂

∂x1

θ =
∂

∂x1

(f ? θ).

De la même façons on montre que f ?
∂

∂xj
θ =

∂

∂xj
(f ? θ) pour j = 2, ..., n.

Si de plus f ∈ Cc(Rn) alors par la Remarque 3.3, f ? ϕ ∈ Cc(Rn). �

Corollaire 3.3

Soient f ∈ L1(Rn) et θ ∈ C∞c (Rn) alors f ? θ ∈ C∞(Ω) et

∂α1+α2+...+αn

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

(f ? θ) = f ?
(∂α1+α2+...αn

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

θ
)
, (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn.

Si de plus f est à support compact alors f ? θ ∈ C∞c (Rn).

Proposition 3.13

Soient f, θ ∈ Cc(Rn) telle que

∫
Rn

θ(x)dx = 1 et θ ≥ 0. Soit εj une suite positive telle

que εj → 0. Pour tout j ∈ N on pose θj(x) =
1

εnj
θ(εj/x). Alors, f ? θj converge vert

f simplement et en norme ‖ · ‖p,Rn pour tout 1 ≤ p < ∞. De plus, f ? θj a support

compact.

Preuve. On peut supposer que Supp f, Supp θ ⊂ [−M,M ]n. Alors

1.
∫

Rn θj(x)dx = 1, pour tout j ∈ N,

48



Compléments sur l’intégration et les espaces de Lebesgue M. SAADI

2. ‖f ? θ‖∞,Rn ≤ ‖f‖∞,Rn ,

3. Supp θj ⊂ [−εjM, εjM ]n,

4. Supp (f ? θj) ⊂ [−(1 + εj)M, (1 + εj)M ]n.

Donc f ? θj a support compact.

La fonction f est uniformément contuinue (Voir le Lemme 3.4). Soit r > 0, assez petit,

alos il existe δr > 0 tel que |x− y| < δr =⇒ |f(x)− f(y)| < r.

Si εj >
δr√
nM

, x ∈ Rn et y ∈ [−εjM, εjM ]n on a |(x − y) − x| = |y| ≤
√
nεjM ≤ δr,

donc |f(x− y)− f(x)| < r, ce qui donne

|f ? θj(x)− f(x)| =
∣∣∣ ∫

Rn

f(x− y)θj(y)− f(x)

∫
Rn

θε(y)dy
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫

Rn

(
f(x− y)− f(x)

)
θj(y)dy

∣∣∣
≤
∫

[−εjM,εjM ]n
(f(x− y)− f(x))θj(y)dy∫

[−εjM,εjM ]n
rθj(y)dy

= r.

d’où la convegence simple de f ? θj ver f .

Pour tout p ∈ [1,∞[ on a |f ? θj(x) − f(x)| → ε. Soit h = 1[−εjM,εjM ]n(2‖f‖∞,Rn)p.

Alos,
∫

Rn h(x)dx < ∞ et si 0 < εj ≤ 1 on a |f ? θε − f |p ≤ h. D’après le théorème de

convergence dominée

‖f − f ? θj‖pp,Rn =

∫
Rn

|f(x)− f ? θj(x)|pdx→ 0,

d’où le résultat voulu. �

Théorème 3.7

Si 1 ≤ p <∞ alors C∞c (Ω) est dense dans Lp(Ω).
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Preuve. Soint r > 0. Soient f ∈ Lp(Ω) et ϕ ∈ Cc(Ω) telle que ‖f − ϕ‖p,Ω ≤ r.

Soit

ϕ̃(x) =


ϕ(x), si x ∈ Ω,

0 si six ∈ Rn\Ω,

alors ϕ̃ ∈ Lp(Rn) et ‖ϕ̃ ? θj − ϕ̃‖p,Rn → 0(voir Proposition 3.13).

Si j est assez grand alors

Supp ϕ̃ ? θj ⊂ Supp ϕ̃+ Supp θj ⊂ Ω.

Soit uj = (ϕ̃ ? θj)|Ω. Alors, pour j assez grand uj ∈ C∞c (Ω) et ‖uj − ϕ‖p,Ω ≤ r. Donc,

il existe g = uj ∈ C∞c (Ω) telle que

‖f − g‖p,Ω = ‖f − ϕ‖p,Ω + ‖ϕ− uj‖p,Ω ≤ 2r,

d’où la densité de Cc(Ω) dans Lp(Ω). �

Par les mêmes arguments de la preuve du Théorème 3.6, on a le théorème suivant.

Théorème 3.8

C∞c (Ω) n’est pas dense dans L∞(Ω).

3.6 Réflexivité, Séparabilité, dual de Lp

3.6.1 Quelques rappels et définitions

Dans se paragraphe E désdigne un espace de Banach sur le corps R et ‖ · ‖E sa

norme.

Définition 3.8 (dual et bidual)

Le dual de E noté E ′ et l’ensemble des formes linéaires continues sur E.L bidual de E

noté E ′′ et l’ensemble des formes linéaires continues sur E ′.
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Si f ∈ E ′, on note 〈f, x〉 l’image de x par f , 〈·, ·〉 s’appele le crochet de dualité entre

un espace et son dual. On munit E ′ et E ′′ des normes

‖f‖E′ = sup
x∈E,x 6=0

|〈f, x〉|
‖x‖E

, f ∈ E.

et

‖ϕ‖E′′ = sup
ϕ∈E′,f 6=0

|〈f, ϕ〉|
‖f‖E′

, ϕ ∈ E ′′.

respectivement.

On introduit une application J : E → E ′′ par

[J(x)](f) = 〈f, x〉, x ∈ E

L’application J ainsi définie est une application linéaire isométrique, i.e. ‖J(x)‖E′′ =

‖x‖E pour tout x ∈ E. J est appelée injection canonique de E dans E ′′. En identifiant

E avec J(E) on peut considérer E comme un sous-espace de E ′′.

Définition 3.9 (espace réflixif )

On dit que E et réflixif si et seulemnt si J et surjective, dans ce cas on idenifie E et

E ′′ et on écrit E = E ′′.

Proposition 3.14

Si E est réflixif alors tout sous-espace vectoriel fermé de E est réfixif.

Proposition 3.15

E est réflixif si et seulement si E ′ est réfexif.

Définition 3.10 (espaces uniformément convexe)

On dit qu’un espace de Banach E est uniformément convexe si, pour tout ε > 0, il

existe δ > 0 tel que

(
‖x‖E, ‖y‖E ≤ 1 et ‖x− y‖E > ε

)
⇒
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥
E
≤ 1− δ.
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Proposition 3.16 (théorème de Milman–Pettis)

Tout espace de Banach uniformément convexe est réflixif.

Définition 3.11 (espace séparable )

On dit que E est séparable s’il existe un sous-ensemble D ⊆ E dénombrable et dense

dans E.

Proposition 3.17

Soient (xn)n≥1 une suite de vecteurs de E et F le sous-espace vectoriel engendré par

(xn)n≥1. Supposons que F soit dense dans E. Alors E est séparable.

Proposition 3.18

On suppose qu’il existe une famille d’ouverts (Oi)i∈I telle que

— Oi 6= Φ,∀i ∈ I,

— Oi ∩Oj,∀i 6= j,

— I n’est pas dénombrable,

alors E n’est pas séparable.

3.6.2 Réflexivité de Lp

Lemme 3.7 (inégalité de Clarkson)

Soit 2 ≤ p <∞, alors pour tout f, g ∈ Lp(Ω) on a

∥∥∥f + g

2

∥∥∥p
p,Ω

+
∥∥∥f − g

2

∥∥∥p
p,Ω
≤ 1

2

(
‖f‖pp,Ω + ‖g‖pp,Ω

)
.

Preuve. La fonction ϕ : x→ (x2 + 1)p/2− xp− 1 est croissante de R+ dans R+. Alors,

pour tout x ∈ R+ : ϕ(x) ≥ 0 = ϕ(0) = 0.

Soit α, β ∈ R+, avec β 6= 0 alors ϕ
(α
β

)
≥ 0, alors

α2 + β2 ≤ (α2 + β2)p/2,
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cette inégalité et vraie pour β = 0, alors

αp + βp ≤ (α2 + β2)p/2, ∀α, β ≥ 0.

En prenant α =
∣∣∣a+ b

2

∣∣∣ et β =
∣∣∣a− b

2

∣∣∣ on trouve

∣∣∣a+ b

2

∣∣∣p +
∣∣∣a− b

2

∣∣∣p ≤ (∣∣∣a+ b

2

∣∣∣2 +
∣∣∣a− b

2

∣∣∣2)p/2 =
(a2

2
+
b2

2

)p/2
≤ 1

2

(
|a|p + |b|p

)
,∀a, b ∈ R.(3.5)

(dans la dernière inégalité, on a utilisé la convexité de la fonction x 7−→ xp/2, p ≥ 2).

Soi x ∈ Ω, pour a = f(x) et b = g(x) il vient

∣∣∣f(x) + g(x)

2

∣∣∣p +
∣∣∣f(x)− g(x)

2

∣∣∣p ≤ 1

2

∣∣∣f(x)|p + |g(x)|p
)
,

donc il suffit d’intégrer sur Ω pour avoir le résultat voulu. �

Proposition 3.19

Si 2 ≤ p <∞ alors Lp(Ω) est réfixif.

Preuve. Soit f, g ∈ Lp(Ω) et ε > 0 tels que ‖f‖p,Ω, ‖g‖p,Ω ≤ 1 et ‖f − g‖p,Ω > ε, alors,

par l’inégalité de Clark (Lemme 3.7)

∥∥∥f + g

2

∥∥∥p
p,Ω
≤ 1

2
−
(ε

2

)p
,

alors ∥∥∥f + g

2

∥∥∥
p,Ω
≤
(1

2
−
(ε

2

)p)1/p

,

d’où ∥∥∥f + g

2

∥∥∥
p,Ω
≤ 1− δ, avec δ = 1−

(1

2
−
(ε

2

)p)1/p

,

donc Lp(Ω) est uniformément convexe donc rtéflixif, d’aprés la Prposition 3.16. �
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Proposition 3.20

Si 1 ≤ p ≤ 2 alors Lp(Ω) est réfixif.

Preuve. Pour tout u ∈ Lp(Ω) et f ∈ Lp′(Ω) on pose

Tu(f) =

∫
Ω

fudx.

On vérifie facilement à l’aide de linégalité de Hölder que Tu est une applicattion linéaire

continue sur Lp(Ω) i.e., Tu ∈ (Lp
′
(Ω))′ (le dual de Lp

′
(Ω)) et que ‖Tu‖(Lp′ (Ω))′ ≤

‖u‖Lp(Ω).

Soit

h(x) =


|u(x)|p−2u(x) si u(x) 6= 0,

0 si u(x =)0

,

alors, h ∈ Lp′(Ω), ‖h‖Lp′ (Ω) = ‖u‖p−1
Lp(Ω) et (Tu)(h) = ‖u‖pLp(Ω). Avec

‖Tu‖Lp′ (Ω) ≥
|T (u)(h)|
‖h‖Lp′ (Ω)

= ‖u‖Lp(Ω),

donc

‖Tu‖(Lp′ (Ω))′ = ‖u‖Lp(Ω),

ce qui implique que Tu est une isométrie de Lp(Ω) dans un sous-espace de (Lp
′
(Ω))′.

On a Lp
′
(Ω) et réflixif car 2 ≤ p′ <∞ (voir la Proposition 3.19), d’après la Proposition

3.15 (Lp
′
(Ω))′ est réflixif alors T (Lp(Ω)) est réflixif d’aprés la Proposition 3.14, et

comme T est une isométrie il vient que Lp(Ω) est réflixif. �

En résumé, on a montré le théorème suivant

Théorème 3.9

Soit 1 < p <∞, alors Lp(Ω) est réflixif.
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Pour les cas p = 1 et p =∞, on admet le théorème suivant dont la démonstration un

peut compliquer par rapport au niveau de ce cours.

Théorème 3.10

L1(Ω) et L∞(Ω) ne sont pas réflixifs.

3.6.3 Séparabilité de Lp

Théorème 3.11

Pour tout 1 ≤ p <∞, Lp(Ω) est séparable.

Preuve. La preuve repose sue le Lemme 3.17. Soit F l’ensemble des combinaisons

linéaires à coefficients dans Q d’indicatrices de pavés de la forme
N∏
j=1

]xj, yj[ inclus dans

Ω avec les xj, yj à coordonnées rationnelles. Clairement, F est dénombrable, il reste à

montrer que F est dense dans Lp(Ω).

Soit f ∈ Lp(Ω) et ε > 0. Par densité de Cc(Ω), il existe g ∈ Cc(Ω) telle que ‖f−g‖p,Ω ≤

ε

2
.

Soit Ω′ un ouvert borné tel que suup(g) ⊂ Ω′ ⊂ Ω. Par la continuité uniforme de g, on

construit une fonction h ∈ F telle que supp(h) ⊂ Ω′ et

|g(x)− h(x)| ≤ ε

2(λn(Ω′))1/p
, p.p.x ∈ Ω,

alors

‖g − h‖p,Ω ≤
ε

2
,

d’où

‖f − h‖p,Ω ≤ ‖f − g‖p,Ω + ‖g − h‖p,Ω =
ε

2
+
ε

2
= ε.

�
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Théorème 3.12

L∞(Ω) n’est séparable.

3.6.4 Dual de Lp

Les résultats suivants vont nous permettre caréctriser le dual topologique des es-

paces Lp(Ω).

Proposition 3.21 (Théorème de représentation de Reisz)

Soit 1 < p < +∞ et p′ son exposant conjugué. Soit ϕ ∈ (Lp(Ω))′, alors il existe un

unique u ∈ Lp′(Ω) tel que ϕ = Lu, c’est à dire

〈ϕ, f〉(Lp(Ω),(Lp(Ω))′) =

∫
Ω

u(x)f(x)dx, ∀f ∈ Lp(Ω).

De plus on a

‖u‖p′,Ω) = ‖ϕ‖(Lp(Ω))′ .

Ce théorème est important, car il permet de représenter toute forme linéaire continue

sur Lp(Ω) ( 1 < p < +∞) à l’aide d’une fonction de Lp
′
(Ω). L’application ϕ 7−→ u est

un opérateur linéaire isométrique et surjectif qui permet d’identifier le dual de Lp(Ω)

avec Lp
′
(Ω).

Proposition 3.22

Soit ϕ ∈ (L1(Ω))′. Alors il existe un unique u ∈ L∞(Ω) tel que

〈ϕ, f〉(L1(Ω),(L1(Ω))′) =

∫
Ω

u(x)f(x), ∀f ∈ L1(Ω).

De plus on a

‖u‖∞,Ω = ‖ϕ‖(L1(Ω))′ .
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Ce théorème nous a permet d’identifier le dual de L1(Ω) à L∞(Ω).

Remarque 3.4

En particulier, l’espace de Hilbert L2(Ω) est isomorphe à son dual topologique (L2(Ω))′.

Pour toute forme linéaire continue ϕ : L2(Ω) → R, il existe un unique f ∈ L2(Ω) tel

que ϕ(g) =
∫

Ω
fg = 〈f, g〉L2, où 〈·, ·〉L2 est le produit scalaire de L2(Ω).

Remarque 3.5

On peut identifier le dual de L∞(Ω) avec un sous-espace propre de L1(Ω).
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Exercixes résolus
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Exercices sur le premier chapitre

Exercice 1

Soit A et B deux parties d’un ensemble E.

1. Ecrire 1A∩B et 1A∪B en fonction de 1A et 1B.

2. Déterminer les indicatrices des ensembles suivants : Ac, A \B et A4B.

Solution :

Soit x ∈ E.

1. Pour 1A∩B. On a 1A(x) =


1 si x ∈ A

0 si /∈ A
, 1B(x) =


1 si x ∈ B

0 si /∈ B
et

1A∩B(x) =


1 si x ∈ A et x ∈ B

0 si /∈ A ou x /∈ B

c-à-dire

1A∩B =


1 si 1A = 1 et 1B = 1

0 si 1A = 0 ou 1B = 0

donc 1A∩B = 1A × 1B.

Pour 1A∪B. On a

1A∪B(x) =


1 si x ∈ A ou x ∈ B

0 si /∈ A et x /∈ B
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On distingue deux cas

a) Premier cas : A∩B = Φ. Il y a trois possibilités de positionnement de x ∈ E :

x ∈ A, x ∈ B et x ∈ (A ∪B)c.

1A(x) 1B(x) 1A∪B(x)

x ∈ A 1 0 1

x ∈ B 0 1 1

x ∈ (A ∪B)c 0 0 0

Alors, 1A∪B = 1A + 1B.

b) Deuxième cas : A ∩ B = Φ. Il y a quatre possibilités de positionnement de

x ∈ E : x ∈ A ∩B, x ∈ A ∩Bc, x ∈ Ac ∩B et x ∈ (A ∪B)c.

60



Compléments sur l’intégration et les espaces de Lebesgue M. SAADI

1A(x) 1B(x) 1A(x)1B(x) 1A∪B(x)

x ∈ A ∩B 1 1 1 1

x ∈ A ∩Bc 1 0 0 1

x ∈ Ac ∩B 0 1 0 1

x ∈ (A ∪B)c 0 0 0 0

Alors, 1A∪B = 1A + 1B − 1A1B.

2. Déterminer les indicatrices des ensembles suivants : Ac, A \B et A4B.

1Ac(x) =


1 si x /∈ A

0 si ∈ A
, alors 1Ac = 1− 1A.

1A\B = 1A∩Bc = 11 × 1Bc = 1A(1− 1B).

1A4B = 1(A\B)∪(B\A) = 1A\B + 1B\A = 1A + 1B − 21A1B.

Exercice 2

Les questions suivantes sont indépendantes.

1. Montrer que Ij =

∫ 1

0

x1/jdx existe pour tout j ∈ N∗. Expliciter la limite de

(Ij)j.

2. Déterminer, si elle existe, lim
j→+∞

∫ j

0

(
1− x

j

)j
dx.

3. Déterminer, si elle existe, lim
j→+∞

∫ +∞

0

dx

(1 + x2)(1 + xj)1/j
.

4. Soit f : R+ → R+ une fonction continue et bornée. On pose pour j ∈ N :

Ij =

∫ +∞

0

jf(t)e−jtdt.

Déterminer la limite de Ij quand j → +∞.

5. Soit f : R→ R une fonction mesurable et bornée p. p. sur ]0,+∞[. Après avoir

montrer son existence, calculer lim
j→∞

∫ +∞

0

e−jxf(x)dx.
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Solution :

1. Soit fj(x) = x1/j, j ∈ N∗. Pour tout j ∈ N, la fonction fj est continue et sur [0, 1]

donc intégrable sur [0, 1]. De plus la suite (fj) est positive, croissante (fj(x) ≤

fj+1(x) pour tout x ∈ [0, 1]) et vérifie lim
j
fj(x) = lim

j
e

1
j

lnx = 1. Par le théorème

de la convergence monotone on a lim
j

∫ 1

0

fj(x)dx =

∫ 1

0

lim
j
fj(x)dx = 1.

2. On a

∫ j

0

(
1− x

j

)j
dx =

∫ +∞

0

11[0,j]

(
1− x

j

)j
dx. Soit fj(x) = 11[0,j]

(
1− x

j

)j
.

fj est continue par morceau donc mesurable, et fj(x)
j→ f(x) = e−x. On a aussi

pour tout x ≥ 0, |fj(x)| ≤ e−x et
∫ +∞

0
e−xdx <∞. Donc par le théorème de la

convergence dominée on aura lim
j

∫ +∞

0

fj(x)dx =

∫ +∞

0

e−xdx = 1.

3. Soit fj(x) =
1

(1 + x2)(1 + xj)1/j
. Alors

— fj est continue sur [0,+∞[ donc mesurable.

— On a |fj(x)| ≤ 1
1+x2

qui est intégrable sur [0,+∞[ donc

∫ +∞

0

fj(x)dx existe.

— Si 0 ≤ x ≤ 1 on a lim
j
fj(x) =

1

1 + x2
et si x > 1 on a limj fj(x) = 1

x(1+x2)
.

D’après le T.C.D. on obtient

lim
j

∫ +∞

0

fj(x)dx =

∫ 1

0

1

1 + x2
dx+

∫ +∞

1

1

x(1 + x2)
dx =

π

4
+ 0 =

π

4

4. On fait le chanagement de variable u = jt donc Ij =
∫ +∞

0
f(u/j)e−udu.

La fonction f est bornée, alors il existe une constante C > 0 telle que |f(x)| ≤

C, ∀x ∈ R+. On a |f(u/j)e−u| ≤ Ce−u = g(u) avec g intégrable sur ]0,+∞[.

Donc par convergence dominée on obtient

lim
j
Ij =

∫ +∞

0

f(0)e−udu = f(0).

5. Soit fj(x) = e−jxf(x). La fonction f est bornée p.p. sur ]0,+∞, alors il existe

une constante C > 0 telle que |f(x)| ≤ C, p.p.x ∈ R, donc |fj(x)| ≤ Ce−jx ≤
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Ce−x, p.p.x ∈]0,+∞[, ∀j ≥ 1. La fonction x 7→ e−x est intégrable sur [0,+∞[,

les (fj) sont mesurables sur [0,+∞[ et fj(x)→f(x) = 0, alors, le TCD nous

donne lim
j

∫ +∞

0

fj(x)dx =

∫ ∞
0

e−jxf(x)dx = 0.

Exercice 3

1. Montrer que pour tout x ∈ R+,

{(
1 +

x

j

)j}
est une suite croissante et

lim
j→∞

(
1 +

x

n

)j
= ex =

∞∑
k=0

xk

k!
.

2. Calculer la limite

lim
j→∞

∫
R+

(
1 +

x

j

)j
e−bxdλ(x)

où b > 1.

Solution :

1. Montrons que pour tout x ∈ R+, (1+ x
j
)j est une suite croissante et que lim

j→∞
(1+

x
j
)j = ex. Pour j ∈ N on a

(
1 +

x

j

)n
=

j∑
k=0

(
j

k

)(
x

j

)k
=

j∑
k=0

aj,k
xk

k!
,

où aj,k =
j!

(j − k)!jk
=
j(j − 1) · · · (j − k + 1)

jk
.

Les assertions suivantes sont vraies :

i) aj+1,k ≥ aj,k. En effet, j+1−l
j+1

≥ j−l
j

pour l ∈ N car j2 + j − l · j ≥

j2 + j − l · j − l,

ii) aj,k < 1 (évident) ;

iii) Pour tout k ∈ N, lim
j→∞

aj,k = 1.
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Comme aj+1,j+1 > 0,

(
1 +

x

j + 1

)j+1

=

j+1∑
k=0

aj+1,k
xk

k!
>

k∑
k=0

aj+1,k
xk

k!
. Il s’ensuit

donc de (i) que la suite

{(
1 +

x

j

)j}
est croissante. Les assertions (ii) et (iii)

impliquent que (
1 +

x

j

)j
=

j∑
k=0

aj,k
xk

k!
≤

j∑
k=0

xk

k!
≤

∞∑
k=0

xk

k!
= ex

et que, pour tout m ∈ N, lim
j→∞

(
1 +

x

j

)j
≥

m∑
k=0

xk

k!
. Ainsi, lim

j→∞

(
1 +

x

j

)j
=

ex.

2. Par le théorème de convergence monotone, on a pour b > 1,

lim
j→∞

∫
R+

(
1 +

x

j

)j
e−bxdλ(x) =

∫
R+

lim
j→∞

(
1 +

x

j

)j
e−bxdλ(x)

=

∫ ∞
0

e(1−b)xdλ(x) =
1

b− 1
.

Exercice 4

Montrer que

1. lim
j→∞

∫ j

0

(
1− x

n

)j
xmdx = m! (pour tout m ∈ N).

2. lim
n→∞

∫ j

0

(
1 +

x

n

)j
e−2xdx = 1.

Solution :

1. Pour tout x ∈ R+ et j ∈ N on a(
1− x

j

)j
≤ e−x.

En effet, comme ln y ≤ y− 1 pour y > 0, on a ln y−
1
j ≤ y−

1
j − 1, c’est-à-dire(

1− ln y
j

)j
≤ y−1. Ainsi, en posant x = ln y, il vient

(
1− x

j

)j
≤ e−x. De plus,

lim
j→+∞

(
1− x

j

)j
= lim

j→+∞
ej ln(1−x

j ) = lim
j→+∞

en(−
x
j

+x
j
ε(x

j )),
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où limu→0 ε(u) = 0. Ainsi limj→+∞

(
1− x

j

)j
= e−x.

Posons fj(x) =
(

1− x
j

)j
xm1[0,j]. Alors en utilisant le théorème de convergence

dominée et sachant que Γ(m+ 1) =
∞∫
0

e−xxmdx = m!, on obtient le résultat.

2. Soit fj(x) =
(

1 + x
j

)j
e−2x1[0,j]. Comme la suite {fj(x)} est croissante et

lim
j→∞

fj(x) = e−x, on obtient le résultat en appliquant le théorème de conver-

gence monotone.

Exercice 5

Soit f ∈ L1(R). Calculer la limite lim
j

∫
R

cosj(πx)f(x)dx.

Solution :

Soit fj(x) = cosj(πx)f(x), alors lim
j
fj(x) égale à 0 si x /∈ Z, égale à 1 si x ∈ 2Z et

n’existe pas si x ∈ 2Z + 1 donc fj converge p.p. vert 0 car Z est niglégeable. D’autre

part, pour tout j ∈ N et tout x ∈ R on a |fj(x)| ≤ |f(x)|, d’après le théorème de

convergence dominée la limite cherchée égale à 0.

Exercice 6

Soient 0 < a < 1 < b <∞ et f ∈ L1(]a, b[), et f(1) 6= 0. Soit fj une suite de fonctions

définie par fj(x) =
f(x)

1 + xj
.

1. Déterminer la limite simple de (fj).

2. Etablir l’égalité : lim
j→∞

∫ b

a

fj(t)dt =

∫ 1

a

f(t)dt.

3. On suppose maintenant que f ∈ C1([a, b]). Montrer que

∫ 1

a

tj−1fj(t)dt ∼
ln 2

j
f(1).

Solution :
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1. On a

lim
j→∞

fj(x) =


f(x) si x ∈ [a, 1[

f(1)/2 si x = 1

0 si x ∈]1, b]


= g(x).

2. Remarquons que |fj(x)| ≤ |f(x)| et f est intégrable sur [a, b], donc d’après le

TCD on obtient

lim
j

∫ b

a

fj(x)dx =

∫ b

a

lim
j
fj(x)dx =

∫ b

a

g(x)dx =

∫ 1

a

f(x)dx.

3. Par une intégration par partie on aura

∫ 1

a

tj−1fj(t)dt =

[
1

j
ln(1 + tj)f(t)

]1

a

− 1

j

∫ 1

a

f ′(t) ln(1 + tj)dt,

avec

[
1

j
ln(1 + tn)f(t)

]1

a

=
ln 2

2
f(1) +

ln(1 + aj)

n
f(a) ' ln 2

2
f(1).

car ln(1 + aj)→ 0. D’autre part

∣∣∣ 1

ln
(1 + tn)f ′(t)

∣∣∣ ≤ 1

j
‖f ′‖∞

∫ 1

0

tndt
(∞)
' 0.

(Remarque ln(1 + u) ≤ u). Donc on obtient le résultat voulu.

Exercice 7

Soit

fj(x) =
xe−x

(1 + xj)1/j
, j ∈ N et x ∈ R+.

— Calculer

∫ ∞
0

xe−xdx.

— Montrer que lim
j

(1 + xj)1/j = x,∀x > 1.

— Calculer la limite simple de f .

— Calculer lim
j

∫ ∞
0

fj(x)dx.
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Solution :

—

∫ ∞
0

xe−xdx = [x(−e−x)]∞0 +

∫ ∞
0

e−xdx = 1.

— Soit x > 1. lim
j

(1 + xj)1/j = lim
j
e(1/j)ln(1+xj) = lim

j
e(1/j)ln(xj( 1

xj
+1)) = x.

— lim
j
fj(x) =


xe−x si 0 ≤ x < 1,

e−x si x ≥ 1.

.

— On a fj → f sur [0,+∞[.

Pour tout j ≥ 1, on a |fj(x)| ≤ xe−x avec x 7→ xe−x est intégrable sur [0,+∞.

D’après le TCD

lim
j

∫ ∞
0

fj(x)dx =

∫ ∞
0

lim
j
fj(x)dx =

∫ 1

0

xe−xdx+

∫ ∞
1

xe−xdx = 1− e−1

.

Exercice 8

1) Soit fj(x) = e−|x|+(cos(x))2j , j ∈ N, x ∈ R.

a) Calculer lim
j
fj(x).

b) En déduire que la suite de fonctions (fj)j converge p.p. vers une fonction inté-

grable sur R.

c) Calculer lim
j

∫
R
fj(x)dx.

2)On donne
ln(1− x)

x
= −

∞∑
j=1

xj−1

j
, x ∈]0, 1[. Soit fj(x) = −x

j−1

j
lnx.

a) Calculer

∫ 1

0

fj(x)dx par une intégration par partie.

b) Montrer que

∫ 1

0

ln(1− x) lnx

x
dx =

∞∑
j=1

1

j3
.

Solution :

1) Soit fj(x) = e−|x|+(cos(x))2j , j ∈ N, x ∈ R.
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a) lim
j
fj(x) =


e−|x| si x ∈ R\πZ,

e−|k|π+1, si x = kπ, k ∈ Z

b) L’ensemble kZ est négligeable donc (fj)j converge p.p. vers la fonction f(x) =

e−|x| qui est intégrable sur R car

∫
R
f(x)dx =

∫ 0

−∞
exdx+

∫ ∞
0

e−xdx = 2

c) Les fonctions fj, j ∈ N sont mesurables. Pour tout j ∈ N on a fj(x) ≤ e1−|x| =

e1f(x) intégrable. D’après le théorème de convergence dominée lim
j

∫
R
fj(x)dx =∫

R
f(x)dx = 2

2)On donne ln(1− x) = −
∞∑
j=1

xj−1

j
=

ln(1− x)

x
, x ∈]0, 1[. Soit fj(x) = −x

j−1

j
lnx.

a)

∫ 1

0

fj(x)dx =
[
− xj

j2
lnx
]1

0
+

∫ 1

0

xj−1

j2
dx =

[xj
j3

]1

0
=

1

j3

b) Les fonctions fj, j ∈ N sont positives donc

∫ 1

0

∞∑
j=1

fj(x)dx =
∞∑
j=1

∫ 1

0

fj(x)dx

d’où∫ 1

0

ln(1− x) lnx

x
dx =

∫ 1

0

∞∑
j=1

fj(x)dx =
∞∑
j=1

∫ 1

0

fj(x)dx =
∞∑
j=1

1

j3
.
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Exercice 9

Soient Ω = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0 et x2 + y2 ≤ 1} et f la fonction définie sur Ω

par f(x, y) =
1√

x2 + y2
.

1) Montrer que f ∈ L1(Ω) et calculer ‖f‖1,Ω.

2) Calculer la limite

lim
j→+∞

∫
Ω

√
(x2 + y2)√

(x2 + 1
j
y + y2)(x2 + 1

j
x+ y2)

dxdy.

Solution :

1) f est mesurable sur Ω comme fonction continue sur Ω.

En utilisant les cordonées polaires, on a∫
Ω

|f(x, y)|dxdy =

∫ π/2

0

∫ 1

0

1

ρ
ρdρ =

π

2
<∞.

Alors, f ∈ L1(Ω) et ‖f‖1,Ω =
π

2
.

2) Pour tous (x, y) ∈ Ω et j ∈ N∗, on pose

fj(x, y) =

√
(x2 + y2)√

(x2 + 1
j
y + y2)(x2 + 1

j
x+ y2)

.

• Les fonctions fj sont mesurables comme fonctions continues sur Ω.

• fj → f sur Ω.
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• Pour tous (x, y) ∈ Ω et j ∈ N∗, on a

|fj(x, y)| ≤ f(x, y), et f ∈ L1(Ω),

d’après le TCD

lim
j→+∞

∫
Ω

fj(x, y)dxdy =

∫
Ω

f(x, y)dxdy =
π

2
.

Exercice 10

Soit Ω un ouvert de Rn de mesure finie. Soit {fj}j∈N une suite de fonctions mesurables

convergeante presque partout sur Ω. On suppose qu’il existe une constante C > 0 telle

que |fj| ≤ C pour tout j ≥ 1. Déterminer lim
n→+∞

∫
Ω

fj dx.

Solution :

Puisque Ω est de mesure finie, la fonction constante égale à C est intégrable, et son inté-

grale est Cλn(Ω). Soit f la limite simple de (fj). Une application directe du théoréme

de Lebesgue donne

lim
n→+∞

∫
Ω

fj(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx.

Exercice 11

On pose pour x ≥ 0, f(x) =

∫ +∞

0

e−xt
1− cos t

t2
dt.

1. Montrer que f est continue sur [0,+∞[ et tend vers 0 en +∞.

2. Montrer que f est deux fois dérivables sur [0,+∞[ et calculer f ′′(x).

3. En déduire la valeur de f(0) puis la valeur de l’intégrale convergente

∫ +∞

0

sin t

t
dt.

Solution :
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1. La fonction h : t 7−→ 1−cos t
t2

est continue sur ]0,+∞[ et on a

lim
t→+∞

1− cos t

t2
= 0 et lim

t→0

1− cos t

t2
=

1

2
.

Donc intégrable sur ]0,+∞[.

La fonction g : (x, t) 7−→ e−xt
1− cos t

t2
est continue sur R+×]0,+∞[ et on∣∣∣e−xt1− cos t

t2

∣∣∣ ≤ 1− cos t

t2
, donc f est continue. Et on a

|f(x)| ≤ ‖h‖∞
∫ x

0

e−xtdt =
‖h‖∞
x

.

On en déduit que f tend vers 0 en +∞.

2. Les déivées partielles
∂g

∂x
et ∂2g

∂x2
existes et sont continues sur R∗+×]0,+∞[.

Et on a t 7−→ ∂g

∂x
(x, t) est continue par morceaux et intégrable sur ]0,+∞[.

Alors, soit [a; b] ⊂ R∗+, on a

∀(x, t) ∈ [a, b]×]0,+∞[:
∣∣∣∂2g

∂x2
(x, t)

∣∣∣ ≤ 2−at = k(t).

La fonction k est intégrable sur ]0,+∞[. Par domination sur tout segment, f

est de classe C2 et

f ′′(x) =

∫ +∞

0

e−xt(1− cos t)dt =
1

x
− x

x2 + 1
.

3. On a f ′(x) = ln x − 1

2
ln(1 + x2), puisque f ′(x)

x→+∞−→ 0. Donc f(x) = x lnx −

x ln
√

1 + x2 − arctanx + π
2
, puisque f(x)

x→+∞−→ 0. par continuité, on obtient

f(0) = π/2. Par intégration par parties

∫ +∞

0

1− cos t

t2
dt =

∫ +∞

0

2 sin2(t/2)

t2
dt =

[
−2 sin2(t/2)

t

]+∞

0

+

∫ +∞

0

sin t

t
dt

donc

∫ +∞

0

1− cos t

t2
dt =

∫ +∞

0

sin t

t
dt d’où

∫ +∞

0

sin t

t
dt =

π

2
.
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Exercice 12

Donner le domaine de définition, de continuité et de dérivabilité de la fonction

f(x) =

∫ +∞

0

cos(xt)

1 + t2
dt.

Solution :

On a f(x) =

∫ +∞

0

cos(xt)

1 + t2
dt, une intégration par partie nous donne

f(x) =
2

x

∫ +∞

0

t sin(xt)

(1 + t2)2
dt.

On pose h(x, t) =
t sin(xt)

(1 + t2)2
. On applique le théorème de dérivabilité des intégrales à

paramètre pour la fonction h, donc

— h est continue sur R× [0,+∞[.

— |h(x, t)| ≤ t

(1 + t2)2
= ϕ(t), On a ϕ continue sur [0,+∞[ et ϕ(t) ∼ 1

t3
au

voisinage de +∞ qui est intégrable (Intégrale généralisée de Reimann) donc ϕ

est intégrable sur [0,+∞[.

— (x, t)→ ∂h(x, t)

∂x
=
t2 cos(xt)

(1 + t2)2
est continue sur R× [0,+∞[.

On a
∣∣∣∂h(x, t)

∂x

∣∣∣ ≤ t2

(1 + t2)2
, donc dominée par une fonction continue et intégrable alors

elle aussi est intégrable sur [0,+∞[.

Ainsi, la fonction x 7−→
∫ +∞

0

t sin(xt)

(1 + t2)2
dt est de classe C1 sur R donc dérivable sur

R, et par suite f est dérivable sur R∗.

Exercice 13

Montrer que l’on ne peut pas appliquer le théorème de Fubini pour calculer l’intégrale

∫
D

x2 − y2

(x2 + y2)2
dxdy, avec D =]0, 1]2.
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Solution :

On pose f(x, y) = x2−y2
(x2+y2)2

et on calcule les deux intégrales

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y)dx

)
dy ,

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y)dy

)
dx

Alors

∫ 1

0

f(x, y)dx =

∫ 1

0

2x2

(x2 + y2)2
dx−

∫ 1

0

dx

x2 + y2

=

[
−x

x2 + y2

]1

0

+

∫ 1

0

1

x2 + y2
dx−

∫ 1

0

dx

x2 + y2

= − 1

1 + y2

Donc ∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y)dx

)
dy =

∫ 1

0

−dy
1 + y2

= −π
4
.

de la même façon on calcule l’autre intégrale et on trouvera

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y)dy

)
dx =

∫ 1

0

dx

1 + x2
=
π

4
.

Ces résultats nous montre que le théorème de Fubini ne s’applique pas pour cette

intégrale, car la fonction f 6∈ L1(]0, 1]2). En effet, en passant aux coordonées polaires

on trouve ∫
D

f(x, y)dxdy =

∫ 2π

0

∫ 1

0

| cos 2θ|
r

drdθ,

qui est divergente.

Exercice 14

Montrer que la fonction (x, y) 7→ e−ysin(2xy) est intégrable pour la mesure de Lebesgue

sur Ω = [0, 1]×]0,+∞[, en déduire la valeur de

∫ ∞
0

e−y

y
sin2(y)dy.
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Solution :

La fonction (x, y) 7→ e−ysin(2xy) est mesurable parsequ’elle est continue sur Ω.

Pour tout y ∈]0,+∞[, la fonction x 7→ e−ysin(2xy) est intégrable sur [0, 1] pars-

qu’elle est majorée par la fonction x 7→ e−y qui est intégrable sur [0, 1], de plus on a∫ 1

0

e−ysin(2xy)dx ≤ e−y,∀y ∈]0,+∞[.

D’autre part,

∫ ∞
0

(∫ 1

0

e−ysin(2xy)dx
)
dy ≤

∫ ∞
0

e−ydy = 1.

D’après le théorème de Tonelli (x, y) 7→ e−ysin(2xy) est intégrable sur Ω.

D’après le théorème de Fibini

I =

∫ ∞
0

(∫ 1

0

e−ysin(2xy)dx
)
dy =

∫ 1

0

(∫ ∞
0

e−ysin(2xy)dy
)
dx.

On a∫ ∞
0

(∫ 1

0

e−ysin(2xy)dx
)
dy =

∫ ∞
0

e−y
[
− 1

2y
cox(2xy)dx

]x=1

x=0
dy =

∫ ∞
0

1

2

(
−cos(2y)+1

)e−y
y
dy.

donc

I =

∫ ∞
0

e−y

y
sin2(y)dy.

Maintenant, on va calculer

∫ 1

0

(∫ ∞
0

e−ysin(2xy)dy
)
dx.

Par une intégration par partie on trouve

∫ ∞
0

e−ysin(2xy)dy =
2x

1 + 4x2
,∀x ∈ [0, 1],

donc

∫ 1

0

(∫ ∞
0

e−ysin(2xy)dy
)
dx =

∫ 1

0

2x

1 + 4x2
dx =

ln 5

4
.

Enfin,

I =

∫ ∞
0

e−y

y
sin2(y)dy =

ln 5

4
.

Exercice 15

1. Pour x > 0, calculer l’intégrale

∫ +∞

0

1

(1 + y)(1 + x2y)
dy, et en déduire la valeur

de

∫ +∞

0

lnx

x2 − 1
dx.
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2. Pour x > 0, calculer l’intégrale

∫ 1

0

cos(xy)dy, et en déduire la valeur de

∫ +∞

0

sinx

x
e−txdx,

pour tout t > 0.

Solution :

1. On a

∫ ∞
0

1

(1 + y)(1 + x2y)
dy =

1

x2 − 1

∫ ∞
0

x2 − 1

(1 + y)(1 + x2y)
dy

=
1

x2 − 1

∫ ∞
0

x2

1 + x2y
− 1

1 + y
dy

=
1

x2 − 1

[
ln(1 + x2y)− ln(1 + y)

]+∞
0

=
2 lnx

x2 − 1
.

Ainsi, en utilisant le théorème de Fubini-Tonelli,

∫ +∞

0

lnx

x2 − 1
dx =

1

2

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

1

(1 + y)(1 + x2y)
dy

)
dx =

1

2

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

1

(1 + y)(1 + x2y)
dx

)
dy

=
1

2

∫ ∞
0

dy

1 + y

(∫ ∞
0

dx

1 + x2y

)
=

1

2

∫ ∞
0

1

1 + y

[
1
√
y

arctan(
√
yx)

]∞
0

=
π

4

∫ ∞
0

dy

(1 + y)
√
y

=
π

4

∫ ∞
0

2du

1 + u2
=
π2

4
(en posantu =

√
y).

2. On a

∫ 1

0

cos(xy)dy =

[
sin(xy)

x

]1

0

=
sinx

x
.

On pose g(x, y) = cos(xy)e−tx pour x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ 1 et t > 0. On a |g(x, y)| ≤

e−tx intégrable sur R+ × [0, 1] d’après le théorème de Fubini-Tonelli. Donc g est

intégrable sur R+ × [0, 1] donc on a

∫ ∞
0

sinx

x
e−txdx =

∫ ∞
0

(∫ 1

0

g(x, y)dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ ∞
0

cos(xy)e−txdx

)
dy

=

∫ 1

0

(∫ ∞
0

1

2
(e(iy−t)x + e(−iy−t)x)dx

)
dy =

∫ 1

0

1

2

(
1

t− iy
+

1

t+ iy

)
dy

=

∫ 1

0

t

y2 + t2
dy = arctan

(
1

t

)
.
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Exercice 16

Pour tous x > −1 et t ∈]0, 1[, on pose f(x, t) =
tx − 1

ln(t)
et on admet que la fonction

x 7→ F (x) =

∫ 1

0

f(x, t)dt est bien définie sur ]− 1,+∞[.

1. Montrer que la fonction x 7→ f(x, t) est dérivable sur ] − 1,+∞[ pour tout

t ∈]0, 1[ et que
∂f

∂x
f(x, t) = tx pour tous x > −1 et t ∈]0, 1[.

2. En déduire que F est dérivable sur ] − 1,+∞[ et calculer F ′(x) pour tout x ∈

]− 1,+∞[.

3. Calculer F (0) et déduire une expression simple de F (x).

Solution :

1. Pour tout t ∈]0, 1[, la fonction x 7→ f(x, t) est dérivable sur ] − 1,+∞[ comme

composée de fonctions dérivables, de plus, pour tous x > −1 et t ∈]0, 1[, on a

∂f

∂x
f(x, t) =

∂f

∂x

(ex ln t − 1

ln t

)
= ex ln t = tx.

2. On a

— La fonction t 7→ f(x, t) est intégrable sur ]0, 1[ pour tout x > −1.

— La fonction x 7→ f(x, t) est déribalble sur ]− 1,+∞[ pour tout t ∈]0, 1[.

— Pour tout x > −1 et t ∈]0, 1[,
∂f

∂x
f(x, t) = tx ≤ 1 et la fonction t 7→ 1 est

intégrable sur ]0, 1[.

Donc, la fonction F est dérivable sur ]− 1,+∞[ et

F ′(x) =

∫ 1

0

txdx =
[ 1

x+ 1
tx
]1

0
=

1

x+ 1
.

3. F (0) =

∫ 1

0

t0 − 1

ln t
= 0. Pour tout x > −1, on a F ′(x) =

1

x+ 1
, donc F (x) =

ln(x+ 1) + C er comme F (0) = 0, il vient C = 0, donc F (x) = ln(x+ 1).
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Exercice 17 (inégalité de Hölder généralisée)

1) Soient p, q, r ∈ [1,+∞] tels que
1

r
=

1

p
+

1

q
. Soient f, g ∈M(Ω). Montrer que

‖fg‖r,Ω ≤ ‖f‖p,Ω‖g‖q,Ω.

2) Soientm un entier supperieur ou égale à 2, p1, p2, ..., pm ∈ [1,+∞] et fj ∈M(Ω), j =

1, 2, ...,m. Soit r ∈ [1,∞] telle que
1

r
=

1

p1

+
1

p2

+ ...+
1

pm
.

Montrer que

‖f1f2...fm‖r,Ω ≤ ‖f1‖p1,Ω‖f2‖p2,Ω...‖fm‖pm,Ω.

Solution :

1) Soient p, q, r ∈ [1,+∞] tels que
1

r
=

1

p
+

1

q
.

• Si r =∞ alors p = q =∞.

On a |f(x)g(x)| = |f(x)||g(x)| ≤ ‖f‖∞,Ω‖f‖∞,Ω p.p. x ∈ Ω, donc

‖fg‖∞,Ω ≤ ‖f‖∞,Ω × ‖g‖∞,Ω.

• Si r = 1, l’inégalité cherchée n’est que l’inégalité de Hölder.

• Si 1 < r <∞ et p =∞ alors q = r.

Si ‖f‖∞,Ω = 0 ou ‖g‖q,Ω = 0 alors ‖fg‖r,Ω = 0 = ‖f‖∞,Ω × ‖g‖q,Ω.
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Si (‖f‖∞,Ω = ∞ et 0< ‖g‖q,Ω < ∞ ) ou 0 < ‖f‖∞,Ω < ∞ et ‖f‖q,Ω = ∞ ) ou

(|f‖∞,Ω = |f‖q,Ω =∞ ) alors ‖fg‖r,Ω ≤ ∞ = ‖f‖∞,Ω × ‖g‖q,Ω

Si (0<‖f‖∞,Ω <∞ et 0< ‖g‖∞,Ω <∞ ) alors p.p. x ∈ Ω on a

|f(x)g(x)|r ≤ ‖f‖r∞,Ω|g(x)|r,

en intégrant sur Ω on trouve

∫
Ω

|f(x)g(x)|rdx ≤ ‖f‖r∞,Ω
∫

Ω

|g(x)|r,

donc

‖fg‖r,Ω ≤ ‖f‖∞,Ω‖g‖r,Ω = ‖f‖p,Ω‖g‖q,Ω.

• Si 1 < r <∞ et q =∞ alors p = r.

On traite ce cas comme le cas précédant en changeant le rôle de p et q.

• Supposons maintenant p, q, r ∈]1,+∞[ alors
r

p
+
r

q
= 1, donc s′ :=

q

r
est l’exposant

conjugué du s :=
p

r
.

D’après l’inégalité de Hölder

‖|fg|r‖1,Ω ≤ ‖|f |r‖s,Ω‖|g|r‖s′,Ω,

c-à-dire ∫
Ω

|f(x)g(x)|rdx ≤
(
‖f‖p,Ω‖g‖q,Ω

)r
,

autrement dit (∫
Ω

|f(x)g(x)|rdx
)1/r

≤ ‖f‖p,Ω‖g‖q,Ω,

d’où

‖fg‖r,Ω ≤ ‖f‖p,Ω‖g‖q,Ω.
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2) On démontre l’inégalité par réccurence sur m. Pour m = 2, l’inégalité est garantie

par la question 1).

Soint m un entier positive. Supposons que

‖f1f2...fm‖r,Ω ≤ ‖f1‖p1,Ω‖f2‖p2,Ω...‖fm‖pm,Ω

pour tous p1, p2, ..., pm telle que
1

r
=

1

p1

+
1

p2

+ ...+
1

pm

et montrons que si

p1, p2, ..., pm+1 ∈ [1,+∞] telle que
1

r
=

1

p1

+
1

p2

+ ...+
1

pm+1

alors

‖f1f2...fm+1‖r,Ω ≤ ‖f1‖p1,Ω‖f2‖p2,Ω...‖fm+1‖pm+1,Ω.

Si r =∞ ou pm+1 =∞ alors la preuve est facile.

Supposons que pm+1 6= 0 et posons qm+1 =
rpm+1

pm+1 − r
alors

1

r
=

1

pm+1

+
1

qm+1

, donc par

la question 1), on a

‖f1f2...fm+1‖r,Ω ≤ ‖f1f2...fm‖qm+1,Ω‖fm+1‖pm+1,Ω. (3.2)

D’autre part, on a

1

p1

+
1

p2

+ ...
1

pm
=

1

r
− 1

pm+1

=
1

qm+1

,

par l’hypothèse de récurence

‖f1f2...fm‖qm+1,Ω ≤ ‖f1‖p1,Ω‖f2‖p2,Ω...‖fm‖pm,Ω,

en substuant dans (3.2) on trouve

‖f1f2...fm+1‖r,Ω ≤ ‖f1‖p1,Ω‖f2‖p2,Ω...‖fm+1‖pm+1,Ω.
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Exercice 18

Soient 1 ≤ p < q <∞. Soient f, g ∈ Lq(Ω) et h = f |g|
q−p
p .

1. Calculer l’éxposant conjugué de r =
q

p
.

2. En utilisant l’inégalité de Hölder généralisée, montrer que h ∈ Lp(Ω).

Solution :

1. r′ =
r

r − 1
=

q
p

q
p
− 1

=
q

q − p
.

2. On a 1 =
1

r
+

1

r′
, alors 1 =

p

q
+
q − p
q

, d’où
1

p
=

1

q
+
q − p
pq

, c-à- dire
1

p
=

1

q
+

1
pq
q−p

.

D’après l’inégalité de Hölder généralisée

‖h‖p,Ω ≤ ‖f‖q,Ω‖|g|
q−p
p ‖ pq

q−p
,Ω = ‖f‖q,Ω‖g‖

q−p
p

q,Ω <∞.

Exercice 19 (inégalité d’intrpolation)

Soit 1 ≤ p < r < q ≤ ∞ telle qu’il existe α ∈]0, 1[ vérifiant
1

r
=
α

p
+

1− α
q

.

Montrer que

f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω)⇒ f ∈ Lr(Ω) et ‖f‖r,Ω ≤ ‖f‖αp,Ω × ‖f‖1−α
q,Ω .

Solution :

On a
1

r
=
α

p
+

1− α
q

. Appliquons l’inégalité de Hölder généralisée on trouve

‖f‖r,Ω = ‖|f |α|f |(1−α)‖r,Ω ≤ ‖|f |α‖p/α,Ω × ‖|f |(1−α)‖q/(1−α),Ω

ce qui done

‖f‖r,Ω ≤ ‖f‖αp,Ω × ‖f‖1−α
q,Ω .

Exercice 20

Montrer que l’application f 7→ ‖f‖p,Ω définit une semi-norme sur Lp(Ω).
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Solution :

Rappel : Soit E un espace cectotiel sur R. Une application N : E ×E → [0,+∞[ est

dite semi norme si elle vérifie les trois propriétés suivante :

i) N (0E) = 0,

ii) ∀(a, x) ∈ R× E : N (ax) = |a|N (x),

iii) ∀x, y ∈ E : N (x+ y) ≤ N (x) +N (y).

Montrons que l’application f 7→ ‖f‖p,Ω définit une semi-norme sur Lp(Ω). On distingue

les cas p ∈ [1,+∞[ et p =∞.

• Le cas p ∈]1,+∞[.

Si f = 0 sur Ω alors ‖f‖p,Ω =
( ∫

Ω
|0|pdx

)1/p

= 0.

Soit (a, f) ∈ R× Lp(Ω) alors

‖af‖p,Ω =
(∫

Ω

|af(x)|pdx
)1/p

=
(
|ap|

∫
Ω

|f(x)|pdx
)1/p

= |a|
(∫

Ω

|f(x)|pdx
)1/p

= |a|‖f‖p,Ω.

Soit (f, g) ∈ Lp(Ω)× Lp(Ω), d’après l’inégalité de Minkowski

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω).

• Le cas p =∞.

Si f = 0 sur Ω alors pour tout x ∈ Ω : |f(x)| = 0 ≤ 0, donc ‖f‖∞,Ω = 0.

Soit (a, f) ∈ R× L∞(Ω).

Si a = 0 alors ‖af‖∞,Ω = 0 = |a|‖f‖∞,Ω.

Si a 6= 0 alors |af(x)| = |a||f(x)| ≤ |a|‖f‖∞,Ω p.p.x ∈ Ω donc ‖af‖∞,Ω ≤ |a|‖f‖∞,Ω.

D’autre part, |a||f(x)| = ‖af(x)‖ ≤ ‖af‖∞,Ω p.p. x ∈ Ω, donc |f(x)| ≤ 1

|a|
‖af‖∞,Ω

p.p. x ∈ Ω ce qui implique ‖f‖∞,Ω ≤
1

|a|
‖af‖∞,Ω d’où ‖af‖∞,Ω ≥ |a|‖f‖∞,Ω. Donc
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‖af‖∞,Ω = |a|‖f‖∞,Ω.

Soit (f, g) ∈ L∞(Ω)× L∞(Ω), d’après l’inégalité de Minkowski

‖f + g‖L∞(Ω) ≤ ‖f‖L∞(Ω) + ‖g‖L∞(Ω).

Exercice 21

Montrer que l’application (f, g) 7→ (f |g) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx définit un produit scalaire

sur L2(Ω).

Solution :

Rappel : Soit E un espace vectoriel sur R.

Une fonction
∏

: E × E → R est un produit scalaire si et seulement si

i)
∏

est bilinéaire.

ii) ∀x, y ∈ E :
∏

(x, y) =
∏

(y, x).

iii) ∀x ∈ E :
∏

(x, x) ≥ 0.

iv)
∏

(x, x) = 0⇔ x = 0E.

Montrons que l’application (f, g) 7→ (f |g) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx définit un produit scalaire

sur L2(Ω).

Il est facile de montrer que les conditions i), ii) et iii) sont vérifiées. Pour la condition

iv), on a (f |f) = 0 ⇔ ‖f‖2,Ω ⇔ f = 0 p.p. sur Ω, donc f est identifiée à la fonction

nulle sur Ω.

Exercice 22

On suppose que Ω est de mesure finie.

1. Montrer que si q ≤ p, alors Lp(Ω) ⊂ Lq(Ω).
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2. Soit Ω la boule unité de R2 centrée en 0 . A l’aide de la fonction

fα(x) = |x|−α

montrer que pour q < p, l’inclusion Lp(Ω) ⊂ Lq(Ω) est généralement stricte.

Solution :

1. Comme q < p, il existe r ∈]1,+∞[ tel que
1

q
=

1

r
+

1

p
, l’inégalité de Hölder généralisée

nous donne

‖f‖q,Ω = ‖1Ωf‖q,Ω ≤ ‖1Ω‖r,Ω‖f‖p,Ω = |Ω|1/r‖f‖p,Ω, (3.3)

donc si f ∈ Lp(Ω) alors f ∈ Lq(Ω) et Lp(Ω) ⊂ Lq(Ω).

En particulier si p =∞ alors r = q, l’inégalité (3.3) s’écrit

‖f‖q,Ω = ‖1Ωf‖q,Ω ≤ ‖1Ω‖q,Ω‖f‖∞,Ω = |Ω|1/q‖f‖∞,Ω <∞,

donc L∞(Ω) ⊂ Ls(Ω) pour tout s ∈ [1,+∞].

Conclusion : Si Ω est de mesure finie alors 1 < q < 2 < p implique

L∞(Ω) ⊂ Lp(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ Lq(Ω) ⊂ L1(Ω).

2. Soit p ∈ [1,∞[ alors

∫
Ω

|fα(x)|pdx =

∫ 1

0

∫ 2π

0

1

rαp−1
drdθ,

donc f ∈ Lp(Ω) si et seulement si α < 2/p.

Si
2

p
< β <

2

q
alors fβ ∈ Lq(Ω) et fβ /∈ Lp(Ω). En particulier fβ /∈ L∞(Ω).

Conclusion : Si q ≤ p ≤ ∞ alors linclusion Lp(Ω) ⊂ Lq(Ω) est stricte.

Exercice 23

Supposons que Ω est de mesure infinie. Montrer que les espaces Lp(Ω), Lq(Ω) (avec

p < q) sont -en général- incomparables c-à-dire Lp(Ω)\Lq(Ω) 6= φ et Lq(Ω)\Lp(Ω) 6= φ.

Indication : utiliser les fonctions fa(x) = x−a1I]0,1](x) et ga(x) = x−a1I[1,+∞[(x).
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Solution :

Soient les fonctions fa(x) =
1

xa
1]0,1](x) et ga(x) =

1

xa
1[1,+∞[(x), avec a ∈ R. Alors

fa ∈ L∞(R)⇔ a ≤ 0 et ga ∈ L∞(R)⇔ a ≥ 0.

Si r ∈ [1,∞] alors

fa ∈ Lr(R)⇔ a <
1

r
et ga ∈ Lr(R)⇔ a >

1

r
.

Soit p ∈ [1,∞[. Si 0 < a <
1

p
, alors

fa ∈ Lp(R) et fa /∈ L∞(R).

D’autre part,

ga ∈ L∞(R) et ga /∈ Lp(R).

Donc, pour tout p ∈ [1,∞[, Lp(Ω) et L∞(Ω) sont incomparables.

Soient, maintenant, 1 ≤ p < q <∞ et
1

q
< a <

1

p
alors

fa ∈ Lp(R) et fa /∈ Lq(R),

ga /∈ Lp(R) et ga ∈ Lq(R).

Donc Lp(Ω) et Lq(Ω) sont incomparables.

Exercice 24

Soit 1 ≤ p < q ≤ ∞.

— Montrer que u 7→ ‖u‖p,q,Ω := ‖u‖p,Ω + ‖u‖q,Ω définit une norme sur  Lp(Ω) ∩

Lq(Ω).

— Montrer que  Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) est un espace de Banach pour la norme ‖ · ‖p,q,Ω.
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Solution :

Soit 1 ≤ p < q ≤ ∞.

— Puisque ‖ · ‖p,Ω et ‖ · ‖p,Ω sont des normes sur Lp(Ω) et Lq(Ω) repectivement,

pour tous f, g ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) et a ∈ R on a

1)‖f‖p,q,Ω = 0⇔ ‖f‖p,Ω + ‖f‖q,Ω = 0⇔ f = 0,

2)‖af‖p,q,Ω = ‖af‖p,Ω + ‖af‖q,Ω = |a|‖f‖p,Ω + |a|‖f‖q,Ω = |a|‖f‖p,qΩ,

3)‖f + g‖p,q,Ω = ‖f + g‖p,Ω + ‖f + g‖q,Ω ≤ ‖f‖p,Ω + ‖g‖p,Ω + ‖f‖q,Ω + ‖g‖q,Ω =

‖f‖p,q,Ω + ‖g‖p,q,Ω.

— Soit (fj) une suite de Cauchy dans Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) pour la norme ‖ · ‖p,q,Ω alors

(fj) est de Cauchy pour la norme ‖ · ‖p,Ω( puique ‖ · ‖p,Ω ≤ ‖ · ‖p,q,Ω) donc (fj)

converge vers un fonction f dans Lp(Ω). De plus, d’après le théprème 3.3 il existe

sous-suite extraite de (fj)j qui converge p.p. sur Ω vers une fonction f . De même

(fj) converge vers une fonction g dans Lp(Ω) et il existe sous-suite extraite de

(fj) qui converge p.p. sur Ω vers g. Donc f = g p.p. sur Ω et f ∈ Lp(Ω)∩Lq(Ω).

Enfin, (fj) converge vres f dans Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) car

lim
j
‖f − fj‖p,q,Ω = lim

j

(
‖f − fj‖p,Ω + ‖f − fj‖q,Ω

)
= 0 + 0 = 0.

Exercice 25

Démontrer le lemme 3.3.

Solution :

On a {x : ϕ(x) 6= 0} =
N⋃
j=1

Aj.

Si λn({x : ϕ(x) 6= 0}) < ∞ alors λn(Aj) < ∞ pour tout 1 ≤ j ≤ N donc ϕ ∈ Lp(Ω)

car

∫
Ω

|ϕ(x)|pdx =
∞∑
j=1

|αj|pλn(Aj) < ∞. Si ϕ ∈ Lp(Ω) alors ‖ϕ‖p,Ω < ∞. Pour tout
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1 ≤ j ≤ N on a |αj|pIAj
≤ |ϕ|p, donc |αj|pλn(Aj) ≤ ‖ϕ‖pp,Ω <∞, d’où λn(Aj) est finie

pour tout 1 ≤ j ≤ N .

Exercice 26

Démontrer le lemme 3.11.

Solution :

Soit f ∈ Cc(Ω) alors il existe un compact K ⊂ Ω tel que f(x) = 0 sur Ω\K donc

f = f IK et |f(x)| ≤ sup
x∈K
|f(x)|IK = MIK , donc ‖f‖p,Ω ≤ M‖IK‖p,Ω < ∞. Donc

Cc(Ω) ⊂ Lp(Ω).

Soient f, g ∈ Cc(Ω) et α ∈ R. Alors f + g et αf sont des fonctions continues.

Il existe deux compacts K,K ′ ⊂ Ω tel que f(x) = 0 pour tout x ∈ Ω\K ′ et g(x) = 0

pour tout x ∈ Ω\K ′

Pour tout α ∈ R∗ on a αf(x) = 0 pour tout x ∈ Ω\K donc αf ∈ CC(Ω) pour tout

f ∈ Cc(Ω) et tout α ∈ R∗.

Pour tout x ∈ Ω\φ on a 0f(x) = 0, donc il existe un compact K = φ tel que 0f(x) = 0

pour tout x ∈ Ω\φ, donc 0f ∈ Cc(Ω), ainsi αf ∈ Cc(Ω) pour tout f ∈ Cc(Ω) et tout

α ∈ R.

Pout tout x ∈ Ω\K ∩ x ∈ Ω\K ′ on a f + g(x) = 0 autrement dit, pour tout x ∈

Ω \ (K ∪K ′) on a f + g(x) = 0 et comme la réunion de deux compacts est un compact

on déduit que f + g ∈ Cc(Ω).

Enfin, Cc(Ω) est un sous-espace vertotiel de Lp(Ω).
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Exercice 27 (Lemme de Reimann-Lebesgue)

Soit f ∈ L1(R). Montrer que

lim
j→+∞

∫
R
f(x) cos(jx)dx = lim

n→+∞

∫
R
f(x) sin(jx)dx = 0.

Solution :

Soit ϕ ∈ C1
c (R), alors il existe un intervalle compact [a, b] ⊂ R tel que ϕ(x) = 0 pour

tout x /∈ [a, b]. On a alors,∫
R
ϕ(x) sin(jx)dx =

∫ b

a

ϕ(x) cos(jx),pour tout j ∈ N. Par intégration par partie,

pour tout j ∈ N∗ on a

∣∣∣ ∫ b

a

ϕ(x) cos(jx)dx
∣∣∣ =

∣∣∣1
j

(
−
[

cos(jx)f(x)
]b
a

+

∫ b

a

ϕ′(x) cos(jx)dx
)∣∣∣,

donc ∣∣∣ ∫ b

a

ϕ(x) sin(jx)dx
∣∣∣ ≤ 1

j

(∫ b

a

|ϕ′(x)|dx
)
,∀j ∈ N∗.

Ceci implique que

lim
j→∞

∫ b

a

ϕ(x) sin(jx)dx = 0,∀ϕ ∈ C∞c (Rn).

De même, on montre que

lim
j→∞

∫ b

a

ϕ(x) cos(jx)dx = 0,∀ϕ ∈ C∞c (Rn).

Soit ε > 0 et f ∈ L1(R). Il existe une fonction ϕ ∈ C∞c (Rn) telle que

∫
Rn

|f(x)− ϕ(x)|dx ≤ ε/2.

Pour j asser grand on trouve

∣∣∣ ∫
Rn

f(x) cos(xj)dx
∣∣∣ =

∫
Rn

|f(x)−g(x)|| cos(xj|dx|+
∣∣∣ ∫ b

a

g(x) cos(jx)dx
∣∣∣ ≤ ε/2+ε/2,
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et∣∣∣ ∫
Rn

f(x) sin(xj)dx
∣∣∣ =

∫
Rn

|f(x)− g(x)|| sin(xj|dx|+
∣∣∣ ∫ b

a

g(x) sin(jx)dx
∣∣∣ ≤ ε/2 + ε/2,

donc lim
j→∞

∫
R
f(x) cos(xj)dx = lim

j→∞

∫
R
f(x) sin(xj)dx = 0.

Exercice 28

Soit 1 < p <∞.

1) Soit (uj)j≥1 la suite de fonctions définies par, ∀x ∈ R : uj(x) =


1
j1/p

′ si x ∈ [j, 2j]

0, sinon.

.

Calculer ‖uj‖p′,R pour tout j ∈ N∗.

2) Soit ϕ ∈ Cc(R) quelconque. Montrer que :

a) lim
j

∫
R
uj(x)ϕ(x)dx = 0,

b) Pour tout f ∈ Lp(R) :
∣∣∣ ∫ uj(x)f(x)dx

∣∣∣ ≤ ‖f −ϕ‖p,R‖uj‖p′,R +
∣∣∣ ∫ uj(x)ϕ(x)dx

∣∣∣.
3) Utiliser la densité de Cc(R) dans Lp(R) pour montrer que :

lim
j

∫
R
uj(x)f(x)dx = 0, ∀f ∈ Lp(R).

Solution :

1)∀j ∈ N∗ : ‖uj‖p′,R =
(∫

R
|uj(x)|p′dx

)1/p′

=
(∫ 2j

j

1

j
dx
)1/p′

= 1.

2)a) Il existe [a, b] ⊂ R : ϕ(x) = 0,∀x /∈ [a, b].

Si j > b alors uj(x)ϕ(x) = 0,∀x ∈ [j, 2j] car x /∈ [a, b] donc ϕ(x) = 0.

lim
j

∫
R
uj(x)ϕ(x)dx = lim

j

∫ 2j

j

uj(x)ϕ(x)dx = lim
j

∫
R

0 dx = 0.

b) Soit f ∈ Lp(R).

On a
∣∣∣ ∫

R
uj(x)f(x)dx

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫

R
uj(x)(f(x)−ϕ(x)+ϕ(x))dx

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫
R
uj(x)(f(x)−ϕ(x))dx

∣∣∣+
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∣∣∣ ∫
R
uj(x)ϕ(x)dx

∣∣∣.
D’après l’inégalité de Hölder on a

∣∣∣ ∫
R
uj(x)(f(x)−ϕ(x))dx

∣∣∣ ≤ ‖f−ϕ‖p,R‖uj‖p′,R, donc∣∣∣ ∫
R
uj(x)f(x)dx

∣∣∣ ≤ ‖f − ϕ‖p,R‖uj‖p′,R +
∣∣∣ ∫

R
uj(x)ϕ(x)dx

∣∣∣.
3) Soit f ∈ Lp(R) et ε > 0. Par densité de Cc(R) dans Lp(R) il existe ϕ ∈ Cc(R) telle

que ‖f − ϕ‖p,R < ε/2.

Comme lim
j

∫
R
uj(x)ϕ(x)dx = 0 alors il existe j0 ∈ N tel que j > j0 ⇒

∣∣∣ ∫
R
uj(x)ϕ(x)dx

∣∣∣ <
ε/2.

Pour tout j > j0, on a
∣∣∣ ∫

R
uj(x)f(x)dx

∣∣∣ ≤ ‖f − ϕ‖p,R ‖uj‖p′,R︸ ︷︷ ︸
=1,∀j∈N

+
∣∣∣ ∫

R
uj(x)ϕ(x)dx

∣∣∣ <
ε/2 + ε/2 = ε, donc lim

j

∫
R
uj(x)f(x)dx = 0,∀f ∈ Lp(R).

Exercice 29

Soit ψ ∈ C1(R) telle que ψ′ ∈ L∞(R).

1) Montrer que lim
j→∞

∫
R
ϕ(x)ψ(jx)dx = 0,∀ϕ ∈ C∞c (R).

2) Utiliser la densité de C∞c (R) dans L1(R) pour montrer que :

lim
j→∞

∫
R
f(x)ψ′(jx)dx = 0,∀f ∈ L1(R).

Solution :

On pose M ′ = ‖ψ′‖1,∞

1) Soit ϕ ∈ Cc(R), alors il existe [a, b] ⊂ R tel que ϕ(x) = 0, ∀x /∈ [a, b].

Ils existent M,N,N ′ > 0 tels que|ϕ(x)| ≤ N, |ϕ′(x)| ≤ N ′ ψ(x)| ≤ M,∀x ∈ [a, b].

On a∣∣∣ ∫
R
ϕ(x)ψ′(jx)dx

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫ b

a

ϕ(x)ψ′(jx)dx
∣∣∣ =

∣∣∣[1

j
ϕ(x)ψ′(jx)

]b
a
− 1

j

∫ b

a

ϕ′(x)ψ(jx)dx
∣∣∣

≤
∣∣∣[1

j
ϕ(x)ψ′(jx)

]b
a

∣∣∣+
∣∣∣1
j

∫ b

a

ϕ′(x)ψ(jx)dx
∣∣∣

≤ 2NM ′

j
+
N ′M(b− a)

j
,
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par passage à la limite on trouve lim
j→+∞

∫
R
ϕ(x)ψ′(jx)dx = 0.

2)Soient f ∈ L1(R) et ε > 0, par densité de C∞c (R) dans L1(R) il existe ϕ ∈ Cc(R) telle

que ‖f − ϕ‖1,R < ε/(2M ′).

D’après 1), lim
j→+∞

∫
R
ϕ(x)ψ′(jx)dx = 0, alors il existe N ∈ N tel que, pout tout j > N ,∣∣∣ ∫

R
ϕ(x)ψ′(jx)dx

∣∣∣ < ε/2.

Pour j > N , on a∣∣∣ ∫
R
f(x)ψ′(jx)dx

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫

R

(
(f(x)− ϕ(x))ψ′(jx) + ϕ(x)ψ′(jx)

)
dx
∣∣∣

≤
∫

R
|(f(x)− ϕ(x))ψ′(jx)|dx+

∣∣∣ ∫
R
ϕ(x)ψ′(jx)dx

∣∣∣
≤M ′

∫
R
|f(x)− ϕ(x)|dx+

∣∣∣ ∫
R
ϕ(x)ψ′(jx)dx

∣∣∣
= M ′‖f − ϕ‖1,R +

∣∣∣ ∫
R
ϕ(x)ψ′(jx)dx

∣∣∣
≤M ′ε/(2M ′) + ε/2

= ε.

Donc lim
j→+∞

∫
R
f(x)ψ′(jx)dx = 0.

Exercice 30

Soient Ω un ouvert de Rn et 1 ≤ p ≤ ∞.

1) Soient f, g ∈M(Ω) telle que g(x) 6= 0,∀x ∈ Ω.

a) Montrer que ‖f‖1,Ω ≤ ‖g‖p,Ω
∥∥f
g

∥∥
p′,Ω

.

b) On suppose que f /∈ L1(Ω) et g ∈ Lp(Ω). Montrer par l’absurde que
f

g
/∈ Lp′(Ω).

2) Soient f ∈ L1(Rn) et g ∈ Lp(Rn).

En utilisant l’inégalité de Young pour convolution, montrer que f ? g ∈ Lp(Rn).
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3) On donne l’inégalité :

(a+ b)r ≤ ar + br pour tous a, b ∈ R+ et 0 < r ≤ 1. (3.4)

Soient 1 ≤ p, q <∞ et h, k ∈ Lq(Ω). Montrer que

(∫
Ω

(
|h(x)|p + |k(x)|p

)q/p
dx
)1/q

≤ ‖h‖q,Ω + ‖k‖q,Ω.

[
Indication : poser r = q/p et discuter les deux cas r ≥ 1 et r < 1

]
Solution :

1)a) D’après l’inégalité de Hölder, on a ‖f‖1,Ω = ‖g × f
g
‖1,Ω ≤ ‖g‖p,Ω

∥∥f
g

∥∥
p′,Ω

b) On a f /∈ L1(Ω) et g ∈ Lp(Ω). Supposons
f

g
∈ Lp′(Ω), alors ‖f‖1,Ω ≤

‖g‖p,Ω
∥∥f
g

∥∥
p′,Ω

<∞, contraduction avec f /∈ L1(Ω) donc
f

g
/∈ Lp′(Ω).

2) On a 1 + 1
p

= 1
1

+ 1
p
, d’après l’inégalité de Young pour convolution ‖f ? g‖p,Rn ≤

‖f‖1,Rn‖g‖q,Rn <∞, donc f ? g ∈ Lp(Rn).

3) On pose r = q/p, alors
(∫

Ω

(
|h(x)|p + |k(x)|p

)q/p
dx
)p/q

=
(∫

Ω

(
|h(x)|p +

|k(x)|p
)r
dx
)1/(pr)

= A.

Si r ≥ 1 alors A =
(
‖|h|p + |k|p‖r,Ω

)1/p

, d’après l’inégalité de Minkowski

A ≤
∥∥∥|h|p‖r,Ω + ‖|k|p‖

)1/p

r,Ω
= (‖h‖pq,Ω + ‖k‖pq,Ω)1/p ≤ ‖h‖q,Ω + ‖k‖q,Ω.

Si 0 < r < 1, alors (|h(x)|p + |k(x)|p)r ≤ |h(x)|q + |k(x)|q p.p.x ∈ Ω, donc

A ≤
(∫

Ω

|h(x)|qdx+

∫
Ω

|k(x)|qdx
)1/q

≤
((∫

Ω

|h(x)|qdx
)1/q

+
(∫

Ω

|k(x)|qdx
)1/q)

= ‖h‖q,Ω+‖k‖q,Ω.
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Exercice 31

Soit Ω ⊂ Rn tel que λn(Ω) = 1. Soit f ∈ L2(Ω).

1. Montrer que f ∈ L1(Ω).

2. Montrer que les fonctions Fx : (x, y) 7→ f 2(x), Fy : (x, y) 7→ f 2(y) et G : (x, y) 7→

f(x)f(y) sont intégrables sur Ω× Ω et que∫
Ω×Ω

Fx(x, y)dxdy =

∫
Ω×Ω

Fy(x, y)dxdy =

∫
Ω

f 2(x)dx et

∫
Ω×Ω

G(x, y)dxdy =
(∫

Ω

f(x)
)2

dx.

3. En déduire que la fonction H : (x, y) 7→ f(x)− f(y) appartient à L2(Ω× Ω) et

que

‖H‖2
L2(Ω×Ω) = 2‖f‖2

L2(Ω) − 2
(∫

Ω

f(x)dx
)2

.

Solution :

1. On a |Ω| = 1 <∞, alors L2(Ω) ⊂ L1(Ω) et comme f ∈ L2(Ω) il vient f ∈ L1(Ω).

2. Pour tout y ∈ Ω, on a∫
Ω

Fx(x, y)dx =

∫
Ω

f 2(x)dx = ‖f‖2
2,Ω <∞

et∫
Ω

(∫
Ω

Fx(x, y)dx
)
dy =

∫
Ω

‖f‖2
2,Ωdy = ‖f‖2

2,Ω

∫
Ω

1Ω = ‖f‖2
2,Ω|Ω| = ‖f‖2

2,Ω <∞.

D’après le théorème de Tonelli, Fx est intégrable sur Ω×Ω et d’après le théorème

de Fubini∫
Ω×Ω

Fx(x, y)dxdy =

∫
Ω

(∫
Ω

Fx(x, y)dx
)
dy =

∫
Ω

f 2(x)dx.

De la même manière, on montre que

∫
Ω

∫
Ω

Fy(x, y)dxdy =

∫
Ω

f 2(y)dy.

Finalement, pour presque tout y ∈ Ω, on a∫
Ω

G(x, y)dx =

∫
Ω

f(x)f(y)dx = f(y)

∫
Ω

f(x)dx <∞, (car f ∈ L1(Ω))
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et

∫
Ω

(∫
Ω

G(x, y)dx
)
dy =

∫
Ω

f(y)
(∫

Ω

f(x)dx
)
dy =

(∫
Ω

f(x)dx
)(∫

Ω

f(y)dy
)

=
(∫

Ω

f(x)dx
)2

<∞.

D’après le théorème de Tonelli, G est intégrables sur Ω×Ω et d’après le théorème

de Fubini∫
Ω×Ω

G(x, y)dxdy =

∫
Ω

(∫
Ω

G(x, y)dx
)
dy =

(∫
Ω

f(x)dx
)2

. . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

3. Comme les fonctions Fx, Fy et G sont intégrables sur Ω× Ω, on a∫
Ω×Ω

H2(x, y) =

∫
Ω×Ω

(f(x)− f(y))2dxdy

=

∫
Ω×Ω

(
f 2(x) + f 2(y)− 2f(x)f(y)

)
dxdy

=

∫
Ω×Ω

(
Fx(x, y) + Fy(x, y)− 2G(x, y)

)
dxdy

<∞,

donc H ∈ L2(Ω).

Et d’après la question précédente

‖H‖2
2,Ω×Ω =

∫
Ω×Ω

Fx(x, y)+

∫
Ω×Ω

Fy(x, y)−2

∫
Ω×Ω

G(x, y)dxdy = 2

∫
Ω

f 2(x)dx−
(∫

Ω

f(x)dx
)2

,

d’où ‖H‖2
L2(Ω×Ω) = 2‖f‖2

2,Ω −
(∫

Ω

f(x)x
)2

.

Exercice 32

Soit f ∈ L1(R). Pour tout y ∈ R, on considère la fonction

fy : x ∈ R 7→ fy(x) = f(x− y)

qui est bien définie pour presque tout x ∈ R.

Soit (yj)j≥0 une suite d’éléments de R telles que lim
j→∞

yj = ` dans R.

1. Soit ϕ ∈ Cc(R).
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1.a) Justifier les affirmations suivantes

∃[c, d] ⊂ R : ϕ(x− `) = ϕ(x− yj) = 0, ∀j ∈ N,∀x /∈ [c, d].

∃M > 0 : |ϕ(x− yj)− ϕ(x− `)| < 2M,∀j ∈ N, ∀x ∈ [c, d].

1. b) En déduire que lim
j→∞
‖ϕyj − ϕ`‖1,R = 0.

2. Soient j ∈ N, y ∈ R et ϕ ∈ Cc(R) quelconques. Montrer que

2.a) ‖fy − ϕy‖1,R = ‖f − ϕ‖1,R.

2. b) ‖fyj − fa‖1,R ≤ 2‖f − ϕ‖1,R + ‖ϕyj − ϕ`‖1,R.

3. En utilisant un théorème de densité, montrer que lim
j→∞
‖fyj − f`‖1,R = 0.

Solution :

1. Soit ϕ ∈ Cc(R).

1.a) Il existe [a, b] ⊂ R tel que ϕ(x) = 0 si x < a ou x > b. On a

ϕ(x− `) = 0 si x < a+ ` ou x > b+ `.

La suite (yj) est convergente, donc elle est bornnée, c-à-dire, il existent

`1, `2 ∈ R tels que `1 < yj < `2,∀j ∈ N. Alors, x− `2 < x− yj < x− `1,∀x ∈

R,∀j ∈ N. D’où, Pour tout j ∈ N

ϕ(x− yj) = 0 si x < a+ `1 ou x > b+ `2.

Enfin,

ϕ(x− `) = ϕ(x− yj) = 0 si x < a+ min(`1, `) ou x > b+ max(`, `2),
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donc

∃[c, d] = [a + min(`1, `), b + max(`, `2)] : ϕ(x − a) = ϕ(x − yj) = 0,∀j ∈

N, ∀x /∈ [c, d].

La fonction ϕ est continue a support compact, donc ∃M > 0 : |ϕ(x)| <

M, ∀x ∈ R. En particulier

|ϕ(x− yj)| < M,∀j ∈ N,∀x ∈ [c, d] et |ϕ(x− `)| < M,∀x ∈ [c, d].

Donc, pour tout x ∈ [c, d] et j ∈ N, on a

|ϕ(x− yj)− ϕ(x− `)| ≤ |ϕ(x− yj)|+ |ϕ(x− `)| ≤ 2M.

1. b) On a lim
j→∞

∫
R
|ϕyj(x)− ϕa(x)|dx = lim

j→∞

∫ d

c

|ϕyj(x)− ϕa(x)|dx.

La fonction ϕ est continue et lim
j
yj = `, alors,

lim
j
|ϕyj(x)−ϕ`(x)| = lim

j
|ϕ(x− yj)−ϕ(x− `)| = |ϕ(x− `)−ϕ(x− `)| = 0.

D’autre part, |ϕyj − ϕ`| ≤ 2M,∀j ∈ N,∀x ∈ [c, d], et

∫ d

c

2Mdx < ∞,

d’après le théorème de convergence dominée, lim
j→∞

∫ d

c

|ϕyj(x) − ϕa(x)|dx =∫ d

c

lim
j→∞
|ϕyj(x)− ϕa(x)|dx = 0.

2. 2.a) En effectuant le changement de variable t = x− y, on trouve

‖fy − ϕy‖1,R =

∫
R
|f(x− y)− ϕ(x− y)|dx =

∫
R
|f(t)− ϕ(t)|dt = ‖f − ϕ‖1,R.

2. b) On a

‖fyj − fa‖1,R = ‖fyj − ϕyj + ϕa − fa + ϕyj − ϕa‖1,R

≤ ‖fyj − ϕyj‖1,R + ‖ϕa − fa‖1,R + ‖ϕyj − ϕa‖1,R

=≤ ‖f − ϕ‖1,R + ‖ϕ− f‖1,R + ‖ϕyj − ϕa‖1,R

Donc ‖fyj − fa‖1,R ≤ 2‖f − ϕ‖1,R + ‖ϕyj − ϕa‖1,R.
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3. Soit ε > 0. D’après la densité de Cc(R) dans L1(R), il existe ϕ ∈ Cc(R) telle

que ‖f − ϕ‖1,R ≤ ε
4
, et comme lim

j→∞
‖ϕyj − ϕ`‖1,R = 0, il existe j0 ∈ N tel que

‖ϕyj − ϕ`‖1,R ≤ ε
2
pour tout j > j0.

Pour j > j0, ‖fyj − fa‖1,R ≤ 2‖f − ϕ‖1,R + ‖ϕyj − ϕa‖1,R ≤ 2 ε
4

+ ε
2

= ε,

alors, lim
j
‖fyj − fa‖1,R = 0.

Exercice 33

Soient ρ ∈ Cc(R) et 1 < p <∞. Pour tout f ∈ Lp(R) on pose Sρ(f) = f ? ρ

1) Justifier l’appartenance de la fonction y 7→ ρ(x− y) à Lp′(R) pour tout x ∈ R et

calculer sa norme dans Lp′(R).

2) Montrer que la fonction y 7→ f(y)ρ(x− y) est intégrable pour tout x ∈ R ( donc

Sρ(f)(x) existe et fini pour tout (x, f) ∈ R× Lp(R)).

3) Montrer que Sρ est linéaire.

4) Écrire avec soin l’inégalité de Young pour convolution, puis utilisez-la pour prou-

ver que l’opérateur Sρ est continu de Lp(R) dans lui même.

Solution :

Soient ρ ∈ Cc(R) et 1 ≤ p ≤ ∞. Pour tout f ∈ Lp(R) on pose Sρ(f) = f ? ρ .

1) On sait que Cc(R) ⊂ Lr(R) pour tout 1 ≤ r ≤ ∞, en particulier Cc(R) ⊂ Lp′(R)

donc ρ(x− ·) ∈ Lp′(R) puisque ρ(x− ·) ∈ Cc(R).

On a ‖ρ(x − ·)‖p
′

p′,R =

∫
R
|ρ(x − y)|p′dy. En effectuant le changement de variable

z = x− y on trouve

‖ρ(x− ·)‖p
′

p′,R =

∫
R
|ρ(z)|p′dz donc ‖ρ(x− ·)‖p′,R = ‖ρ‖p′,R.
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2) D’après l’inégalité de Hölder ‖f×ρ(x−·)‖1,R ≤ ‖f‖p,R‖ρ(x−·)‖p′,R = ‖f‖p,R‖ρ‖p′,R <

∞.

3) Soit a, b ∈ R et f, g ∈ Lp(R). On a

Sρ(af + bg) =

∫
R
(af(x) + bg(x))ρ(x− y)dy

= a

∫
R
f(x)ρ(x− y)dy + +b

∫
R
g(x)ρ(x− y)dy

= aSρ(f) + Sρ(g),

donc Sρ est linéaire.

4) Inégalité de Young : Soient 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ telle que 1 + 1
r

= 1
p

+ 1
q
. Soient

f ∈ Lp(R) et g ∈ Lq(R) f ? g ∈ Lr(R) et ‖f ? g‖r,R ≤ ‖f‖r,R‖g‖r,R.

En prennant r = p et q = 1 on trouve ‖Sρ(f)‖p,R = ‖f?ρ‖p,R ≤ ‖ρ‖1,R‖f‖p,R = C‖f‖p,R,

donc Sρ : Lp(R) → Lp(R) est borné, et comme Sρ est linéaire, il est continu de Lp(R)

dans lui même.

Exercice 34

Soit 1 < p ≤ 2. Pour tout u ∈ Lp(Ω), on définit l’opérateur

Tu : Lp
′
(Ω) → R

u 7→ Tu(f) =

∫
Ω

fudx,

1) Montrer que Tu ∈ (Lp
′
(Ω))′ (le dual de Lp

′
(Ω)) et que ‖Tu‖(Lp′ (Ω))′ ≤ ‖u‖Lp(Ω).

2) Soit h la fonction définie par h(x) =


|u(x)|p−2u(x) si u(x) 6= 0,

0 si u(x) = 0.

- Montrer que h ∈ Lp′(Ω) et ‖h‖Lp′ (Ω) = ‖u‖p−1
Lp(Ω).

- En déduire que ‖Tu‖Lp′ (Ω) ≥ ‖u‖Lp(Ω) et que T définit une isométrie de Lp(Ω) dans

un sous-espace de (Lp
′
(Ω))′.

3) Sachant que Lr(Ω) est réflixif pour tout r ≥ 2, montrer que Lp(Ω) est réflixif.
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Solution :

1)Tu est linéaire car l’intégrale est linéaire.

D’après l’inégalité de Hölder |Tu(f)| ≤ ‖u‖p,Ω‖f‖p′,Ω, pour tout f ∈ Lp
′
(Ω), donc Tu

est une forme linéaire continue sue Lp
′
(Ω) et ‖Tu‖(Lp′ (Ω))′ ≤ ‖u‖Lp(Ω).

2)

∫
Ω

|h(x)|p′dx =

∫
Ω

(|u(x)|p−1)pdx =

∫
Ω

|u(x)|pdx <∞ donc h ∈ Lp′(Ω).

‖h‖p′,Ω =
(∫

Ω

(|u(x)|pdx
)1/p′

= ‖u‖p−1
p′,Ω.

‖Tu‖(Lp′ (Ω))′ ≥
Tu(h)

‖h‖p′,Ω
=
‖u‖pp,Ω
‖u‖p−1

= ‖u‖p,Ω.

On a déja montrer ‖Tu‖(Lp′ (Ω))′ ≤ ‖u‖p,Ω, alors ‖Tu‖(Lp′ (Ω))′ = ‖u‖p,Ω,

donc l’application

T : u ∈ Lp(Ω) 7→ Tu ∈ (Lp
′
(Ω))′

est une isométrie de Lp(Ω) dans T (Lp(Ω)) ⊂ (Lp
′
(Ω))′.

3) On a p′ ≥ 2 alors Lp
′
(Ω) est réflixif donc son dual (Lp

′
(Ω))′ est réflixif. T (Lp(Ω)) est

un fermé dans (Lp
′
(Ω))′, donc T (Lp(Ω)) est réflixif.

Pusique T : Lp(Ω)→ (Lp
′
(Ω))′ est une isométrie, on peut identifier Lp(Ω) à T (Lp(Ω)),

donc Lp(Ω) est réflixif.
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