
Corrigé de l'examen d'Analyse 4

Solution L Soi,t "f , lR' --+ R. /o foncti,on d,éfini,e par

f @,a):

ru'#. (r.ÿ) / (o o)

0, (r,t/) : (0,0).

1. Contr,nutté de f en (0,0). Pour tout (r,y) e R'... {(0,0)}, on a

d'où

tfl,'.g)l - l..l -+( rr,.,r- _ A-

, "f^ t;lccaci'1a'a+ça+1 ,
f @,y)---+ 0 : ./(0,0) qtt"arL,d (r, g) - (0.0)

Donc J est cont'in,ue en 0 0

2. Calcul des déri,uées part'ielles d'ordre L au poi,nt (0, 0). On calcule les taur d'accro,issement

pourtl0,
r (t,0) - /(0, 0) ar

t
/(0,1) - /(0,0)

t

-------+ 0
t+U

: 0---*0
ï+0

0 (0, 0),ôr
1fu.l

ôy
(0,0)

3. Et'ude de la différentiab'ili,té de f en (0.

L,E

Si f étai,t di,fférenti,able en (0,0), alors compte

tenu de la qu"esti,on précédente, sa différenttelle en (0,0) esf forcément l'applzcation, nulle

r : R2 -_ R. ts. tt) r- u*ro o)r r 
H,n 

o)y : s.

et doi,t uérrfier

,:_ f (r'. a) - /(O 0) - LQ. y) 
^rrirr 

- 

: U)
1",yll(o o; ll(r, y)ll,

lim /(r. v) - /(o. o) - n
(?.ÿ) .(uor l(i'.ll)llz

Pour (r,A) + (0,0), on calcule

l,l v'
f @,a) - /(0, o)

ll(", v) ll,

1,D
L _Tg

:1" + A"

rr)
l.T I 1i'

l-2 , J\3/2\1 -Tg )

Cette clernière quanti,té n,e tend po,s uer-s 0 qttan,d (.:r:..t1) ---,

r:'ÿ. Ceci, si,gnifie que J n'est pas d,ifférent,ra

0
I
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ble en 0 0

(0,0) car ell,e uati 1

) ffi no'u'

ç
t
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4 Calcul des déri,uées partrelles d'ordrel en un poi,nt (r,a) I (0,0). La foncti,on f est

différentiable sur IR' '.. { (0, 0)} en tant que fonction rattonnelle dont le dénominateur n,e

s'annnle'pas. Par suzte, f adrnet en tout, poi,nt, de R.2 \ {(0,0)} des déri,uées partielles

d'ordre l. Porm tout (r,ù f (0,0), on a :

ôJ
(r, y) a'(r' + a2) - ny2(2rS a'(y' - ,')

0r
af
. (?-.ÿ)
u!)

ôf
fi('t, u)

0f
0y

(r' + ?r')' '

2r'U
/ n o'2\ï'+a")

t -2 -,2 t2\J -T9 )

2rg(r2 +'a2) - ra2(2y)

-,2

\.t:. + g- )

Aznsz, ! * 0j 
,ont d,éfi,ni,es sur F{'2 pr,r'dr ôy

(r, y)

0

0

:{

:{

a'(a' - r')-t-t---_;T ,

\ir' + A')

2t'a

@'+v'f'

@,a) * (o, o),

(r,a) : (o, o).

@,v) I (o, o),

(r,y) : (o, o)

@$*r,

On constate q'ue pour t € R",

5. Plus grand ouuertfi su,r lequel f est rle classe Cr. Ses dériaées 'parti,ell,es

n'étant pas cont'inues en (0,0), la foncti,on f n'est pas de classe Cr pz

est rl,e cl,a,sse Cl sur [/ : ]R2 .. 0 en tant que

EturLe tl,e lu conttryuité e'n (0,0) de # " H

ffa il:; - t-+-o: ffto.ol et fft ,) :;--* 0 ffo.07 torsquet - 0

ce qui, montre que les dért'uées parti,elles ne sont pas contr,nues en (0,0).

0f ôf-- et -l-dr dg
Par contre,

par les théorèmes généraur, f
fonctzon ratr,onnelle d,ont le dértomi,nateur ne s'annule pas sur (J

6. Sozt D le domazne pLan défuni, par

n:{@,a)elR';,)o, a }o, z2 ra'<4}

0
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a) Représentati,on graphi,que de D

D a*(. h ,fr^râ â^
N**ïu,,*' y

*Y* 4 Cuxt"=ul_ ,

b) Compaczté de D. L'ensemble D est Lqf_ré car i;nchts dans Br((0,0),2) (bonle fer-
mée centrée à l'or"igi,ne et de raAon2 pour la n,orme eucltdtenne).

L'ensemble D cst f:W En effet,

D : {(r,a)e lR';re [0,f-[, yeLo,*-|, 4-12+y'e10,+oc[]
: o-' ([0, +o"l) n b-l ([0, +-[) n c-l (10, +-[)

où a(t,,J) :,r, b(r,A) :,g et c(r,y) - 4* 12 +A2. Les foncti,ons a,b et c sont con-

ttnues szr lR.2 (car pol'ynôrnzales) el [0. +ooI est fermé dans R dortc a-r ([0, +ool),

b-t ([0,+-[) et c-r ([0,+ool) sont Jermés daris R2. Enfin, D est ferrné cornme

zntersection fini,e de fermés.

D est donc c.otrrpa_ct.

c) Calcul de l'urtégrale. doublt: J'l f @,y)drd'y. Fa,isons u,tl, passage e,n coordor'mées
D

polaires

O: (r,9) e 10,*oo[ x l0,2rl* (r, a): (rcos?,rsin0)

Ona

{Dt

D,:O
I

:[0

t(n) : {(,.,0) e [0, +col x l0,2rl ; ô(r, 0) e D]

(r,0) elO,+oo[ x [0.22r[ ; r <2, 0 < n =;]
- [ lt1

.21 x 
10, ,l
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Comme f est çonUnue sarD, on a nwXfn

ll ,f .y) d.rdy : ll tncos d, r sin d)r clrdo

,tr.*t ,& b[*rn)"* .ft ÈtL' n' 
"

0t;
7't(t) + fi G,ft) szU)) s',t'(t)

) r;,,, - * tgt(tt. ,l2\t )) (t';tt)/ olt

D Dt

f2 f i r3 cosl sin2 o: 
J, J, ----;r-rdrdo

: (1,'*r,) (/î "o,0,,,'aaa)

:til.t+l;:: â:; @
[3Fÿ

Solution 2 Soi,t p , IR' -* IR. une fonctzon de clas,se C2 , uéri,fi,ant

ôç,, - 0s. ô'r, 02o . 02o
arê1):-1 ù(4. 

1) :2. 
#e1):1 d;ê.7):7. ;râ(4i):4

On pose pour tout réelt, f (t):,p((1 + t)r,t).
Introdu'isons les fonctions 91,gz : R ---R définies par n(t): (t + t)2 et g2(t1 :1.
La fonction, g : (gr, gr) est de classe C2 su,r IR. car ses composantes sont des fonctr,ons
poLynômi,ales. Par composi,tion, f : ç o g : IR. ---+ lR. est d,e classe 

", 
,ylR' par conséquent,

Les dér'tuées premzère f' est seconde f" sont données en chaque poi,nt t ê re pa, la règle cle la

chaîne comme suit :

et

T'ft):(ços)'(t):Y0r
(Ut(tl.gz\tttg'rçlt- dç

ôy
(gr(t), s2(t)) s;(t),

r"Q) : (Hr,(t),s,(t)) s,(t) + ff a,ft),g,(t)) n;ft))

: (H,t,(r), g,(r))) s,(t) . X G,(t), sz(t)) g'i(t)

(H ,t,(t), g,(,))) s;(t) . X G,(t), g,(t)) gi(t)

# *n,(t),g,(t)) s,Al + 
ffiG,(t),s,(t)) s;ttl)

(#b,(t),s2ft)) e',(t) +ffi a,(t),!t,(t)) s,(t)

+

:(

+

: 
#,n,ft),s2ft)) (s,(t)), + (#(gr(r) ,gz(t),. ffib,(t),0,a\)) s,(t)s,(t)

.# (g,(t), g,(t)) (g,(t))' . X b,ft), s,(t)) gl(t) + H ,n,(t), s,(t)) sî(t)

6

€9
@

@



ce qtli rlonne par le théo,rème de Schw a'rz,

@l
J"(t) : îi rn,G),g,(t)) (g,(r))'+, ,ffikt,e),sz(t)) s,(t)s,(t)

.# b,(t), s,(t)) (s,(t))' . X (g,(t), s,(t)) g'i(t) + 1î u,e), s,(t)) si(t)

I(a + tt) : .f (,r) - ».Ytatt i- ;P,#Ërc)h;h,+ o Ilrrli,)

f (o,) + tt,Y f (a,) n)t,u,fn) /rt +, (llhll') ,

où ht est le uecteur transposé de h, Yf (a) est te gradi,ent de f au, poi,nt a, d,onné ltar

/01 ,, ,/, \'v/(o) : (ü(a) û,,,)
etHlQt) est la matrice hess,ienne de J au poi,nt ct donnée pur.

H1(a) : (."{ trt)" \dtiUr, / r<r.,<n

2. Par composition et produ'ri, la fonction J' : (r,u) n- zln(1 -l y) est ile classe c2

sur l'ouuert u : R " ]-1,*cc[,- La formule de Taglor-Young à l'ordre 2 au por,nt

nr â'
l'(t) = 2(i + t); ((1 -r / 1' t) + fi ( t)',t) ,

Fznalement, pour t:7, 'il ui,erû

tt,1\,ôP,,r)-* +r.i.1)-4( t) +2- _ 2.J \Lr '+dx\+. 
olJ

€,)t"{r) 
: 

"#(4,1) 
+ rffi(4, 1) + #rn,r)+2X(4, 1) :16 1+8.4+7+2(-1) :s3

W

En obseruant que g'L(t) :2(7 +t), gi(t) :2, gL(t) :1 et gi(t) :0, il u,ient

Solution 3

1. Soi,t LI C lR" Ttn ouuert, o, e U et f : [/ -+ R u,ne foncti,on de Slg§!ç Ç' (au mor'ns

dans un uoi,si,nage de a). Pour tout h: lht,...,hn) e lR', au uo,is,inage de 0 tel q,ue le

segment fa. a -t h) soit contenu dans Ll , on a

1 +

7
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a : (1,1) € Li s,,
A2f A2ft t1 1\t 1- a I 

-)rdy' ùy)r

écrtt pour h, : (hr,h2) au uozsi,nage de (0,0), en obseruant que

(7,1) grô,ce au théorème de Schwarz,

/(1 +l'r4,7l_h2)

On calcule les déri,uées

ar
@,ù : 1n(1 +v),ôr

arr

af r_l_(t.i/) _
ôg'''' l-g'

1 D2f r(.r.tt): r--. 
-(,r,!t): - _\ rt 1*y ôyz-"' (I+g),

r:..t) *#t t)h,-H(1 r )h2

Hl t)tfi-+ r#*(1 1)h1 h, - Ht.t)ü) + o (l ri1i)ur o-roy oa'4(

É5 t

Or" @,a)

On obtient ai,nsz

D'où,

Af 1-+(1.1): -.d!' / 2'
a2f 1-.-(7.1) : --d!J'' 4

0,
Arl

ôr0y

ar
/(1,1) In 2 (1, 1; : 1r,2,

ôr
Arfô2f

;+(1.1)o:t" ôrôy
0,

/(1 + h1.1+ hz):rn2 -r- (ln2) h1 *lnr+)nrnr_ 'un;+ o(hl+h3),

sott pour (r,y) au uotstnage de (7,1) :

f Q,,ù: rn2r(rn2) (.r- tl+lr(y-1)*if .-1)(y-r,-* (a-t)'+o ((r- r)'+ @ - t)')

Solution 4

1" La fonction f , @,A) * ry -f sin(r + E) défi,nie sur IR2 esl de classe Ct (et même

C*) en tant que somme de la fonctton polynômr,ale (r,A) - ry et de la fonctton

(r,y) * sin(z i y) elle même de classe Ct comme composée de la fonctiorr, polynômi,ale

@,ll) * r * lJ auec la fonctr,on sin.

Si (rs, ao):(0,0) on a f (ro,'yo):, 
H(.r.y) 

: r*cos(r -ty) et d"nrHlro,ao):
I * 0.' Le théorème des foncti,ons imph,c'ites permet d'ffirmer qu'i,l eristeV uotsinage

d,eis':O,W uoi,si,nage drur--0 etç:V ---+W d,e classeCl tels que

V(r, y) e V x W, TQ,U'): Q 14 'y : ç(t).

Fznalement. comme f est de classe C-, le théorème o.ssltre qlt"e tp est égalem,en,t de

cLasse C-.
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2. Par définiti,on de g on a ç(r0): yo, autrement dit,p(0) : 0. Par a'illeurs, pour tortt

r €V on a f (r,p(r)) :0, i,.e.

'r,-(r') r siti(.r t ,'(r)):o.

La fonctzon rç(r) -F sin(r + p(r)) est constante (égale à 0) au uoi,sr,nage de 0, ses

déri,uées success'iues sont donc nulles au uoi,si,nage de 0.

En d,ériuant une prem'ière fois on obti,ent ai,nsi,

p(r) + .r,j'(.r ) + (1 + ç'(r)) cos (;r + .p(r)) : g

I
et donc en t:0, et sachant que p(0) : 0, on obttent çt(0 1

En déri,uant une seconde foi,s on obtient

2ç' (.r:) I rç" (r) +,p" (r)cos (r: + p(r)) - (1 + p'(rr,;;u sin (:; + .p(r)) : 61

et donc erl r:0, et sachant que,p(O) - 0 et ç'(0) - -7, on obttent g"(0) - 2.

Fin,alement, cornme ç est de classe C*, son DL est donné par la formule de Taylor et

on a) au uots'inage d,e rç :0,

ç(r) -.,r(0) + ,p'(0)r + l,p"(0)r,2 + o(r'),'2'

@

x. e.

ç(r):-r*r'+o(r'1

q

I


