Corrigé de I’examen d’Analyse 4

Solutlon 1 Soit f:R? — R la fonction définie par

T (a,y) # (0,0),

foy)y=4 Z+v
07 (:E’ y) = (07 0).
1. Continuité de f en (0,0). Pour tout (z,y) € R* . {(0,0)}, on a
o0 = lel 2 < Jal,
d"ovll P /](M €MaM€«WC )

f(z,y) = 0= f(0,0) quand (z,y) — (0,0).

Donc f est continue en (0,0).

2. Calcul des dérivées partielles d’ordre 1 au point (0,0). On calcule les tauz d’accroissement
pourt #£0 :

t t—0 aCL’ ’ ’
£(0,0) — £(0,0) _9f
t = 0-—0= 5 =—(0,0).

3. Ftude de la différentiabilité de f en (0,0). Si f était différentiable en (0,0), alors compte

& tenu de la question précédente, sa différentielle en (0,0) est forcément ’application nulle
{

‘ﬁ L:R* SR, (Iy)Ha—f(O()) +8_f(0 0)y =0,

\ ' Ox " dy
f/ﬁf?\;\\ et doit vérifier
yn | . _ L
i i 1ED =00~ L)

|
Lﬁ'z (2,5)—(0,0) (z, vl
I
1

v =0,
{ (z,y)—(0,0) (@, y)ll;
{ Pour (z,y) # (0,0), on calcule
; 2]y
flo,y) = f0,0)| _ 22+ |z[9?

[(z, y)l, B \/m N (22 4 42)3/2°
) ' | q
| Cette derniere quantité ne tend pas vers 0 quand (x,y) — (0,0) car elle vaut ——= pour

%‘ 2v/2
|z =vy. Ceci signifie que f n’est pas dzﬁerentmble en (0,0).
\‘ ,,,,,




4. Caleul des dérivées partielles d’ordre 1 en un point (z,y) # (0,0). La fonction f est

différentiable sur R?~.{(0,0)} en tant que fonction rationnelle dont le dénominateur ne
s’annule pas. Par suite, f admet en tout point de R* \ {(0,0)} des dérivées partielles

| d’ordre 1. Pour tout (z,y) # (0,0), on a:

7<) Of ) v (e? +y°) — 2y’ (2r) _ Py - 2?)
[ 0z " (a2 + y?)* (22 +42)°
5T ﬁ(x y) = 2ey(a® +y°) —wy*(2y) _ 20%y

C>) %" (2% +47)° (22 +42)°
Ainsi, % et %g]; sont définies sur R? par :
(20,2 2
vy — z°)
==, (=) £ (0,0},
Doy = § @+
by
\ 'OJ (m,y) = (070)
( 2$3y
o . o2 (CU,?J) 7é (an)v
%Ji(x,y) = { @)
Y
Etude de la continuité en (0,0) de g—f et g—f On constate que pourt € R”,
| o Y

@\,\2/ pe —=(0,t) = t4_1‘“0 &C(O 0) et ay(tt) §+0—a—y(0,0) lorsque t — 0,

ce qui montre que les dérivées partielles ne sont pas continues en (0,0).

0]
5. Plus grand ouwvert U sur lequel f est de classe C*. Ses dérivées partielles % et 6_£

n’étant pas continues en (0,0), la fonction f n'est pas de classe C' surR®. Par contre,

par les théorémes généraus, f est de classe C sur U = R? ~ {(0,0)} en tant que

} fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur U.

6. Soit D le domaine plan défini par

D={(z,y) eR?; >0, y>0, 2> +y* <4}.




a) Représentation graphique de D

D et Lo cf,uamzt Au
oz(/c\-ciy% Rachme Y

8, L

&w]mo 4 eonfoun

P

| b) Compacité de D. L’ensemble D est borné car inclus dans Bo((0,0),2) (boule fer-

{:!z;S ) |

mée centrée a l'origine et de rayon 2 pour la norme euclidienne).

{» L’ensemble D est fermé. En effet,

D = {(m,y) €R?; zx€[0,+o0[, y €[0,+0c0[, 4 —2®+12 € [O,+oo[}
= a ([0, +00]) N b ([0, +00[) N1 ([0, +00)

ova(z,y) =z, b(z,y) =y etc(x,y) = 4—x*+y>. Les fonctions a,b et c sont con-
tinues sur R? (car polynémiales) et ‘[O, +o0[ est fermé dans R donc a™! ([0, +-00]),
b=1 ([0, +00]) et ¢t ([0, +o0]) sont fermés dans R%. Enfin, D est fermé comme
intersection finie de fermés.

| D est donc compact.

c) Calcul de lintégrale double [[ f(x,y)dzdy. Faisons un passage en coordonnées
D

polaires
®:(r,0) € (0,400 x [0,27] — (x,y) = (rcosf,rsinb).
On a

D' = & YD) ={(r,0) €0, +oo] x [0,27] ; ®(r,0) € D}
- {(r,@) € [0, +co] x [0,27] ; r <2, ogegg}

~ [0,2] x [og} .




< .
' i/ , Febing
Comme f est continue sur D, on a ”’Wi‘%@‘" neuct /Z‘ &&W‘e Ae .

//f(:c,y)dxdy = //f 7 cosf rsm@)rdrd@
D
_ / /27' cos@sm erdrdﬁ

,/Ki{’i" = (/ r d?") / cos fsin® 6 d¢
\L,/’j 0 0

(7 9<) [ *[sin30]2 81 8 (’é Z}j&\
NG o8, 3 ], 33 9 \/
'g f‘_zg‘}‘:[ ;Solutlon 2 Soit ¢ : R* — R une fonction de classe C?, vérifiant
‘ia/ KQ} 1 S l
— Oy i 0%p 0% 0%p
—(4,1)=-1, —L(4,1)=2 4,1 1, —4,1)=7 4,1)=4,
am(a ) ) 8@/( ) ) ) 82( ) ayg(a ) ) 81’8]/( ) )

T on pose pour tout réel t, f(t) = ¢ ((1+1)2,1).

| Introduisons les fonctions g1, g2 : R — R définies par ¢ (1) = (1 + 1) et go(t) = t.

\&uﬂ La fonction g = (g1,92) est de classe C* sur R car ses composantes sont des fonctions

% polynémz'ales. Par composition, f = pog: R — R est de classe C? sur R.| Par conséquent,

[ Zes dérivées premiere f' est seconde f" sont données en chaque point t € R par la régle de la
\
\

chaine comme suit :

| g f't)=(pog)(t)= g— (91(2), 92(1)) 91 (t) + %55 (91(2), 92(1)) g()
et
@y - (g— <g1<t>,g2<t>>g<t>+Z—j<gl<t>,92<t>>gg<t>)/
T = (Z600.00) b0+ 2 mommsto
+ (G2 0. ) 640) + 2 (an0), a0
= (Fe0n0h0+ 22 00.00)60) 46 + L 6m.a0)40
09| (2 00,310+ 52 610,00 ) ) + 2 (00, o )
T = Zewaower+ (s (0200 + 22 (010,60 ) 01310
N\ 508 (1) 080 G4+ 5F 00,0 1) + 22 (000, n) )



ce qui donne par le theoreme de Schwarz

82 2

|0 = 5 ).e0) 60) +2d 5y (1(8).92(0) 61 (0)gh )
| e (010, (8 (G0 + 5 (010 () 916+ 5 (10, ) ).

En observant que gi(t) = 2(1 +1), g7(t) =2, g4(t) = 1 et g§(t) = 0, il vient
e ” O Op
@;}. .ﬂw:2ﬂ+w%ﬂﬂ+w{ﬂ+égﬂkwfﬁ,
/a¢) 20%p Py P
ti?,‘* () = 4(1+1)? i ((1 +t)2,t)+4(1+t)a$ay ((1+t)2,t)+a—y2 (1 +1)%t)+2

Finalement, pour t = 1, il vient

dp 9
5;((1“) 1) .

8@ 890
= 4— (4,1 4,1 —1 = o
82 0% 0%p Dy
167 (4,1) +88$a (1) + 55 (41) + 257 (4,1) = 161+ 84+7+2(-1) = 53

1. Sot U C R"™ un ouvert, a € U et f : U — R une fonction de classe C? (au moins
; dans un voisinage de a). Pour tout h = (hy,...,h,) € R™ au voisinage de 0 tel que le
\

segment [a a+ h] soit_contenu dans U, on a

| e = s gl @k 3 g e o (A1)

| = oz, = O0z;0x;

= fla)+hVf(a)+ hHA>M+OMMW,

7~ N\
/ \ 5 ) | ouht est le vecteur transposé de h, V f(a) est le gradient de f au point a donné par
N/ of

|

Vi@ = (2w 2w)

| et Hy(a) est la matrice hessienne de f au point a donnée par

_ 82f
Hy(a) = <(3x¢5’$j (a)>19}j§n.

”\ 2. Par composition et produit, la fonction f : (z,y) — zIn(l + y) est de classe C?

’v;f

w sur Powvert U = R x |-1 +oo[ La formule de Taylor-Young & lordre 2 au point



a = (1,1) € U s’écrit pour h = (hy,ha) au voisinage de (0,0), en observant que

i (1,1) O'f ——(1,1) grdce au thé de Schwarz,
= chwar.
Ozoy OyOx 5ol héoreme de Sc

e\ |
| fQHh k) = F(LD) 5 (1Dt ay(l’l)h2
0> f o f 02 9
e <a 5(1,1)h3 +28 0y(1 1)h1h2+m(1 1)h2> o ([|All3) -
On calcule les dérivées :
af B Of , + &
- %(CU,:U) - 1D(1—|—y>, a_y<3/7y) - 1+y

if,/ﬁ"\' B2 f o2 f y o2 f
2([E,y) = 0, (Tay): ) 2<:E’y):_ 2"
oz dzdy 1+y  dy (1+y)

j On obtient ainsi
' of of 1
i A1) n2, ZMD=h2 Z(11)
1 an N an B 1 an B 1
,«Mg x‘ 5 —(1,1) = 0, &U@y(l’ 1y = 3 :9?;5(1’ 1) = —5

((‘ﬁj, / | 2

| | 1.1 1
; S+ B L he) =2+ (I2) b+ Sha + Shuha — 2+ o (] + 1),

8

soit pour (z,y) au voisinage de (1,1) :

| f(@,y) =In2+(In2) (96—1)+%(y—1)+%(~”6—1>(y—1)—%(y—1)2+0 (e-D*+@-17%.

1 1. La fonction f : (z,y) + xy +sin(z +y) définie sur R* est de classe C* (et méme
C>) en tant que somme de la fonction polynomiale (x,y) — xy et de la fonction
(z,y) — sin(z+y) elle méme de classe C* comme composée de la fonction polynémiale
(

z,y) — x +y avec la fonction sin.

of

0
; Si (zo,y0) = (0,0) on a f(zg,y0) =0, (z,y) =z + cos(z +y) et donc ég(xo,yo) =

D /9 ] a_y
\\M E- O; Le théoréme des fonctions implicites permet d’affirmer qu’il existe V' voisinage
A~ r de zg = 0, W woisinage de yo =0 et p : V — W de classe C! tels que
(4) |
( 41 ;
Y V(z,y) eV xW, flzy)=0 < y=p(a).
|
/,V ,_}”“yf Finalement, comme f est de classe C'™, le théoréme assure que p est également de
ORSY
[~ classe C*.



Par définition de ¢ on a ©(xg) = yo, autrement dit p(0) = 0. Par ailleurs, pour tout

1zeV ona f(z,p(z)) =0, ie

zo(x) + sin(z + p(z)) = 0.

La fonction zp(z) + sin(z + ¢(z)) est constante (égale ¢ 0) au voisinage de 0, ses

| dérivées successives sont donc nulles au voisinage de 0.

i BEn dérivant une premiére fois on obtient ainsi

p(z) + zpl(z) + (1 + ¢'(x)) cos (z + ¢(z)) =0

et donc en x = 0, et sachant que ¢(0) = 0, on obtient ©'(0) = —1.

En dérivant une seconde fois on obtient
2¢/ () + 29" (z) + ¢"(2) cos (z + p(x)) — (1 + ¢ () sin (z + (z)) = 0

et donc en x =0, et sachant que ¢(0) =0 et ¢'(0) = —1, on obtient ©"(0) = 2.
Finalement, comme ¢ est de classe C*, son DL est donné par la formule de Taylor et

on a, au voisinage de xg = 0,

o(z) = $(0) + ¢ (0)z + 30" (0)a? + ofz?),

1.€.




