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Exercice 1 (04 pts, 18 mn)

1. Justifier l’existence de l'unique solution locale pour le probléme suivant :

t) = y(t) +4,
{Z(O) _ 1 (1)

2. Calculer explicitement cette solution et donner son domaine de définition.

Exercice 2 (08 pts, 36 mn) On considére le probléme suivant :

—y"(t)+y'(t) = t,te(0,1),
y(O) = a, (2)
y(1) = b,

ou a et b sont des constantes.
On cherche o approcher cette solution par la méthode de différences finies. Soit n € N*|

et h = %H On note y; la valeur approchée recherchée de y au point ih pouri=20,--- ,n+1.
On utilise les approximations centrées les plus simples de y' et y" au point th,i=1,--- ,n.
On pose

Yn = (yla"' 7yn)
1. Donner une discrétisation pour différences finies de ce probléme.
2. Ecrire le systéme obtenu sous la forme matricielle Ayy, = by. Donner Ay, et by,.

3. Montrer que le schéma obtenu est consistant et donner une magoration de l’erreur de
consistance sty est suffisamment réguliére.

Exercice 3 (08 pts, 36 mn) Soit Q2 = (0,1) x (0,1). On considére le probléme elliptique
en dimension deux (2D) suivant :

—Ay (z,t) + % (x,t) = f(z,t),(x,t) €Q,
y(z,0) = y(z,1) = O, (3)
y(0,8) =y(1,1) = 0,

ot A = 88—; + g—; et f € C(Q) est donné. On note y la solution exzacte de (3) et on
suppose que y € C* (ﬁ) :

On suppose que la solution y (x,t) est suffisamment réguliére. On cherche & approcher
cette solution par une méthode de différences finies. Soient n € N* et h = n+r1 On note y;
la valeur approchée recherchée de y au point (ih, jh) pouri,j =0,--- n+ 1.



. Montrer que y (x,t) = %tQ est une solution exacte de l’équation
dy
—Ay(z,t)+ = (z,t) = —1.
y(ot) + 5 (1)
. Donner une discrétisation par différences finies de ce probléme (3) en utilisant le
schéma centré.
. Donner l’ordre de consistance de ce schéma.

. Quel est le principe du maximum de ce schéma.

. Montrer que le schéma obtenu est stable au sens |ly||., < C'||f|l., sous une condition
sur h a préciser.



Corrigé Type.

Solution 1 (Exercice 1) 1. 11 suffit de vérifier les hypothéses de Cauchy-Lipschitz :

La fonction y — f (y) est de classe C* pour tout y € R et ainsi elle est localement
lipschitzienne.

Solution 2 (Exercice 2) Différences finies en EDO

1. Avec un schéma centrée, on a
Yi-1 = 2Ui + Yina h?
y'(t) = s +0 (h?);0 (1) = ——=y™W(&,)

y(t) = PHEELL0(h);0 (0) =~y (6

(0.5+0.5 pts)

Donc, le probléeme discret devient

— (gt ) vicr + v+ (o5 — 52) v = ihi =1, .n (i =1ih),
Yo = a,
yn+1:b.

(1 +0.5+0.5 pts)

& (5r —72) O 0
~(twm) = 0
A, = 0 0 ;
: 0 & (5% — 7)
0 0 —(z+m) =
t1+(%+%)a
23
Yn = : i =1h
i3

(1.5+1.5 pts)



3. La consistance : En utilisant le développement de Taylor

Soit l’équation homogeéne : —y"(t) +y'(t) =0. On a :

y(tiz) =2y (t) +y (i) |y (tin) =y (tio)
h? 2h
= —y'(t;) + O (R®) + ¢/ (t;) + O (r?)
h? h?
(4) (3)

= Ey (&)‘Ey (&)

& < h—Qmax |y(4)(t)} + h—Zmax y(3)(t)‘
= 12te0,1] 6 teo,1]

h2
< = @) +2 @) (¢
< 5 (tem[gf]}y (O] + 2max |y ()]

donc ||€]|,, — 0 quand h — 0.
Alors, le schéma est consistant d’ordre 2.

...................................................................... (0.5+0.5 pts)

Solution 3 (Exercice 3) Différences finies en EDP
1. y(x,t) = L2, satisfait

2
oy 0%y %y
_— = —_— = a4 — 1
ox 0 0x? 0 ot? ’
alors, y vérifier —A + % =—1.
...................................................................... (0.5+0.5 pts)
2. On a
%y Yie1j — 2 + Yir1j h?
D2 (i t;) = = hg’j 2+ 0 (h?);0 (h?) = —59(4) (& t5)
Py Yij1— 2Yij + Vi h?
g oty) = BB 0 ()50 (1) = — 150 (@)
dy Yir1) — Yim1y h?
%(%tj) = % +0(h?);0 (h*) = —Ey(g)(@,tj)

Alors, I’équation discréte est donner par

1,1 1 _ 1 4 1 1 _ L
(=72 + 55) Yis1g + (=72 — 57) Vie1j + 75Yi5 — je¥igr1 — pelig—1 = fijrbj =1,--- ,m,
?JO,j:?JnJrl,j:O;']:la"';n;'yi,ozyi,nﬂzo;Zzl,"',Tl



3. L’erreur de consistance :

Soit I’équation homogéne : —Ay (z,t) + % (x,t) = 0.

Eij = —6%y (z5,t;) — 57y (@i, t;) + S0y (i, ;)

= —Ay(z,t)) + %y (z5,5) + O (h?) + O (k*) + O (h?)
2 h2 h?

B N VoSN N ) PN N o
12y (gw ])+ 12y (x’”/r’j) 12y ( 1 ])

done |& .| < 12 max
£l < 33 [0,1]x[0,1]

(4) ‘
xr 7t
R

(@) ‘
| +2
y, (z,t)| + omax

(e, t)D

yt(4)(x,t)‘ + 2 max

donc ||€; ||, < Ch? — 0o C = & ( max
h—0 [ [0,1][0,1]

12\ [0,1]x[0,1]

(4) ‘ m
X ) t
o (@ )| [0,1]3[%(,1]

3
) (x, t)D
Alors, le schéma est consistant d’ordre 2.
................................................................... (1+0.5+0.5 pts)

4. Le principe de maximum :

Le probléeme (4) satisfait le principe du mazimum si
fi; <0 (= (2 +¢%) <0),Vz,t € (0,1) x (0,1).
Alors, siw; j solution de (4), on a

wij < lmax{wl,m},w,j e{0,---,n+1},
,mey

tel que v = {l €{0,--- ,n+1} oume{0,--- ,n+1}} = les points de la frontiére

sous la condition % — % > 0.

5. D’aprés le principe de maximum : La stabilité le schéma (4) est stable au sens
lyllo < Clflly, sous la condition

B.C & I. REZZOUG (imad.rezzoug@univ-oeb.dz)



