Corrige -type : Equations aux dérivées Partielles

Exercice 01.

1. On pose u(x,t) = X(x)T(t), on trouve
T X' _

Ao Xw 0

D’autre part, on a
u(0,t) =0 = X(0)T() =0 =X(0)=0. [0,5] u(1,t) =0= X(1)T() =0 = X(1) = 0.

Par conséquent,

" AX =0, A , 1],
® oy vz P ey ro +wsro =0

2. Résoudre (P;). Ona
SiA=0: X(x) =a+bx. X(0)=X(1)=0=a=b=0.Donc, X=0.

SiA<0: X(x) = ae~V=A% 4 peVAx, X(0)=0=a=-b et X(1) =0=Db =0.Donc, X=0. 0,5
SiA> 0:X(x) =acosVAx +bsinVlx. X(0)=0=a=0.

X()=0= b sinVA =0=sinVA =0=VA =nm, n>1.

*0
Donc, X,,(x) = sin(nmx), \/A_n =nm n=>1. |05
3. Résoudre (P,) pour A:= A, = (nm)?, n > 1.
L'éguation en T(t) est une EDO linéaire du 1°" ordre, alors les solutions sont donc de la forme
T(t) = Ke™V3M = T, (t) = K e V3t = K e V3 1 > 1,

4. On déduit que la solution générale de I'équation de la chaleur sous la forme

o] o

u(x,t) = Z u,(x,t) = 2 sin(nmx)K, e~ V3nm’t,

n=1 n=1

On utilise la condition initiale

[oe]

u(x, 0) = z sin(nx)k, = x — 2. 0,5

n=1

Cette derniére série de fonctions n'est autre que la série de Fourier impaire de la donnée initiale

1 2 1 2 1
k,=2 j (x = 2) sin(nmx)dx = —— (x — 2) cos(nmx)| + —f cos(nmx)dx
0 nm 0 mn 0

! 2 1 2 22— (=DM
= ——(x —2)cos(nmx)| + —=sin(nwx)] = ——[—cos(nm) +2] = ————=. [1,5
nmw o (mn)? o nm nm
0
Par consequent,
c S —2(2 - (—1)"
u(x,t) = Z u,(x,t) = Z %sin(nnx)e‘ﬁ("”)zt.

n=1 n=1




Exercice 02.

1. La solution générale

x+t 1 1 x+t
g(s)ds = > [sin(x + t) + sin(x — t)] + Ef sin(s) ds

x—t

u(x,t):z%[f(x+t)+f(x—t)]+%f

x—t

x+t

= %[sin(x +t) +sin(x —t)] — 1 [cos(x +t) — cos(x —t)]

= % [sin(x + t) + sin(x — t)] — lCOS(S) 2

2

x—t

= %[sin(x +t) +sin(x — t)] — % [cos(x + t) — cos(x — t)] = sin(x) cos(t) + sin(x) sin(t).
2.

T T V2 3n
w33 =7 u(F7)=—7 [+
Exercice 03.

1. En dérivant E(t) par rapport a t, on obtient

¢
E'(t) = %E(t) = f u; udx. (D 0,5
0

En utilisant 1’équation (E), (1) devient

£

Y ¢
E'(t) = j (Cuyy + aw)udx = cf
0 0

Uy udx + af u? dx. 2

0
En intégrant par partie, on obtient

¢ ¢ ¢ ¢
f Uyy udx = uyu |§ —J uldx = u, (¢, t) u(®, t) — u,(0,t) u(0,t) —f uldx = —f u2dx. (3)
0 0 5 5 0 0

En substituant (3) dans (2), on trouve
£ £ £

E’(t):—fu,%dx+af uzdeafuzdx. (4)

0 0 0

En intégrant par partie sur (0, t), on obtient
t f 1 4 t f

E(t) <E(0) + aj J u?(s)dxds = E_f @?(x)dx + af j u?(s)dxds. 0,5
0 Y0 0 0 Y0

2. Soit u, et u, deux solutions au probléeme (P). Alors, w: = u; — u, est une solution du probléme

Wi — Wy =0, 0<x<?t>0,
(P) S we(0,t) =w(#,t) =0, t>0, |05
w(x,0) =0, 0<x<?,

D’apre la question 1, on a

E(t) < E(0) et E(0) =0 il s’ensuitque E = 0. +

Par conséquent, w(x,t) =u; —u, =0, Vt = 0 et I’unicité est prouvée. 0,5




