Université L’arbi Ben Mhidi OEB
Département de séances de la matiere
Module : Mécanique Quantique (S5)
Année universitaire 2023/2024

Durée : 1h30

Réponses

1. Moment cinétique orbital : Représentation matricielle
On considere un systeme quantique sans spin de moment cinétique orbital f une
base de I’espace des états de ce systeme est constituée par les états propres communs
a L? et L, est notée | I, m).

(a)
[L? L+] = [L* L, £ iL,]
= [L? Ly] i [L* L,] =0 (2 x 0,5pts)
[L.,L+] = [L., L) +i[L., L,
= ihL, & i(—ihL,) (2 x 0.5pts)
= ih(L, FiL,) = —ih(L, +iL,) T
= —ih L+
(b) I=1;
—<m<Il=m={-1,0,1} (2 x 0,5pts)

Vecteurs de base : {|l,m >} ={1,1>,[1,0>,|1,—-1>}

L2 lm>=nr11+1)|1,m>
L.|l,m>=ham |l,m>

La dimension des matrice : 21 + 1 = (2(1) + 1) = 3 = (33) (0,5pts)
| 17_1> ’ 170> ‘ 171>
| 1,-1) h? 0 0
L* 11,0 [ 0 K 0
|1,1) 0 0 h?

<U.m/ | L2 l,m >=R 11+ 1) Spm
100
L*>=2r*[0 1 0
001

de meme pour L.,: (0,5pts)
< l’,m’ | L, | l,m >=mh (5”/ 5mm’



-1
L.=h| 0
0

o O O
— O O

(c) Les valeurs propres de L? sont \ = {2712, 2h2, 2h2}, de L, sont A = {—h2, 0, h}.
(2 x 0,5pts)

Justification:
Les matrice sont diagonals donc les valeurs propres sont les éléments de la
diagonale. (0,5pts)
Les vecteurs propres sont les vecteurs de la base {| 1,1 >, 1,0 >,|1,—-1 >}
pour les deux opérateurs. (0,5pts)
L2 | 17_1> = 2h2 ’ 17 _1> Lz | 17_1> =—h | 17_1>
L?]1,0)  =2Rr*|1,0) L.|1,00) =0
L?|1,1)  =2r*|1,1) L.|1,1) =-h|1,1)

2. Addition de deux moments cinétiques .
On considere deux moment angulaire orbitaux L, et Ls tels que [y = 1 et [y = 2.

(a) h=1=m =-1,0,1 (1pts)
lhb=2=my=-2,-1,0,1,2 (1pts)

() [Ly— Ly |[<Li+ Ly = 1< L<3=L=1{1,23)

1= my =—1,0,1
L=¢2—m,=-2,—-1,0,1,2 (3 x 0,5pts)
3 s my=-3-2-10,1,23
(¢) Ly ]3,3>=N1y3(3+1)—33+1)]3,4>=0. (0,5pts)
Ly | LM >=h/IEL+1) - M(M+1) | L,M+1>
Li|3,3>=0 (0,5pts)

13,3>=| 1,1 > |2,2>
L+|373>:| (L-i-l + L+2)|171>®|272>

L] L,1>=nhy1(1+1)—1(1+1) |1,0> (0.5pts)
Ly |225=0= (L + L) | 1,L1>®|2,25=0 P
L_[3,3>=n/33+1)—-33-1)|3,2>=h[3,2> (2 x 0,5pts)
(Loi+ L) [L1>Q[22>=0/(10>Q[22>)+h/( 11> |
2,1>) (0,5pts)
3. Moment cinétique orbital : Représentation matricielle
(a) L’équation de Schrodinger pour un potentiel de symétrie sphérique:
SEL20P2) 4+ 5k + V()] W(r6,0) = BU(,0,0) (1pts)
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(b) Justifier que pour un potentiel central a symétrie sphérique la fonction d’onde
s’écrit U (r,0,¢) = R(r)Y,"(0, ¢).
L’hamiltonien de 1’équation (1) peut s’écrire :

H=H, + Hy, avec H, = —% z 8‘9—; r+V(r) (1pts)
Hy, = 2”6—12 donc on peut factoriser la fonction d’onde W(r, 8, @) = R;(r)Y;™(0, )
(c¢) L’équation radiale décrivant une particule dans un potentiel V (r): (1pts)
d*R(r) 2 dR(r) 2m E  2m (1+1)
- —— — 5 V(r) — R(r)=0 2
dr? rodr h? h? (r) 72 (r) 2)

2 2
(o) = H(2r 4+ rin) =20 4 4
L2Y™(0, ) = R I(L+1) Y,™(6, ¢)

(d) Dans la région: 0 <r <b (1pts)
d*R(r) 2 dR(r) 2m E l(l+1)
2 - - = 3
(2)= dr? +7’ dr +{ h? r2 R(r) =0 (3)
Dans la région: r > b (1pts)
d*R(r) 2 dR(r) 2m (B —Vy) (1 +1)
2 - — R(r)=20 4
(2) = d r? r o dr +{ I r2 (r) (4)
(e) dans la région a <r <bet p=kr, k*=20E
Pour ’équation (3) :
a_dpa
dr  drdp
=k i 0,5pts
@, &
dr? " dp?

On remplace dans (3):

ER(p) 2 ., dR(p) (1+1)

k2—+—k2—+{k2——k2}R =0
dp* p dp P? (v)

(0,5pts)

@2 2 d I(1+1

Lo TR 2 R(p)+{1 (l+1)

- — =Y R(p) =0
dp* p dp p? }(p)

Dans la région r > b
Pour I'équation (4) :
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d2

dp?

d
+ 22 (@) — + A2
p (z)dp+{ A2 N2

+_

2 dR
dR()
p dp
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I(1+1)

02

I(1+1)

02

(0,5pts)
} R(p) =0

(0,5pts)
} R(p) = 0



