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Réponses

1. Moment cinétique orbital : Représentation matricielle

On considère un système quantique sans spin de moment cinétique orbital
−→
L une

base de l’espace des états de ce système est constituée par les états propres communs
à L2 et Lz est notée | l,m〉.

(a) [
L2, L±

]
=

[
L2, Lx ± iLy

]
=

[
L2, Lx

]
± i

[
L2, Ly

]
= 0 (2 x 0,5pts)

[Lz, L±] = [Lz, Lx]± i [Lz, Ly]

= ih̄Ly ± i(−ih̄Lx)

= ih̄(Ly ∓ iLx) = −ih̄(Lx ± iLy)

= −ih̄L±

(2 x 0,5pts)

(b) l = 1;

−l ≤ m ≤ l ⇒ m = {−1, 0, 1} (2 x 0,5pts)

Vecteurs de base : {| l,m >} = {| 1, 1 >, | 1, 0 >, | 1,−1 >}{
L2 | l,m > = h̄2 l(l + 1) | l,m >

Lz | l,m > = h̄ m | l,m >

La dimension des matrice : 2l + 1 = (2(1) + 1) = 3 ⇒ (3x3) (0,5pts)

L2

| 1,−1⟩ | 1, 0⟩ | 1, 1⟩[ ]| 1,−1⟩ h̄2 0 0
| 1, 0⟩ 0 h̄2 0
| 1, 1⟩ 0 0 h̄2

< l′,m′ | L2 | l,m >= h̄
2

l(l + 1)δll′ δmm′

L2 = 2h̄2

1 0 0
0 1 0
0 0 1


de meme pour Lz: (0,5pts)
< l′,m′ | Lz | l,m >= m h̄ δll′ δmm′



Lz = h̄

−1 0 0
0 0 0
0 0 1


(c) Les valeurs propres de L2 sont λ =

{
2h̄2, 2h̄2, 2h̄2

}
, de Lz sont λ =

{
−h̄2, 0, h̄

}
.

(2 x 0,5pts)

Justification:
Les matrice sont diagonals donc les valeurs propres sont les éléments de la
diagonale. (0,5pts)
Les vecteurs propres sont les vecteurs de la base {| 1, 1 >, | 1, 0 >, | 1,−1 >}
pour les deux opérateurs. (0,5pts)

L2 | 1,−1⟩ = 2h̄2 | 1,−1⟩
L2 | 1, 0⟩ = 2h̄2 | 1, 0⟩
L2 | 1, 1⟩ = 2h̄2 | 1, 1⟩


Lz | 1,−1⟩ = −h̄ | 1,−1⟩
Lz | 1, 0⟩ = 0

Lz | 1, 1⟩ = −h̄ | 1, 1⟩

2. Addition de deux moments cinétiques

On considère deux moment angulaire orbitaux
−→
L1 et

−→
L2 tels que l1 = 1 et l2 = 2.

(a) l1 = 1 ⇒ m1 = −1, 0, 1 (1pts)
l2 = 2 ⇒ m2 = −2,−1, 0, 1, 2 (1pts)

(b) | L1 − L2 |≤ L1 + L2 ⇒ 1 ≤ L ≤ 3 ⇒ L = {1, 2, 3}

L =


1 → mL = −1, 0, 1

2 → mL = −2,−1, 0, 1, 2

3 → mL = −3,−2,−1, 0, 1, 2, 3

(3 x 0,5pts)

(c) L+ | 3, 3 >= h̄
√

3(3 + 1)− 3(3 + 1) | 3, 4 >= 0. (0,5pts)

L+ | L,M >= h̄
√

L(L+ 1)−M(M + 1) | L,M + 1 >
L+ | 3, 3 >= 0 (0,5pts)

| 3, 3 >=| 1, 1 >
⊗

| 2, 2 >
L+ | 3, 3 >=| (L+1 + L+2) | 1, 1 >

⊗
| 2, 2 >

{
L+1 | 1, 1 >= h̄

√
1(1 + 1)− 1(1 + 1) | 1, 0 >

L+2 | 2, 2 >= 0 ⇒ (L+1 + L+2) | 1, 1 >
⊗

| 2, 2 >= 0
(0,5pts)

L− | 3, 3 >= h̄
√

3(3 + 1)− 3(3− 1) | 3, 2 >= h̄ | 3, 2 > (2 x 0,5pts)
(L−1 + L−2) | 1, 1 >

⊗
| 2, 2 >= h̄

√
(| 1, 0 >

⊗
| 2, 2 >) + h̄

√
(| 1, 1 >

⊗
|

2, 1 >) (0,5pts)

3. Moment cinétique orbital : Représentation matricielle

(a) L’équation de Schrödinger pour un potentiel de symétrie sphérique:[
− h̄2

2m
1
r2

∂
∂r
(r2 ∂

∂r
) + L̂2

2mr2
+ V (r)

]
Ψ(r, θ, φ) = EΨ(r, θ, φ) (1pts)
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(b) Justifier que pour un potentiel central à symétrie sphérique la fonction d’onde
s’écrit :Ψ(r, θ, φ) = R(r)Y m

l (θ, φ).
L’hamiltonien de l’équation (1) peut s’écrire :

H = Hr +Hθ,φ avec Hr = − h̄2

2m
1
r

∂2

∂r2
r + V (r) (1pts)

Hθ,φ = L2

2m r2
donc on peut factoriser la fonction d’onde Ψ(r, θ, φ) = Rl(r)Y

m
l (θ, φ)

(c) L’équation radiale décrivant une particule dans un potentiel V (r): (1pts)

d2R(r)

d r2
+

2

r

dR(r)

d r
+

{
2m E

h̄2 − 2m

h̄2 V (r)− l(l + 1)

r2

}
R(r) = 0 (2){

1
r2

∂
∂r(r

2 ∂
∂r) =

1
r2 (2r

∂
∂r + r2 ∂2

∂r2 ) =
2
r
∂
∂r +

∂2

∂r2

L2Y m
l (θ, φ) = h̄2 l(l + 1) Y m

l (θ, φ)

(d) Dans la région: 0 < r < b (1pts)

(2) ⇒ d2R(r)

d r2
+

2

r

dR(r)

d r
+

{
2m E

h̄2 − l(l + 1)

r2

}
R(r) = 0 (3)

Dans la région: r > b (1pts)

(2) ⇒ d2R(r)

d r2
+

2

r

dR(r)

d r
+

{
2m (E − V0)

h̄2 − l(l + 1)

r2

}
R(r) = 0 (4)

(e) dans la région a < r < b et ρ = kr , k2 = 2mE
h̄2

Pour l’équation (3) :

d

dr
=

dρ

dr

d

dρ

= k
d

dρ

d2

dr2
= k2 d2

dρ2

(0,5pts)

On remplace dans (3):

k2 d2R(ρ)

d ρ2
+

2

ρ
k2 dR(ρ)

d ρ
+

{
k2 − l(l + 1)

ρ2
k2

}
R(ρ) = 0

÷ k2 ⇒ d2R(ρ)

d ρ2
+

2

ρ

d R(ρ)

d ρ
+

{
1− l(l + 1)

ρ2

}
R(ρ) = 0

(0,5pts)

Dans la région r > b
Pour l’équation (4) :
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ρ = iλr ⇒ d

d r

= iλ
d

d ρ
et

d2

d ρ2

= −λ
d2

d ρ2

(0,5pts)

(4) ⇒ −λ2 d2

d ρ2
+

2 iλ

ρ
(iλ)

d

d ρ
+

{
−λ2 + λ2 l(l + 1)

ρ2

}
R(ρ) = 0

÷− λ2 ⇒ d2

d ρ2
+

2

ρ

d R(ρ)

d ρ
+

{
1− l(l + 1)

ρ2

}
R(ρ) = 0

(0,5pts)
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