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Exercice 01 : [05 pts] Pour tous x > −1 et t ∈]0, 1[, on pose f(x, t) =
tx − 1

ln(t)
et on admet que la

fonction x 7→ F (x) =

∫ 1

0
f(x, t)dt est bien définie sur ]− 1,+∞[.

1. Montrer que la fonction x 7→ f(x, t) est dérivable sur ]−1,+∞[ pour tout t ∈]0, 1[ et que
∂f

∂x
f(x, t) = tx

pour tous x > −1 et t ∈]0, 1[.

2. En déduire que F est dérivable sur ]− 1,+∞[ et calculer F ′(x) pour tout x ∈]− 1,+∞[.

3. Calculer F (0) et déduire une expression simple de F (x).

Exercice 02 : [03 pts] Soient 1 ≤ p < q <∞, f, g ∈ Lq(Ω) et h = f |g|
q−p
p .

1. Calculer l’éxposant conjugué de r =
q

p
.

2. En utilisant l’inégalité de Hölder généralisée, montrer que h ∈ Lp(Ω).

Exercice 03 : [06 pts] Soit Ω ⊂ Rn tel que λn(Ω) = 1. Soit f ∈ L2(Ω).

1. Montrer que f ∈ L1(Ω).

2. Montrer que les fonctions Fx : (x, y) 7→ f2(x), Fy : (x, y) 7→ f2(y) et G : (x, y) 7→ f(x)f(y) sont
intégrables sur Ω× Ω et que∫

Ω×Ω
Fx(x, y)dxdy =

∫
Ω×Ω

Fy(x, y)dxdy =

∫
Ω
f2(x)dx et

∫
Ω×Ω

G(x, y)dxdy =
(∫

Ω
f(x)dx

)2
.

3. En déduire que la fonction H : (x, y) 7→ f(x)− f(y) appartient à L2(Ω× Ω) et que

‖H‖22,Ω×Ω = 2‖f‖22,Ω − 2
(∫

Ω
f(x)dx

)2
.

Exercice 04 : [06 pts] Soit f ∈ L1(R). Pour tout y ∈ R, on considère la fonction

fy : x ∈ R 7→ fy(x) = f(x− y)

qui est bien définie p. p. tout x ∈ R. Soit (yj)j≥0 une suite d’éléments de R telle que lim
j→∞

yj = ` dans R.

1. Soit ϕ ∈ Cc(R) quelconque. On admet qu’il existe [c, d] ⊂ R et M > 0 tels que

ϕ(x− `) = ϕ(x− yj) = 0, ∀j ∈ N,∀x /∈ [c, d],

et
|ϕ(x− yj)− ϕ(x− `)| < M, ∀j ∈ N,∀x ∈ [c, d].

En utilisant le théorème de convergence dominée (TCD), montrer que lim
j→∞

‖ϕyj − ϕ`‖1,R = 0.

2. Soient j ∈ N, y ∈ R et ϕ ∈ Cc(R) quelconques. Montrer que

2.a) ‖fy − ϕy‖1,R = ‖f − ϕ‖1,R.

2. b) ‖fyj − f`‖1,R ≤ 2‖f − ϕ‖1,R + ‖ϕyj − ϕ`‖1,R.

3. En utilisant un théorème de densité, montrer que lim
j→∞

‖fyj − f`‖1,R = 0.

Bon courage



Corigé de l’examen
Exercice 1 : [05 pts]

1. Pour tout t ∈]0, 1[, la fonction x 7→ f(x, t) est dérivable sur ]− 1,+∞[ comme composée de fonctions dérivables,

de plus, pour tous x > −1 et t ∈]0, 1[, on a
∂f

∂x
f(x, t) =

∂f

∂x

(ex ln t − 1

ln t

)
= ex ln t = tx

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.5 + 1 pt)

2. On a
— La fonction t 7→ f(x, t) est intégrable sur ]0, 1[ pour tout x > −1.
— La fonction x 7→ f(x, t) est déribalble sur ]− 1,+∞[ pour tout t ∈]0, 1[.

— Pour tout x > −1 et t ∈]0, 1[,
∂f

∂x
f(x, t) = tx ≤ 1 et la fonction t 7→ 1 est intégrable sur ]0, 1[.

Donc, la fonction F est dérivable sur ]− 1,+∞[ et

F ′(x) =

∫ 1

0

txdx =
[ 1

x+ 1
tx
]1

0
=

1

x+ 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( 0.5 + 0.5 + 0.5 pt)

3. F (0) =

∫ 1

0

t0 − 1

ln t
= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.5 pt)

Pour tout x > −1, on a F ′(x) =
1

x+ 1
, donc F (x) = ln(x + 1) + C er comme F (0) = 0, il vient C = 0, donc

F (x) = ln(x+ 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.5 pt).

Exercice 02 :[03 pts]

1. r′ =
r

r − 1
=

q
p

q
p − 1

=
q

q − p
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 pt)

2. On a 1 =
1

r
+

1

r′
, alors 1 =

p

q
+
q − p
q

, d’où
1

p
=

1

q
+
q − p
pq

, c-à- dire
1

p
=

1

q
+

1
pq
q−p

. D’après l’inégalité de Hölder

généralisée

‖h‖p,Ω ≤ ‖f‖q,Ω‖|g|
q−p
p ‖ pq

q−p ,Ω
= ‖f‖q,Ω‖g‖

q−p
p

q,Ω <∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2pts)

Exercice 03 : [06 pts]

1. On a |Ω| = 1 <∞, alors L2(Ω) ⊂ L1(Ω) et comme f ∈ L2(Ω) il vient f ∈ L1(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt).

2. Pour tout y ∈ Ω, on a ∫
Ω

Fx(x, y)dx =

∫
Ω

f2(x)dx = ‖f‖22,Ω <∞

et ∫
Ω

(∫
Ω

Fx(x, y)dx
)
dy =

∫
Ω

‖f‖22,Ωdy = ‖f‖22,Ω
∫

Ω

1Ω = ‖f‖22,Ω|Ω| = ‖f‖22,Ω <∞.

D’après le théorème de Tonelli, Fx est intégrable sur Ω× Ω et d’après le théorème de Fubini∫
Ω×Ω

Fx(x, y)dxdy =

∫
Ω

(∫
Ω

Fx(x, y)dx
)
dy =

∫
Ω

f2(x)dx. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1pt)

De la même manière, on montre que

∫
Ω

∫
Ω

Fy(x, y)dxdy =

∫
Ω

f2(y)dy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

Finalement, pour presque tout y ∈ Ω, on a∫
Ω

G(x, y)dx =

∫
Ω

f(x)f(y)dx = f(y)

∫
Ω

f(x)dx <∞, (car f ∈ L1(Ω))

et ∫
Ω

(∫
Ω

G(x, y)dx
)
dy =

∫
Ω

f(y)
(∫

Ω

f(x)dx
)
dy =

(∫
Ω

f(x)dx
)(∫

Ω

f(y)dy
)

=
(∫

Ω

f(x)dx
)2

<∞.

D’après le théorème de Tonelli, G est intégrables sur Ω× Ω et d’après le théorème de Fubini∫
Ω×Ω

G(x, y)dxdy =

∫
Ω

(∫
Ω

G(x, y)dx
)
dy =

(∫
Ω

f(x)dx
)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

3. Comme les fonctions Fx, Fy et G sont intégrables sur Ω× Ω, on a∫
Ω×Ω

H2(x, y) =

∫
Ω×Ω

(f(x)− f(y))2dxdy

=

∫
Ω×Ω

(
f2(x) + f2(y)− 2f(x)f(y)

)
dxdy

=

∫
Ω×Ω

(
Fx(x, y) + Fy(x, y)− 2G(x, y)

)
dxdy

<∞,



donc H ∈ L2(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt).
Et d’après la question précédente

‖H‖22,Ω×Ω =

∫
Ω×Ω

Fx(x, y) +

∫
Ω×Ω

Fy(x, y)− 2

∫
Ω×Ω

G(x, y)dxdy = 2

∫
Ω

f2(x)dx−
(∫

Ω

f(x)dx
)2

,

d’où ‖H‖2L2(Ω×Ω) = 2‖f‖22,Ω −
(∫

Ω

f(x)x
)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

Exercice 04 : [06 pts]

1. Soit ϕ ∈ Cc(R). On a lim
j→∞

∫
R
|ϕyj

(x)− ϕ`(x)|dx = lim
j→∞

∫ d

c

|ϕyj
(x)− ϕ`(x)|dx.

La fonction ϕ est continue et lim
j
yj = `, alors,

lim
j
|ϕyj (x)− ϕ`(x)| = lim

j
|ϕ(x− yj)− ϕ(x− `)| = |ϕ(x− `)− ϕ(x− `)| = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

D’autre part, |ϕyj −ϕ`| ≤M, ∀j ∈ N,∀x ∈ [c, d], et

∫ d

c

Mdx = M(d−c) <∞, d’après le théorème de convergence

dominée, lim
j→∞

∫ d

c

|ϕyj
(x)− ϕa(x)|dx =

∫ d

c

lim
j→∞

|ϕyj
(x)− ϕ`(x)|dx = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2pt)

2. 2.a) En effectuant le changement de variable t = x− y, on trouve

‖fy − ϕy‖1,R =

∫
R
|f(x− y)− ϕ(x− y)|dx =

∫
R
|f(t)− ϕ(t)|dt = ‖f − ϕ‖1,R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

2. b) On a
‖fyj

− f`‖1,R = ‖fyj
− ϕyj

+ ϕ` − f` + ϕyj
− ϕ`‖1,R

≤ ‖fyj
− ϕyj

‖1,R + ‖ϕ` − f`‖1,R + ‖ϕyj
− ϕ`‖1,R

=≤ ‖f − ϕ‖1,R + ‖ϕ− f‖1,R + ‖ϕyj
− ϕ`‖1,R

Donc ‖fyj − f`‖1,R ≤ 2‖f − ϕ‖1,R + ‖ϕyj − ϕ`‖1,R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1 pt)

3. Soit ε > 0. D’après la densité de Cc(R) dans L1(R), il existe ϕ ∈ Cc(R) telle que ‖f − ϕ‖1,R ≤ ε
4 , et comme

lim
j→∞

‖ϕyj − ϕ`‖1,R = 0, il existe j0 ∈ N tel que ‖ϕyj − ϕ`‖1,R ≤ ε
2 pour tout j > j0.

Pour j > j0, ‖fyj
− f`‖1,R ≤ 2‖f − ϕ‖1,R + ‖ϕyj

− ϕ`‖1,R ≤ 2 ε
4 + ε

2 = ε,
alors, lim

j
‖fyj

− f`‖1,R = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 pt)


