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Matiere : Compléments sur l’intégration et les espaces de Lebesgue 2023/2024

Examen Durée : 1H et 30m

Exercice 01 : [05 pts] Pour tous z > —1 et t €]0,1[, on pose f(z,t) = et on admet que la

In(t)
1
fonction z +— F(z) = / f(z,t)dt est bien définie sur | — 1, +o0].

0

1. Montrer que la fonction = — f(x,t) est dérivable sur | — 1, 400[ pour tout ¢ €]0, 1] et que %f(a:, t) =t"
pour tous x > —1 et t €]0,1].

2. En déduire que F' est dérivable sur | — 1, +00[ et calculer F'(z) pour tout x €] — 1, +o00].

3. Calculer F'(0) et déduire une expression simple de F'(x).

Exercice 02 : [03 pts] Soient 1 <p < g < oo, f,g € Ly(Q) et h = f|g|%_

1. Calculer ’éxposant conjugué de r = g

2. En utilisant I'inégalité de Holder généralisée, montrer que h € L,(€2).
Exercice 03 : [06 pts] Soit Q@ C R" tel que A\, (©2) = 1. Soit f € La(N2).
1. Montrer que f € Li(Q).

2. Montrer que les fonctions F, : (z,y) — f*(z),F, : (z,y) = f*(y) et G : (z,y) — f(z)f(y) sont
intégrables sur 2 x € et que

/QXQ Fy(x,y)dzdy = Fy(:c,y)dxdy:/ﬂfQ(a:)da; et G(z,y)dzdy = (/ﬂf(a;)alac)2

QxQ QxQ

3. En déduire que la fonction H : (z,y) — f(x) — f(y) appartient & L2(Q x Q) et que

1H

e =210 —2( | s@)is)

Exercice 04 : [06 pts] Soit f € L;(R). Pour tout y € R, on considere la fonction

fy oz R o @) = fz—y)
qui est bien définie p. p. tout = € R. Soit (y;);>0 une suite d’éléments de R telle que ]lggo y; = ¢ dans R.
1. Soit ¢ € C.(R) quelconque. On admet qu'il existe [¢,d] C R et M > 0 tels que
plx—L) =p(@—y;) =0, Vj € N,Vz ¢ [c,d],

et
‘gD(.’B-Zb) - ()0(1._6)‘ < M,Vj € N,V.T € [Cad]'

En utilisant le théoreme de convergence dominée (TCD), montrer que lim |l¢o,, — ¢¢l1,r = 0.
J]—00

2. Soient j € N,y € R et ¢ € C.(R) quelconques. Montrer que
2.a) Ify —wylir = If = ellir

2. b) |Ify; = felhir < 201F = elir + lly; — @ell1 -
3. En utilisant un théoréme de densité, montrer que lim || f,. — f
J—00

lir = 0.

Bon courage



Corigé de ’examen
Exercice 1 : [05 pts]

1. Pour tout ¢ €]0, 1], la fonction x — f(z,t) est dérivable sur | — 1, +00[ comme composée de fonctions dérivables,

o o zlnt _ 1
de plus, pour tous x > —1 et ¢t €]0,1], on a a—i (z,t) = £(6T> = etInt 47
.................................................................................................... (0.5 + 1 pt)
2. Ona
— La fonction ¢ — f(x,t) est intégrable sur ]0, 1[ pour tout z > —1.
— La fonction x — f(x,t) est déribalble sur | — 1, +o00[ pour tout ¢ €0, 1].
— Pour tout x > —1 et ¢ €]0, 1], —if(a:,t) =1" <1 et la fonction ¢ — 1 est intégrable sur ]0, 1].
Donc, la fonction F' est dérivable sur | — 1, 4+00][ et
1
1 1 1
Fl(e) = | #7do = [t = 0.5 + 0.5 + 0.5 pt
(@) /0 * z+1 lo z+1 ( + + pt)
3 F(O)—/to_l—() (0.5 pt)
. T TImg T O 5p
1
Pour tout x > —1, on a F'(z) = o donc F(z) = In(z + 1) + C er comme F(0) = 0, il vient C = 0, donc
x
F@) S I0( 4 L) oo (1.5 pt).
Exercice 02 :[03 pts]
q
r P q
1. = o i 1 pt
(A (1 pt)
1 1 — 1 1 = 1 1 1
2. Onal=-+— alors1=L24+2"L qon - =>4 1P o5 dire = = = + —_. D'aprés Iinégalité de Holder
roor g q P a4 pq P L
généralisée
2lp, =|f q7Q||g||(LTQ 00 ettt e (2pts)
Exercice 03 : [06 pts]
1. Ona | =1 < oo, alors Ly(2) C L1(R2) et comme f € La(Q) il vient f € Li(Q) ..o, (1pt).
2. Pour tout y € 2, on a
[ Eawdo= [ Plarts = g < oo
Q Q
et
[ ([ Eepyas)ay = [ 10 =118 0l02 = 1130 < oc.
o Mo Q
D’apres le théoréme de Tonelli, F, est intégrable sur 2 x Q et d’apres le théoréeme de Fubini
/ F.(z,y)dzdy = / (/ Fm(w,y)dac) dy = / FRE)AT (1pt)
QxQ a Mo Q
De la méme maniére, on montre que / / Fy(z,y)dzdy = / PPNy o (1pt)
aJa Q

Finalement, pour presque tout y € €2, on a

/ G, y)de = / F(@) )z = f(y) / f(@)d < oo, (car f € Ly())

//Gmydxdy—/f /f d;vdy— /f )dzx /f dy /f dx <oo.

D’apres le théoreme de Tonelli, G est intégrables sur Q x Q et d’apres le théoreme de Fubini

G(mydxdy—/ /Gmydw dy— /f dm ................................................ (1pt)
QxQ

3. Comme les fonctions F, F}, et G sont intégrables sur € x Q, on a
Hay) = [ (f(a) = f(w)Pdudy
QxQ
— [ (F@+ £ - 20@) ) )dody

OxQ
(Fala, ) + Fyla,y) - 2G(x,y) ) dady

QxQ

QxQ
< o0,



dOne H € La(f)) oottt e (1pt).
Et d’apres la question précédente

b= [ Pt [ FRea -2 Gewddy=2 [ e ([ j@d)

2
oi [ HI2, g = 2If12.0 - </Qf(gc)x) ............................................................... (1pt)

I1H

Exercice 04 : [06 pts]

1.

d
Soit € C,(R). On a lim / 0y, (%) — pe(@)ldz = lim / oy, (2) — e(a)|d.
j—=oo Jr j—=oo J,

La fonction ¢ est continue et limy; = ¢, alors,

li§n oy, () — e(x)| = 1iJm lp(x —yj) —plz =0 =lplz—0) —plx =€) =0. ..o (1pt)

d
D’autre part, |@,, —p¢| < M,Vj € N,Vz € [c,d], et / Mdx = M(d—c) < oo, d’apres le théoréme de convergence

d d
dominée, lim / oy, () — pa(x)|dz = / lim [y, (z) —@e(z)[dr =0.....oooo (2pt)
j—oo J. ¢ J—roo
2.a) En effectuant le changement de variable t = 2 — y, on trouve
1fy = eyllir = /R [f(z—y) —p(z —y)|dz = /R 1f(@) —e@ldt = [If —@llim e (1pt)
2.b) Ona

Hf% - ff”lJR = Hf"/] — Py, + e — fé + Py; — Pell1,R
< fy, — eyl + llpe = fellir + lloy, — @l
=< |If —ollir + llo = fllLr + lloy, — @ellir
Donc || fy, = fellir < 20f — @llir 4 10y, = @elltme v (1 pt)

Soit € > 0. D’apres la densité de C.(R) dans L'(R), il existe p € C.(R) telle que ||f — ¢
lim |y, — @ell1,r = 0, il existe jo € N tel que [l@,, — well1,r < § pour tout j > jo.
]—>OO
Pour j > jo, || fy, — fellir S 20f = @llir + oy, —¢elhir <25+ 5 =c¢,
alors, li§n [ fy; = Fellir = 0ne e (1 pt)

1,R




