Corrige -type : Equations de la physique mathématique

Exercice 01

{x2+y?2=4;, u=1}

Systeme Caracteristique :

dx dy  du

yu xu Xy
Intégrales Premieres :

dx dy 1 1
Y_U:Eﬁxdx=yd}’:>§y2+cz§x2:>(P1(X,Y)=y2—x2:Cl-

dx du f 1 1
2 =c—5u2 = @,(x,y) = u? +x2% =c,.

S Ty = xdx = —udu =X

D’autre part, on a @4 et ¢, sont indépendante, par consequent, la solution général s’écrit
c; = G(cy) = u? = —x? + G(y? — x2). 0,5

On cherche la surface intégrale

Ona

¢ =y?—x? (D
c, = u? + x? (2)
x*+yt=4 3)
u=1 (4)

(D +(2): g+ = +x* +y? —x? (5)
B)+@+0B)cg+e=1+4—-x*= c;=—¢c;+5—x?
= G(cy) = —¢; +5—x2.
Ce qui définit la fonction G comme suit G(a) = —a — x2 + 5.
Par conséquent,
uw?=—x24+G@Hy2—x?)=—x2-(y?—x?)—x2+5=—-x2—y?+5.

D’ou,

u? + x%2 4+ y? =5.




Exercice 03
1.

» Les courbes caractéristiques

X1:X+\/§t. XZZX_\/?)_t.

> La forme standard

0 o o3
0X,0X, '

» Lasolution générale
u(x t) : = F(Xy) + G(Xy) = F(x +V3t) + G(x — V3 t).
2.

» Lasolution générale

1 x+\/_t
000 i= 5 [F(x VT + £ = VT + = f g(s)ds.

x—V3
1 4
u(LV3) =1/ + F-D] + - f g(s)ds
-2
0 1 1 1 4
=§[2\/3_+0]+ﬁf_2 g(s)ds+2—j g(s)ds+73_J1 g(s)ds
0
=\/3_+Lf ds+if 25ds+—f 2ds
Vi _5V3

_\/_+F+F+F_2\/_ 2 1,5

x+V3
11m u(x,t) == 11m [f(x ++/3 t) + f(x -3 t)] + — hm J tg(s)ds

1 1 *©
=5 ji(ozgz + f(_OOO) + ﬁf_wg@)ds

—oo+%f_o (s)ds+—f g(s)d s+—f g(s)ds = +

h,_/
hr— +00




Exercice 02
1. On pose u(x,t) = X(x)T(t), on trouve

T"® X' _

o X "

D’autre part, on a
U (0,) =0 =XO0TH =0=X'(0)=0. u(L,)=0=XDTH =0=X'(1) =0.

Par conséquent,

{X”(X) + AX(x) =0, AER, x € 10,1],

X'(0) = X'(1) = 0. {T'® + 2T =0

2. Résoudre

{X”(x) + AX(x) =0,
X'(0)=X'(1) =0.

Ona
SiA=0: X(x) =a+bx. X'(x)=h.
X'(0)=X'(1)=0=b=0.Donc, X=a. (0,5
SiA<0: X(x) = ae~V=1* 4 pheV-2x, X'(x) = —av—1 eV=A% 4 py/F eV-Ax
X'(0)=0=a=—b et X'(1) =0=b=0.Donc, X = 0.
SiA> 0:X(x) =acosVix +bsinvix. X'(x) =—aVva sinvVAx +bVA cosVix
X'(0)=0=b=0.

X()=0=-a VisinVA =0 =sinvVA =0 =+VA =nm, n>1.

#0

Donc, X,,(x) = a cos(nmx), \/A_n =n n=>1. |05
D’ou, X,(x) = cos(nmx), /A, =nm, n=0.
3. Résoudre

{T"() + V3AT() = 0 pour A:= A, = (nm)?, n = 0.

L'éguation en T(t) est une EDO linéaire du 1¢" ordre, alors les solutions sont donc de la forme
T(t) = Ke™V3M = T, (1) = K,e V2t = K e V20t 1 >,

4. On déduit que la solution générale de I'équation de la chaleur sous la forme

o8] o8]

u(x,t) = Z u,(x,t) = Z cos(nmx)K,e V2t
n=0 n=0
On utilise la condition initiale

o]

u(x,0) = z cos(nmx)k,, = ﬁ + cos(mx ) + cos(3n(x+ 1)) = \/E + cos(mx ) — cos(3mx).

n=1




Par comparaison, on trouve

ke =v2. k;=1 k;=-1. n € N —{0,1,3}. 1,5

Par conséquent,

u(x,t) = V2 + cos(mx )e~ V2™t — cos(3mx )e V2Ot




