
Corrige -type : Équations de la physique mathématique 

Exercice 01  

𝑦𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑥𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −𝑥𝑦,            {𝑥2 + 𝑦2 = 4;    𝑢 = 1}. 

Système Caractéristique : 

dx

yu
=
dy

xu
= −

du

xy
.                         1   

Intégrales Premières : 

  
dx

yu
=
dy

xu
⟹ xdx = ydy

∫

⇒  
1

2
𝑦2 + c =

1

2
𝑥2⟹φ1(x, y) = 𝑦

2 − 𝑥2 = c1.       1  

  
dx

yu
= −

du

xy
⟹ xdx = −udu  

∫

⇒  
1

2
𝑥2 = c −

1

2
u2⟹ φ2(x, y) = u

2 + 𝑥2 = c2.     1   

D’autre part, on a φ1 et φ2 sont indépendante, par conséquent, la solution général s’écrit 

c2 = G(c1) ⟹ u2 = −𝑥2 + G(𝑦2 − 𝑥2).         0,5   

On cherche la surface intégrale 

On a 

c1 = 𝑦
2 − 𝑥2               (1)

c2 = 𝑢
2 + 𝑥2               (2)

𝑥2 + 𝑦2 = 4                 (3)

𝑢 = 1                             (4)

 

 (1) + (2):  c1 + c2 = u
2 + 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥2          (5)  

 (3) + (4) + (5):  c1 + c2 = 1 + 4 − 𝑥
2⟹ c2 = −c1 + 5 − 𝑥

2     

              ⟹ G( c1) = −c1 + 5 − 𝑥
2.             

Ce qui définit la fonction G comme suit  G(α) = −α − 𝑥2 + 5.        1   

Par conséquent, 

u2 = −𝑥2 + G(𝑦2 − 𝑥2) = −𝑥2 − (𝑦2 − 𝑥2) − 𝑥2 + 5 = −𝑥2 − 𝑦2 + 5. 

D’où,    

u2 + 𝑥2 + 𝑦2 = 5.                 1   

 

 

 

 

 

 

  



Exercice 03  

1. 

 Les courbes caractéristiques 

X1 = x + √3 t.       X2 = x − √3 t.               1  

 La forme standard 

𝜕2𝑢

𝜕X1𝜕X2
= 0.          0,5  

 La solution générale 

u(x, t) : = F(X1) + G(X2) = F(x + √3 t) + G(x − √3 t). 

2. 

 La solution générale 

u(x, t) : =
1

2
[𝑓(𝑥 + √3 𝑡) + 𝑓(𝑥 − √3 𝑡)] +

1

2√3 
∫ g(s)ds.
𝑥+√3 𝑡

𝑥−√3 𝑡

          1   

3. 

u(1, √3) =
1

2
[𝑓(4) + 𝑓(−2)] +

1

2√3 
∫ g(s)ds
4

−2

 

                    =
1

2
[2√3 + 0] +

1

2√3 
∫  g(s)ds
0

−2

+
1

2√3 
∫ g(s)ds
1

0

+
1

2√3 
∫ g(s)ds
4

1

 

                     = √3 +
1

2√3 
∫  ds
0

−2

+
1

2√3 
∫ 2sds
1

0

+
1

2√3 
∫ 2ds
4

1

 

                     = √3 +
1

√3 
+

1

2√3 
+
3

√3 
= 2√3 +

√3 

2
=
5 √3 

2
.          1,5    

 

lim
t⟶∞

u(𝑥, t)  =
1

2
lim
t⟶∞

[𝑓(𝑥 + √3  𝑡) + 𝑓(𝑥 − √3  𝑡)] +
1

2√3 
lim
t⟶∞

∫ g(𝑠)ds
𝑥+√3  𝑡

𝑥−√3  𝑡

 

                               =
1

2
[𝑓(∞)⏟  

∞

+ 𝑓(−∞)⏟    
0

] +
1

2√3 
∫ g(𝑠)ds
∞

−∞

 

= ∞ +
1

2√3 
∫ g(𝑠)ds
0

−∞⏟      
+∞

+
1

2√3 
∫ g(𝑠)ds
1

0⏟      
1

2√3 

+
1

2√3 
∫ g(𝑠)ds
∞

1⏟      
+∞

= +∞.      1,5   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      

 

 

 

 

  



Exercice 02 

1. On pose u(x, t) = X(x)T(t), on trouve 

T′′(t)

√2T(t)
=
X"(x)

X(x)
= −λ.            1   

D’autre part, on a 

ux(0, t) = 0 ⟹ X′(0)T(t) = 0 ⟹ 𝐗′(𝟎) = 𝟎.     ux(1, t) = 0 ⟹ X′(1)T(t) = 0 ⟹ 𝐗′(𝟏) = 𝟎. 

Par conséquent, 

{
X′′(x) + λX(x) = 0, λ ∈ ℝ, x ∈ ]0,1[,

X′(0) = X′(1) = 0.                                                 
                  {T′(t) + λ√2T(t) = 0          1   

 2. Résoudre 

{
X′′(x) + λX(x) = 0,

X′(0) = X′(1) = 0.
 

On a  

Si λ = 0:  X(x) = a + bx.    X′(x) = b. 

                X′(0) = X′(1) = 0 ⟹ b = 0. Donc,  X = a.     0,5  

Si λ < 0:  X(x) = a𝑒−√−𝜆 𝑥 + b𝑒√−𝜆 𝑥.     X′(x) = −a√−𝜆 𝑒−√−𝜆 𝑥 + b√−𝜆 𝑒√−𝜆 𝑥 

           X′(0) = 0 ⟹ a = −b   et   X′(1) = 0 ⟹ b = 0. Donc, X ≡ 0.    0,5  

Si λ > 0: X(x) = a cos √𝜆 𝑥 + b sin√𝜆 𝑥 .    X′(x) = −a√𝜆 sin√𝜆 𝑥 + b√𝜆 cos √𝜆 𝑥 

              X′(0) = 0 ⟹ b = 0. 

              X′(1) = 0 ⟹ − a⏟
≠0

 √𝜆 sin√λ = 0 ⟹ sin√λ = 0 ⟹ √λ = nπ,   𝑛 ≥ 1.    

              Donc, X𝑛(x) = a cos(nπx),   √λ𝑛 = 𝑛,   𝑛 ≥ 1.     0,5  

D’où,   X𝑛(x) =  cos(nπx),   √λ𝑛 = 𝑛𝜋,   𝑛 ≥ 0.        1  

 
3. Résoudre 

{T′(t) + √3λT(t) = 0     pour  λ ≔  λ𝑛 = (𝑛𝜋)
2,   𝑛 ≥ 0. 

L'équation en T(t) est une EDO linéaire du 1er ordre, alors les solutions sont donc de la forme  

T(t) = Ke−√3λt⟹ Tn(t) = Kne
−√2𝛌𝐧t = Kne

−√2(𝑛𝜋)2t,      n ≥ 0.       1    

4. On déduit que la solution générale de l'équation de la chaleur sous la forme 

u(x, t ) = ∑un(x, t)

∞

n=0

=∑cos(nπx)Kne
−√2(𝑛𝜋)2t .

∞

n=0

        1   

On utilise la condition initiale 

u(x, 0) = ∑ cos(nπx)kn

∞

n=1

= √2 + cos(𝜋𝑥 )+ cos(3𝜋(𝑥 + 1)) = √2 + cos(𝜋𝑥 )− cos(3𝜋𝑥 ). 

 

 

 
  



Par comparaison, on trouve 

k0 = √2.       k1 = 1.      k3 = −1.        kn = 0, 𝑛 ∈ ℕ− {0,1,3}.             1,5  

Par conséquent, 

u(x, t ) = √2 + cos(πx )e−√2π
2t − cos(3πx )e−√29π

2t.          1  

 


