Corrigé de ’examen 2 : Introduction a la topologie

Solution 1

1. Soit f : X — Y une application et 7 une topologie sur Y. Onpose 7’ = {f~}(0) ; O € 7}.

e Montrons d’abord que 7’ est une topologie sur X.

.- @,Y € 7,donc f7H@) =@ et f7H(Y) = X sont des éléments de 7’.

[ - Soient Uy,U, € 7. Alors, il existe 01,04 € 7 tels que U; = f71(0,) et Uy =
, f71H(Oq). Par conséquent, Uy N Uy = f~1(O01) N f7HOy) = f7HO, N O,) € 7' car
L £ Oy e,

i - Soit (Ui),e; une famille d’éléments de 7/. Alors, il existe une famille (0;),,

d’éléments de 7 telle que U; = f~*(0;) pour tout i € I. Par conséquent, |J U; =
i€l

U 0:) = s <U Oi) € 7' puisque |J O; € 7.

i€l i€l i€l

| ® Observons que l'application f : (X,7') — (Y, 7) est continue puisque, par con-
L) struction de 7/, 'image réciproque par f de tout ouvert de (Y, 7) est un ouvert de
U )

Vérifions que 7’ est la topologie minimale sur X pour laquelle f est continue.

Soit 7" une autre topologie sur X pour laquelle f est continue. Alors, YO € T,

f7HO) € 7" ce qui signifie que tout élément de 7/ appartient & 77, i.e. 7/ C 77,
Conclusion. 7' est la topologie la moins fine sur X pour laquelle f est continue.

2. Soit X un ensemble non vide quelconque. On note B(X,R) I'ensemble de toutes
les applications f : X — R bornées. Pour f,g € B(X,R), on note do(f,g) =

sup |f(z) — g(z)].

zeX

i Soient f,g € B(X,R), alors il existe Cy > 0 et C, > 0 telles que
Ve e X: [f@)<Cp et lg(a) <Gy

Par suite

VzeX: |f(z)—g(@)| <|f(@)|+|9(z)] < Cf + Cy.
Ainsi, application f — g est bornée et donc sup |f(z) = g(z)| < +o0, ce qui
montre que dy, est bien une application de B(X R) x B(X,R) dans R,.



e Séparation : Pour f, g € B(X, R), on a

doo(f,9) =0 <= sup |f(z) ~ g(z)] =0
= VzeX: |f(z)—g)|=0
> Vz e X: f(z) = g(z)
—= f=ug.

L~

 Symétrie : Pour f,g € B(X, R), on a

dss(f, 9) = SUp |f(z) — g(z)] = 50D 9(z) = f(2)] = doo(g, ).

* Inégalité triangulaire : Pour f, g,h € B(X,R), on a
Ve € X [f(z) = g(z)] <|f(z) - h(@)| + |h(z) - g(x)|
<sup |f(z) — h(z)| +sup |h(z) — g(z)]
z€X zeX
N doo(f,h) + dso(h, g) est donc un majorant de I'ensemble {|f(z) — g(z)] ; z e X},
| par conséquent sup |f(z) — g(z)| < doo(f, k) + duo(h, g), i.e.
zeX

Conclusion. d., est bien une distance sur B (X,R).

Solution 2  Soient X un ensemble infini, g € X et

T={0CX; 5¢0}U{0OCX; X0 est fini} .

1. 7 est une topologie sur X ?

\» —>e Comme 2y € @ et X \ X = & est fini, alors on a @, X € .

{ /
~1

e Soient O, 0, € 7.
- - Sizg ¢ O1 ou zy ¢ Oy, alors 7 ¢ 01N O,y, et donc O, N O, € 7.

- Supposons que g € O; et zg € O, alors X \ O; et X \. O, sont nécessairement
finis, d’ott X \ (01N 0,) = (X \ 0;) U (X N\ O2) est fini, et donc O, N O, € 7.

Soit (0;);c; une famille d’éléments de 7.

5> - Si pour tout i € I, g & O;, alors zo ¢ |J O; et donc on a Uo;er.

! €] el
| - Supposons qu’il existe ig € I tel que zg € O;, alors nécessairement X ~ O, est
’w/ | fini. Comme on a X U Oi € X\ 0y, alors X ~ \J O; est fini, et donc Uo,er.

| i€l i€l i€l




Conclusion. T est bien une topologie sur X.

2. Soit z € X ~\ {xo}-

9) e Comme ¢ {z}, alors {z} est ouvert dans X.

~— 7\ o D’autre part, O = X \ {z} est ouvert dans X car X \ O = {z} est fini. Donc

{z} est fermé dans X.

o Voisinages de x 7 Comme {z} est ouvert, alors tout sous-ensemble de X contenant

T est un voisinage de z.

3. Description des fermés de (X, 7) 7 Soit F' un sous-ensemble de X. On a

F est fermé dans X <= X \ F est ouvert dans X
= 20¢ XNFouX~ (X\F) estfini

< 19 € F ou F est fini.

Ainsi, les fermés de X sont les sous-ensembles de X contenant z, ainsi que les sous-

ensembles finis de X.

4. Soit A C X.

77~ | @ D’aprés ce qui précede, tout sous-ensemble fini de X est fermé, donc si A est fini,
7 | onaAd=A

e Supposons maintenant A infini.

- Si zg € A, alors d’aprés ce qui précede A est un fermé de X et donc on a

- Si zy ¢ A, alors toujours d’apres ce qui précéde, A n’est pas fermé dans X et

AU {zo} est un fermé de X contenant A. AU {x¢} est donc le plus petit fermé

contenant A. Par conséquent, A = AU {z}.
5. Soit A C X.

/"' ~> o Si X ~ A est fini, alors A est ouvert et donc A = A.

e Supposons maintenant X \ A infini.

5 - Sizg ¢ A, alors A est un ouvert de X et donc on a ;1 = A=A {fg}

- Si zg € A, alors par définition de 7, A n’est pas un ouvert de X et A\ {x} est
un ouvert de X contenu dans A. A~ {z} est donc le plus grand ouvert contenu

dans A. Par conséquent, A = A\ {z¢}.



K A{:‘:\Solution 3

el Soient (X, d) et (Y, d') deux espaces métriques et f : X — Y une application.
" Pour tous a,b € X, on pose dy(a,b) = d(a, b) + & (f(a), £()).

1. dy est une distance sur X 7 Soient a,b,c € X. On a

| ® Séparation :

, ® Symétrie :

df(a,b) =0 <= d(a,b) +d (f(a), f(b))
< d(a,b) =0 et d(f(a),f
< a =0

dy(a,b) = d(a,b) + d'(f(a), f(b)) = d(b,a) + d' (f(b), f(a))

o Inégalité triangulaire :

Ceci qui équivaut &

<

Conclusion. dy est bien une distance sur X.

Pour tous a,b € X, on a d' (f(a), f(b)) < ds(a,b). Donc f est lipschitzienne de (X, ds)
i &\ dans (Y, d).

. Pour tous a,b € X, on a d(a,b) < ds(a,b). Par conséquent, dys est équivalente & d si

et seulement si, il existe une constante réelle 5 > 0 telle que

Va,b e X :

Va,be X :
| ce qui signifie que I'application f est lipschitzienne de (X,d) dans (Y,d’). Ainsi,

dy est équivalente & d <= f:(X,d) — (Y,d) est lipschitzienne.

d(a,b) +d (f(a), f(b))

[d(a, ¢) + d(c,b)] + [d (f(a), fc)) + d' (
[d(a, c) + d' (f(a), f(c))] + [d(c, b) + d' (
df(a,c) + dy(c,b).

~ =~

Va,b€ X : ds(a,b) < B d(a,b),
d(a,b) +d' (f(a), f(b)) < B d(a,b).

d (f(a), f(b)) < (B—1) d(a,b),



