
Corrigé de I'examen 2 z Introduction à Ia topologie

Solution 1 l6
7. Soit f , X'-. Yuneapplicationetrunetopologiesur)'. Onpose r' : {f-'(O) ;O e r}

@

€DI

r Nlontrons d'abord que r' est une topologie sur X.

- Z,Y € r, donc l-'@): b et /-t(y) : X sont des éléments de r'
- Soient (J1,(J2 e r'. Alors, il existe Ot,Oz € r tels que U1 : f-1(O1) et ti:
f-'@r). Par conséquent, [/r n L)z: T-\ (Or) n f-'(Or): T-1(Or n Or) €r'càr
01O02er.
- Soit (tln)nr, une famille d'éléments de r'. Alors, il existe une famille (Où,rr

d'éléments de r telle que 4 - T-t (Oi) pour tout i e /. Par conséquent, 
Prr,:

U /-'(on) : r-'
ieI

Uon € r/ puisque l) Oi, e r
'ie I .i€I(

6e

€e

o Observons que I'application l' : (X, ,') - (i'. r) est continue puisque, par con-

struction de r' , f image réciproque par T de tout ouvert de ()', r) est un ouvert de

(X,r').

Vérif,ons que r' est Ia topologie minimale sur X pour laquelle / est continue.

Soit r-" une autre topologie sur X pour laquelle / est continue. Alors, YO e r,
f-'(O) Çr" ce qui signifie que tout élément de r'appartient àr",i.e. r' Cr".

Conclusi,on. r' est Ia topologie la moins fine sur X pour laquelle / est continue.

2. Soit X un ensemble non vide quelconque. On note B(X,IR.) l'ensemble de toutes

les applications / : X -+ R bornées. Pour f,g e 6(X,R). on note d,-(T,çl):
sup il(z) - g@)l
teX

o Soient f ,g Ç 6(X,R), alors il existe Cr > 0 et Cn > 0 telles que

Vr e x , lf @)l a Cr et lg(")l a Ct

Par suite

vr e x' lf@) - g(r)i < l/(r)l + lg(r)l a ct t cn.

Airrsi, l'application f - 9 est bornée et donc sup lf @) - g(r)l < foo, ce qui

montre que d"o est bien une application de 6(X,R) x B(X,R) dans IR1.
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Concluszon doo est bien une distance sur 6(X,lR.).

Solution 2 Soient X un ensemble infini, rs € X et

r : {Oc X ; ro # O}u{O c X ; X... O esü fi"i}.
1. r est une topologie sur X ?

, o Comm" r, Ç C et X..X : a estflni, aiors on a Z.X er.
o Soient Ot,Oz e r.

- Si z6 Ç. 01 ot ro # Oz, alors z6 # Ot a 02, et donc 01 ) 02 e r

ol - supposons que rs € ol et 16 e 02, alors x.,.01 et x-.. 02sontnécessairement
finis, d'où X.. (O1 ç1Oz): (X.. Or) U (X r 02) est fini, et donc 01 OC.2 Ç r.

o Soit (Ar)rr, une famille d,éléments de r.
- Si pour tout z e I, rt) Ç O., alors ro f l) O; et donc on a [J Oi e r

ie I i€I- supposons qu'il existe io € I tel que rs € o;. arors nécessairement X .. o,o est
fini. Comme on à r..!- Oi c X \O,o,alors X\ U O, est fini, et donc l) Oi e r.'iel iel i€t

@

J

@l

o Séparation : Pour f ,g e 6(X,R). on a

,1,-(f ,9) : 0 +=+ sup V@ - g(r)l :0
r€x

6e ÿlr€X: lf@)_g(r)l :0
ç=a ÿs€X:f(r):g(r)
e .f :g.

o Symétrie : Pour f ,g e B(X,R), on a

d*,(f ,r) :::I lf @) - s@)l:.u; la(,) - f (r)l : doo (g, T)

o Inégalité triangulaire : pour l,g,lt e B(X,R), on a

vre x, lT@)-s(r)l <l/(r) _h(r)!+ltr(r)_g(r)l

:;:l i';:.,:','o'nl::? 
ro(r) - g(r)l

d'-(f ,h)+d.-(h,g) est donc un majorant c]e l,ensemble {l/(r) _ g(r)l ; r e X}"
par conséquent sup lT@) _ g(.ü)l < d*U,h) + (t*.(h, g), i.e.

d*(f , s) < d,*U, h) + d*(h, g).



Conclusi,on r est bien une topologie sur X.

2. Soit r € X'. {:16}.

@) *

@
o Comme 

"o î {r}, alors {z} est ouvert dans X.

r D'autre part, O : X .. {r} est ouvert dans X car X'. O : {r} est fini. Donc

{z} est fermé dans X.

o Votsinages de r ? Comme {r} est ouvert. alors tout sous-ensemble de X contenant

r est un voisinage de r

3. Descript'ion des fermés de (X,r) ? Soit F un sous-ensemble de X. On a

F est fermé dans X <+ X x F est ouuert dans X
<+ ,o # X.. F ou X r (X '-, F) est fini
ê rseF ouF estfini.

Ainsi, les fermés de X sont les sous-ensembles de X contenant rs ainsi que les sous-

ensembles finis de X.

l. SoitAcX

o D'après ce qui précède, tout sous-ensemble fini de X est fermé, donc si A est fini,

onaJ:1.
o Supposons maintenant ,4 infini.

- Si rs € ,4, alors d'après ce qui précède ,;l est un fermé de X et donc on a
Â:A:AU{ro}.
- Si 16 f ,4, alors toujours d'après ce qui précède, ,4 n'est pas fermé dans X et

A U {16} est un fermé de X contenant A. A U {"0} est donc le plus petit fermé

contenant A. Par conséquent,A:,4 U {26}.

5. Soit AcX

@ o Si X .. A est fini, alors A est ouvert et d.onc À: l.
o Supposons maintenant X ..,4 infini,

- Si z6 ( ;{, alors A est un ouvert de X et d.onc on u À: A: A-'. {ro}
- Si 16 € ,4, alors par définition de r, ,4 n'est pas un ouvert de X et ,4 .. {16} est

un ouvert de X contenu dans ,4. ,4 r {zs} est donc le plus grand ouvert contenu

dans ,4. Par conséqr.rt, ,â : A x {ro}.
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\k,
Ç solution 3 Soient (x, d) "t (y, d') deux espaces métriques et f : x --- y une application

Pour tous a.b € X, on pose dl Qt,,bS : d(a,,b) + rf,, (f (a), /(ô)).

1. d"1 est une di,stance sur X ? Soient a,b,c € X. On a

6et

@

(\,

o Séparation:

dy(t,b) :Q a fl(a.b) + d, (T@),/(b)) : 0

<:+ d(ct,b) : o et d,(f (a),/(ô)) :0
g ç1-[.

o Symétrie :

d1@,b) : d(a,b) + d' ff("),/(b)) : d(b,a) + d' (f (ù, f @ù : d,,(b,a)

o Inégalité triangulaire :

@

: ld(a.c) + d' (1@),/(.))l + ld(c,b) + d' (f ("),/(b))l
: d,y@,c') + d,yQ,b).

Conclusi,on cly est bien une distance sur X.

Pourtous a,b e x, on ac1,'(f (a,),f (b)) { cl,y@,b). Donc / est lipschitzienne de (x,dy)
dans ({ d').

2. Pour tous a, ô e x, on a d(4, b) a dt@,b). Par conséquent, d7 est équivalente à d si,

et seulement si, il existe une constante réelle rg > 0 telle que

Va,ô € X: dy@^b) 18 d,(a,b),

i.e.

Ya,be X: d(o,,b)+d'(f (a),f @))< A d@,b).

Ceci qui équivaut à

Ya,be X: d'U@),f@)<(,4-1) d(a,b),

ce qui signifie que l'application I' est lipschitzienne de (x, d) dans (y, rt'). Ainsi,

dy est éclur,ualente à d +=+ f , (X,d) --+ (y,d') est ltpschi,tzzenne.
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