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Controle d’algébre 3(Rattrapage) Durée: 1h 30min

Exercice 1: (4 pts)

3 3 3
On considére la matrice A= | -2 —2 —2
11 17 -1

1/ Montrer que la matrice A est nilpotente.
2/ Calculer exp A

Exercice 2: (9 pts)

4 11
Soit M =|1 4 1
114

1/ Trouver le polynome caractéristique de M.
2/a* Déterminer le polynome minimal de M.
b* Est-ce que M est diagonalisable? Justifier votre réponse.
3/ Trouver une matrice diagonale D et une matrice inversible P, telle que M = PDP™!..
4/ Résoudre le systéme différentiel X' = MX.

Exercice 3: (7 pts)
0 10
Soit la matrice B= | —4 4 0
-2 2 3
1/ Montrer que B est trigonalisable.
2/ Trouwver une matrice triangulaire supérieur T, et une matrice inverssible P, telle que
B = PTP!.
3/ Calculer T?%%3.



Solution du controle d’algébre 3

Exercice 1: (4 pts)

36 54 0
1/ A2=|—-24 =36 0| et A3=0
—-12 —-18 0
22 30 3
2/ expA=I+A+3iA*=|-14 —19 —2
5 8 0

Exercice 2: (9 pts)
4 1 1
OnaM=|1 41
11 4
1/ Le polynome caractéristique de M.... (2pts)

4 —x 1 1

4—z 1 1 1
Cy () = det (M — x13) = det 1 44—z 1 =(4—-ux) — +
1 14— o 1 44—z ‘1 4—z
1 1
4—z 1
Cur (@) = (4=2) [(4— )2 = 1] =2 — 1] + [ — (4 — )
Cyz)=4d—-2)d—-z-1)4d—-2+1)—44+z+1+1—-4+2x
Cy(x)=4-2)B3—2)b—2)—6+2xr=4—2)B3—2)b—2)—2(3—x)
Cu()=0B-2)[(4-—2)b—-2)-2/=0B-x) (2*—92+18)

J/

A=9
r1=3etxy=06
Cy(x)=0B8—x)(z—3)(x—6)

Cun (2) = = (2= 3)* (z — 6)
2/a* Déterminer Le polynome minimal de M... (1pt) .

Py (z) = (z—3)(z - 6)

ma (x) = ot

Py(z) = (z—3)%(z—6)
111\ /-2 1 1 000
PL(M)y=(M-3)(M-6)=(1 11 1 -2 1|=(oo0o0
111 1 1 -2 00 0

Donc mys (z) = Py () = (v — 3) (x — 6)
b* M est diagonalisable car Le polynome minimal de M est scindé et a racines simples.... (1pt)
3/ Trouver une matrice diagonale D et une matrice inversible P, telle que M = PDP™L.

2



Les valeurs propres de M sont \; = 3 racine double et Ay = 6 racine simple.
Les vecteurs propres: soit V = (1, 2o, v3) € R3
Pour A\; = 3.....(0.5)

1 11 X1 0 $1+ZIJ2+JI3IO 1= —T9 — T3
(M—-3)V=0& 1111 29| =0 <= { 21 +23+23=0 donc{ oi bien 9 = —x; — 23
1 11 T3 0 r1+ a9+ 2x3=0 ol bien x3 = —x9 — 7

V = (—x9 — x3,29,23) = 22 (—1,1,0) + 23 (—1,0,1)
Alors ¢ ot bien V = (21, —21 — 23, 23) = 21 (1,—1,0) + 23 ( —1,1)
ol bien V = (l’l, Lo, —To — ZL’l) =T (1, 07 1) + 22 (0, ]., ].)
E,\, =vect{(-1,1,0),(—-1,0,1)}
C-a-d les éspaces propres possible sont ¢ ot bien Ey, = vect {(1,—1,0),(0,—1,1)}
ol bien E,, = 'Uect{(l,O —1),(0,1,-1)}
Pour Ay = 6.....(0.5)

—2 1 1 T 0 —21‘1 + Ty + 13 = 0.. (1)
(M—-63)V=0&11 -2 1 | =10 < xr1 — 2x9 + 23 = 0..(2)
1 1 —2 I3 0 1+ To — 2333 =0.. (3)

1) —(2) : on trouve z; = x5 remplagant dans (3) on trouve x5 = x9 donc x; = x9 = x5 alors
V =(z1,21,21) =21 (1,1,1) et E\, = vect{(1,1,1)}

Donc
300 -1 -1 1 1 0 1
D=0 3 0]..(05)etP=| 1 0 1]otbienP=|-1 -1 1
0 0 6 0 1 1 0 1 1
1 0 1
oibien P=| 0 1 1]..(0.5)
-1 -1 1

4/ Résoudre le systeme différentiel X' = MX.

On a X (t) = c;eM' X + e Xy + 3! X3, / ¢1, ¢, c3 € R alors la solution de X' = M X

-1 -1 1 —c1e% — coe® + c5eb!
est X (t)=cie® | 1 | +ee3 | 0 | +e3ef | 1] = c1e3 + c3eft
0 1 1 €3t + c3ebt

Exercice 3:

1/ Montrons que B est trigonalisable.(1 pt)
OnaCp(xr)=det(B—zl3)=3—2)(z—2)2=—(z—3)(x—2)2%
Cp () admet trois racines donc la matrice est trigonalisable.

2/ Trouvons les matrices P et T.(3 pts)

pour A\; = 3, racine simple, on a (B —3I3)V =0=V = (0,0,1) donc E,, = Vect{(0,0,1)}
pour \y = 2, racine double on a (B —2I3)V =0=V = (1,2,—2) donc E,, = Vect {(1,2

Y

0 1 0
On choisir un autre vecteur pour compléter la base , soit (0,1,0), donc P= [0 2 1],
1 -2 0
2 01
det P =1, et P~' = 25 (comP) = (comP)'= | 1 0 0
-2 10

—2)}



2 01 0 10 0 1 0
Alos T=P'BP=|1 0 0 -4 4 0 0 2 1
-2 10 -2 2 3 1 -2 0
3/ Calculons T™. (3 pts)
2023
3 00 0 0 4 0 0
" = 02 0]+(0 01 ,ona N2 = [0 0
0 0 2 0 00 0 0
D N
d’indice 2.

2023
Alors T20% = 37 Cps D> ENF = D0 + 2023D*N =
k=0

(2023) 32022 0 0
tel quenD" N = 0 (2023) 22022 0
0 0 (2023) 22022
32023 0 0
et D2023 — 0 22023 0
0 0 22023

0

S O Ot

S NN O

R

0| et donc N est nilpotente

0

32023

S OO oo

0
0
0

0
22023

0

4
1
0

4(2023) 32022
(2023) 22022
22023
0 4(2023)32022
0 (2023)22022
0

0
=10
0 0



