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Exercice 1: (4 pts)

On considère la matrice A =

0@ 3 3 3
�2 �2 �2
11 17 �1

1A :
1/ Montrer que la matrice A est nilpotente.
2/ Calculer expA

Exercice 2: (9 pts)

Soit M =

0@4 1 1
1 4 1
1 1 4

1A
1/ Trouver le pôlynome caractéristique de M:
2/a* Déterminer le pôlynome minimal de M:
b* Est-ce que M est diagonalisable? Justi�er votre réponse.
3/ Trouver une matrice diagonale D et une matrice inversible P , telle que M = PDP�1.:
4/ Résoudre le système di¤érentiel X 0 =MX.
:

Exercice 3: (7 pts)

Soit la matrice B =

0@ 0 1 0
�4 4 0
�2 2 3

1A :
1/ Montrer que B est trigonalisable.
2/ Trouver une matrice triangulaire supérieur T , et une matrice inverssible P , telle que
B = PTP�1.
3/ Calculer T 2023:
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Solution du contrôle d�algèbre 3

Exercice 1: (4 pts)

1/ A2 =

0@ 36 54 0
�24 �36 0
�12 �18 0

1A et A3 = 0

2/ expA = I3 + A+ 1
2
A2 =

0@ 22 30 3
�14 �19 �2
5 8 0

1A

Exercice 2: (9 pts)

On a M =

0@4 1 1
1 4 1
1 1 4

1A
1/ Le pôlynome caractéristique de M:::: (2pts)

CM (x) = det (M � xI3) = det

0@4� x 1 1
1 4� x 1
1 1 4� x

1A = (4� x)
����4� x 1
1 4� x

���������1 1
1 4� x

����+���� 1 1
4� x 1

����
CM (x) = (4� x) [(4� x) 2 � 1]� [4� x� 1] + [1� (4� x)]
CM (x) = (4� x) (4� x� 1) (4� x+ 1)� 4 + x+ 1 + 1� 4 + x
CM (x) = (4� x) (3� x) (5� x)� 6 + 2x = (4� x) (3� x) (5� x)� 2 (3� x)

CM (x) = (3� x) [(4� x) (5� x)� 2] = (3� x)
�
x2 � 9x+ 18

�| {z }
� = 9

x1 = 3 et x2 = 6
CM (x) = (3� x) (x� 3) (x� 6)

CM (x) = � (x� 3) 2 (x� 6)

2/a* Déterminer Le pôlynome minimal de M::: (1pt) :

mM (x) =

8<:
P1 (x) = (x� 3) (x� 6)

oû
P1 (x) = (x� 3) 2 (x� 6)

P1 (M) = (M � 3I) (M � 6I) =

0@1 1 1
1 1 1
1 1 1

1A :
0@�2 1 1
1 �2 1
1 1 �2

1A =

0@0 0 0
0 0 0
0 0 0

1A
Donc mM (x) = P1 (x) = (x� 3) (x� 6)
b*M est diagonalisable car Le pôlynome minimal deM est scindé et à racines simples:::: (1pt)
3/ Trouver une matrice diagonale D et une matrice inversible P , telle que M = PDP�1.
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Les valeurs propres de M sont �1 = 3 racine double et �2 = 6 racine simple.
Les vecteurs propres: soit V = (x1; x2; x3) 2 R3
Pour �1 = 3.....(0:5)

(M � 3I3)V = 0,

0@1 1 1
1 1 1
1 1 1

1A0@x1x2
x3

1A =

0@00
0

1A()

8<:
x1 + x2 + x3 = 0
x1 + x2 + x3 = 0
x1 + x2 + x3 = 0

donc

8<:
x1 = �x2 � x3

oû bien x2 = �x1 � x3
oû bien x3 = �x2 � x1

Alors

8<:
V = (�x2 � x3; x2; x3) = x2 (�1; 1; 0) + x3 (�1; 0; 1)

oû bien V = (x1;�x1 � x3; x3) = x1 (1;�1; 0) + x3 (0;�1; 1)
oû bien V = (x1; x2;�x2 � x1) = x1 (1; 0;�1) + x2 (0; 1;�1)

C-à-d les éspaces propres possible sont

8<:
E�1 = vect f(�1; 1; 0) ; (�1; 0; 1)g

oû bien E�1 = vect f(1;�1; 0) ; (0;�1; 1)g
oû bien E�1 = vect f(1; 0;�1) ; (0; 1;�1)g

Pour �2 = 6.....(0:5)

(M � 6I3)V = 0,

0@�2 1 1
1 �2 1
1 1 �2

1A0@x1x2
x3

1A =

0@00
0

1A()

8<:
�2x1 + x2 + x3 = 0:: (1)
x1 � 2x2 + x3 = 0:: (2)
x1 + x2 � 2x3 = 0:: (3)

(1)� (2) : on trouve x1 = x2 remplaçant dans (3) on trouve x3 = x2 donc x1 = x2 = x3 alors
V = (x1; x1; x1) = x1 (1; 1; 1) et E�2 = vect f(1; 1; 1)g

Donc

D =

0@3 0 0
0 3 0
0 0 6

1A :: (0:5) et P =
0@�1 �1 1
1 0 1
0 1 1

1A oû bien P =

0@ 1 0 1
�1 �1 1
0 1 1

1A
oû bien P =

0@ 1 0 1
0 1 1
�1 �1 1

1A ::: (0:5)
4/ Résoudre le système di¤érentiel X 0 =MX.

On a X (t) = c1e�1tX1 + c2e
�2tX2 + c3e

�3tX3; / c1; c2; c3 2 R alors la solution de X 0 = MX

est X (t) = c1e3t

0@�11
0

1A+ c2e3t
0@�10
1

1A+ c3e6t
0@11
1

1A =

0@�c1e3t � c2e3t + c3e6tc1e
3t + c3e

6t

c2e
3t + c3e

6t

1A
Exercice 3:
1/ Montrons que B est trigonalisable.(1 pt)
On a CB (x) = det (B � xI3) = (3� x) (x� 2) 2 = � (x� 3) (x� 2) 2:
CB (x) admet trois racines donc la matrice est trigonalisable.
2/ Trouvons les matrices P et T .(3 pts)�

pour �1 = 3; racine simple, on a (B � 3I3)V = 0) V = (0; 0; 1) donc E�1 = V ect f(0; 0; 1)g
pour �2 = 2; racine double on a (B � 2I3)V = 0) V = (1; 2;�2) donc E�2 = V ect f(1; 2;�2)g

On choisir un autre vecteur pour compléter la base , soit (0; 1; 0) ; donc P =

0@0 1 0
0 2 1
1 �2 0

1A ;
detP = 1, et P�1 = 1

detP
(comP )t = (comP )t =

0@ 2 0 1
1 0 0
�2 1 0

1A
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Alors T = P�1BP =

0@ 2 0 1
1 0 0
�2 1 0

1A0@ 0 1 0
�4 4 0
�2 2 3

1A0@0 1 0
0 2 1
1 �2 0

1A =

0@5 0 4
0 2 1
0 0 2

1A :
3/ Calculons T n: (3 pts)

T n =

266664
0@3 0 0
0 2 0
0 0 2

1A
| {z }

D

+

0@0 0 4
0 0 1
0 0 0

1A
| {z }

N

377775
2023

; on a N2 =

0@0 0 0
0 0 0
0 0 0

1A et donc N est nilpotente

d�indice 2.

Alors T 2023 =
2023P
k=0

Ck2023D
2023�kNk = D2023 + 2023D2022N =

0@32023 0 4 (2023) 32022

0 22023 (2023) 22022

0 0 22023

1A :
tel que nDn�1N =

0@(2023) 32022 0 0
0 (2023) 22022 0
0 0 (2023) 22022

1A0@0 0 4
0 0 1
0 0 0

1A =

0@0 0 4 (2023) 32022

0 0 (2023) 22022

0 0 0

1A
et D2023 =

0@32023 0 0
0 22023 0
0 0 22023

1A :
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