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Exercice 1 (0,5+2+2+1,5 = 6 points).  

1) On remarque que  � = �����,��  où  ��	
� = �√
 , ∀
 ∈ Ω. On a : �� ∈ �	Ω� ⊂ ℳ	Ω� et, vu que  �0,1� ∈ ℬ	Ω�, ���,�� ∈ ℳ	Ω�. D’où � ∈ ℳ	��. 0,5  

2) On a  � |�|��
	� = 	� 
� !�
	��,�� = 	� 
� !�
�	� = "
# !$%� !&� '
→�

)� = **�� < ∞, i.e. � ∈ -�	��. 2  

3) On a  � |�|/�
	� =	� 
�0!�
	��,�� =	� 
�0!�
�	� = 1 �ln 
�
→�
)� 			si	6 = 2									
"
#0!$%�0!&� '
→�


)� 	si	2 < 6 < ∞7 	= +∞, i.e. � ∉ -/	��. 2  

4)  Pour : = ;*, on a  : ∈ �1,2� et  :< = ���� = 3, donc 	�, >� ∈ -�	Ω� × -�<	Ω� et, par l’inégalité de Hölder, �> ∈ -�	�� 1,5  

 

 

Exercice 2 (1,25+2+1,25+1,5 = 6 points).  

1) On remarque que  � = ���ℝ$  où  ��	
� = AB�*C
 , ∀
 ∈ ℝ. On a : �� ∈ �	ℝ� ⊂ ℳ	ℝ� et, vu que  ℝ& = �0,∞� ∈ ℬ	ℝ�, ���,�� ∈ ℳ	ℝ�. D’où � ∈ ℳ	ℝ�. 0,25  

On a � |�|�
	ℝ = A� B−2A
�
E� = F− 12 B�*C
G
)�
→E = 12 < ∞, i.e. � ∈ -�	ℝ�. 0, 5  

On a � |�|*�
	ℝ = A2 � B−4A
�
E� = F− A4 B�4A
G
)�
→E = A4 < ∞, i.e. � ∈ -*	ℝ�. 0,5  

2) On a :  ∀I ∈ ℝ,  ℱ�	I� = � �	
�B�*CK
L�
	ℝ  = A� B�*C	�&KL�
�
E� = F− 12 M#!N	%$OP�Q�&KL G
)�
→E = 12�&KL  . 2	  
3) On a  > ∈ �	ℝ� ⊂ ℳ	ℝ� 0,25  

On a � |>|�
	ℝ = � �√�&
! �
	ℝ ≥ � �√�&
! �
E� ≥ � �√
!&
! �
E� = �√*� �
 �
E� = +∞, i.e. > ∉ -�	ℝ� 0, 5  

On a  > = 2ℱ� et � ∈ -*	ℝ�, donc > ∈ -*	ℝ� 0, 5  

4) On a 	�, >� ∈ -*	ℝ�* et > = 2ℱ�, donc ℱ> = ℱℱ	2�� = 2ℱℱ� = 2�S, i.e.  ℱ>	I� = 2AB2AL��−∞,0�	I�, ∀I ∈ ℝ  1, 5  

 

Exercice 3 (2,5+1+4,5 = 8 points).  

1) On a �ℝ$	T� ∈ ℳ	ℝ� car ℝ& ∈ ℬ	ℝ� et on a �ℝ$	T� = 0 ∀T ∈ �−∞, 0�, donc �ℝ$	T� ∈ U. 0,5  

Soit 
 ∈ ℝ. On a  � V�ℝ$	T�B�
WV�TE	� = � B�
W�TE	� = X� �TE	� 																			YZ		
 = 0					F− M#Q[
 GT=0T→+∞ 		YZ	
 ≠ 0					 7 = 

]+∞					YZ		
 ≤ 0	�
 			YZ	
 > 0. 7   D’où 
�ℝ$ = infb
 ∈ ℝ; �ℝ$	T�B�
W ∈ -�	ℝ&∗ �e = inf�0,∞� = 0 < ∞, donc �ℝ$	T� ∈Uℒ et  gℒ�ℝ$ = hY ∈ ℂ; Re Y > 0l. 1  

Pour tout Y ∈ gℒ�ℝ$ , on a ℒm�ℝ$	T�n	Y� = � �ℝ$	T�B�oW�T	ℝ$∗ = � B�oW�TE	� = − �o �B�oW�W)�W→&E = − �o 	limW→&E B�oW − 1� = M#qo  , vu qu’on a VB�	
&Kr�WV = VB�
WB�KrWV = B�
WVB�KrWV = B�
W  et  limW→&E B�
W = 0 si 
 > 0. D’où :   ℒm�ℝ$	T�n	Y� = �o.  1  



2 

 

 

2) On ��*,&E�	T� = �ℝ$	T − 2�, donc, par la propriété de translation, on a : ℒm��*,&E�	T�n	Y� =B�*o sℒm�ℝ$	T�n	Y�t = B�*o s�ot	. 1  
 

3)  u<<	T� + 9u	T� = 18��*,&E�	T�  ⇒ ℒ�u<<	T� + 9u	T��	Y� = ℒm18��*,&E�	T�n	Y� ⇒ ℒ�u<<	T��	Y� +9ℒ�u	T��	Y� = 18B�*o s�ot ⇒ Y*y	Y� − Yu	0� − u<	0� + 9y	Y� = 18B�*o s�ot ⇒ 	Y* + 9�y	Y� =18B�*o s�ot + Y + 3  ⇒  y	Y� = B�*o s �zo	o!&{�t + o&;o!&{  1,5  . On a  
�zo	o!&{� = |o + }o&~o!&{   ⇒  �	Y* + 9� +

	�Y + ��Y = 18 ⇒ �� + � = 0� = 0							9� = 18			 7 ⇒  � = −� = 2 et � = 0 ⇒  
�zo	o!&{� = *o − *oo!&{  0,75 ⇒  u	T� =

ℒ�� �B�*o s*o − *oo!&{t� + ℒ�� s oo!&{t + ℒ�� s ;o!&{t = 2ℒ�� �B�*o s�ot� − 2ℒ�� �B�*o s oo!&{t� 

+ℒ�� s oo!&{t + ℒ�� s ;o!&{t = 2�	T − 2� − 2�	T − 2� cos 3	T − 2� + �	T� cos3T + �	T� sin3T 2  , i.e.  

u	T� = �cos3T+ sin 3T 																																			si		0 ≤ T < 2	2 − 2 cos 3	T − 2� + cos3T+ sin3T 			si	T ≥ 2. 7  0,25  

 

 

 


