Corrigé de I'examen d’Analyse 4

@ Solution 1

1. Ses fonctions composantes fi : (x,y) € R? = xy et fo: (z,y) € R? — 32 — 2y + 3

étant des fonctions polynomiales, f est une fonction différentiable sur R? — IQS
0 d .
Donc elle admet des dérivées partielles 6—£ et 6—5 en tout point de R? — ——— — - @
Sa matrice jacobienne en un point (z,y) € R? est :
Ly PEy) s o e ey @
Iy = [ Z7 - &
B(z,y) Yz,v)
(2 @
6z -2 |
2. Comme g : R® — R? est une fonction différentiable en (1,—1,2) et f : R? — R? est
différentiable en g(1,—1,2) = (—1,5), alors par composition f o g est différentiable en
(=00 o s | s Pl s bl A ~__~_O,’S
et on a par la régle de dérivation en chaine :
Jreg(1,-1,2) = Jy (9(1,-1,2)) x J,(1,-1,2) = Ji{=18) K do(l, ~1:2) = = = & @

Or, par hypothése,

i 1 ¢
3,(1,~1,2) = ,
4 0 2

et d’aprés la question précédente,

5 -1
Js(-1,5) = :
r(=1,5) (—6 _2)
d’ou
5 -1 1 -1 0 1 -5 —2 />
Jol'_l,2= —
el (—6 -2)(4 0 2) (—14 6 _4)" ”(015.




Par conséquent,

d(fog)
'_ax_(l‘"l’2) = (1,-14), — — I

3(f°.‘1)(1‘__1’2) = (-56) - — — — — — — — “@

dy .
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\ lhs Solution 2

1. Soit U C R™ un ouvert, a € U et h € R", h #0, tel que [a,a+h)CU. Sig:U—R

est une fonction de classe C* sur U (au mowns dans un voisinage de a), — — —— HY,

alors on a la formule de Taylor-Young de second ordre :
1

gla+h) = g(a) + hVg(a) + shE,@ R +o (A7), - — - — - — = — @

ot Vg(a) et Hy(a) désignent respectivement le gradient et la matrice hessienne de g

en a et ht le vecteur transposé de h.

2. La fonction g : R? — R, (z,y) — sin(zy) + cos(zy) est de classe C? sur R? comme

somme de composées de fonctions de classe CREIPRE . i ' i s 0/3-5
On a donc la formule au voisinage de a = (0,0) :
glz,y) = 9((0,0) + (z,y))
1
= 4(0,0)+ (2 ¥) V9(0.0) + 5(z ) Hy(0,0) (=)' +o (@ )I) () - 08
On calcule
9(0,0) = sin0+cos0 =1,
%9 (z,) = yleostay) —sinay)], = ——— — > : @
(o) = slosston)-sinienl), - — = — — — — —— 6,8
d o,
52(0,0) 5 3C)
Va0 = | & |- —- & sl LR | i 0 )
9(0.0) (gﬂ(o,O) Q/
v
S .
il S 0,4
0




D’autre part,

9? A
&%(x,y) = -y [sin(xy) + cos(zy)], — - - @
@(I ) — —;1;2 [Sin(.l' )+ ( ] OZS
6?/2 Y Y Cos va) i S _— pumas - —_ — — ‘R
et d’apreés le théoréme de Schwarz,
9% d*g . :
o (2.1) = 3 (r0) = con(ay) — sinay) = oy in(ey) + cos(ay)], ~ = = — 025
par suite,
H,(0,0)
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Substituant dans (1), 1l vient :
0 1 0 1 T
glz,y) =1+ (z y)()+—(xy +o(z* +v?),
) 0l *% ) i B i (2 + %)

glz,y)=1+zy+o(®+y"). — — — — , — (0% %)

soit

Solution 3 Soit a un parameétre réel tel que 0 < a < 2 et soit D le domaine du plan R?:
D= {(:r,y)elR2 a2 <z?+P <4, y2 |z}

1. D est la partie hachurée du plan 2Oy, intersection de la partie du plan située au dessus
de la courbe d'équation y = |z| avec la couronne comprise entre les disques centrés a

l'origine et de rayons respectifs a et 2.
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2. Compacité de I'ensemble D. Introduisons les fonctions définies sur R? :
@11 (2,y) — 2 + ¢ et @y (z,y)—y-—|z|.

Ces fonctions sont clairement continues sur R?, . e T e

et on a

D= {(z,y) € R?; a® < ¢,(z,y) < 4 et py(z,y) > 0} = 07" ([a?,4] )Nz ([0, +00[) —

Comme [a*,4] et [0,+00[ sont des ensembles fermés dans R, chacune des parties
o1 ([a%,4)) et 5* ([0, +00]) est fermée comme image réciproque d’un fermé par une

fonction continue.

Il s’ensuit que D est fermé comme intersection de deux fermés. .
Par ailleurs, D est une ensemble borné puisque contenu dans la boule B ((0,0),2). — _|

Fermé et borné, D est un ensemble compact.

3. En passant en coordonnées polaires

£="cosl
avect >0 et 0 € [0, 2],
y=p8nd

on obtient grace a la formule de changement de variables dans une intégrale double

Aire(D) = / 177 71 AR SEals LA
D

//rdrdé?,___ SR Ry, e My s | i e i
A

ol

A = {(r,60) € Ry x[0,2n[; (rcosd,rsinf) € D}

. s : T m T 3w
{0y eRox 020 a<r<2 T0<3T) = (02 x [Z,T],__

Auwnsi, d’aprés le théoréme de Fubini,

Aire(D) = (/f(w) (/a2rdr) s L ST

= ~(4-0")— —
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@ Solution 4  Soit f : R? — R la fonction définie par

2% + 38
flzy)=4 T +¥°
0, (z,y) = (0,0).

(z,y) # (0,0),

. Continuité. La fonction [ est clairement continue sur R*~.{(0,0)} en tant que fonction

rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas. .

Pour étudier la continuité au point (0,0), on écrit pour (z,y) # (0,0) :

s : P y?
L < | —
@) < 20l s + 3l
72 Y

< 2|z|+3|y| (wTWSIet$2+y2§1)

< 3(lzl + 1yl) = 3z ), -
Ceci montre, par le théoréme d’encadrement, que ( l)in}0 4 T Y] 70— e o ]

x,y)—(U,
et donc lim  f(z,y) = f(0,0), d’ou la continurté de f en (0,0). — —— . __ .
(z.y)—(0,0)

Remarque. On peut aussi établir la continuaté en (0,0) en passant en coordonnées

polaires :

73(2 cos® 6 + 3sin®0)
=1|2cos*4 in®6| <
T3 (cos? 0 1 sin? ) r|2cos® 6 + 3sin® 6| < 5r,

|f(z,y)| = |f(rcosf,rsinb)| =

d’ou, lim f(rcosf,rsinf) =0 et donc lim f(z,y) =0= £(0,0).
r—0 (z,y)—(0.0)

Conclusion. [ est continue sur R |
. Calcul des dérivées partielles d’ordre 1. La fonction f est différentiable sur R*~. {(0,0)} ‘
en tant que fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas. Par suite, f

admet en tout point de R? \ {(0,0)} des dérivées partielles d’ordre 1. —— — .

En (z,y) # (0,0), on calcule :

af 622(z? +y?) — 20(22° + 3y®) _ 22!+ 62y —60y*
-a—x(.'l', y) (1:2 3 y2)2 =, (1-2 + y2)2
_i(g; g 9y2(z? + y2) — 2y(22% + 3y°) N —4r'y+ 9% +8*¢
ay Y (2 + y?)* (22 +y2)°




En (z,y) = (0,0), on calcule les taux d’accroissement pourt # 0 :

f(t,0)- (0,00 % -0 R

= =2—2 - = - = = = =
t t t—0
f(0.6) - £(0,0) _ % -0
= = 3 —) 3 - - - — - o
t t t—0
af of :
Cela prouve que 5(0,0) et E(O‘O) existent et valent respectiverment 2 et 3.
. o Of . Of
A el e > 2 .
nsi, E et 5 sont définies sur R* par
2z + 62%y? — 62y®
) (z,y) # (0,0),
Y ay) = @+ )
2, (z,y) = (0,0).
—4z%y + 92%y? + 3y*
d , () #(0,0),
ég(z,y) = (22 + y?)°
3, (z,y) = (0,0).
3. Etude de la continuité en (0,0) de gl et g—gjj

o La fonction partielle de o en (0,0) : t € R* — Q(O, t) = 0 ne tend pas vers

5} Or
oy (0,0) = 2 lorsque t — OI Donc /) n’est pas cont:nue en (0,0)
dz "’ ) Jz S
1 . . of e SOF
e De méme, la fonction partielle de 3 en (0,0) : t € R* — a—y—(t,O) = 0 ne tend

pas vers Q(O, 0) = 3 lorsque t — 0, donc By n'est pas continue en (0,0). — — — |

9y
“or Oy
5. Etude de la différentiabilité de f en (0,0). St f était différentiable en (0,0), alors compte

tenu de la deuziéme question, sa différentielle en (0,0) est forcément l'application

4 af et i n’étant pas continues en (0,0), la fonction f n'est pas de classe C* sur R?. _ |

linéawre

af of
. R2 — T et Y = - SRS s
L:R*— R, (z,y)— 8"(0’0)1-’_01 (0,0)y = 2z + 3y,

et doit vérifier

lim
(2,)—(0,0) Iz, »)ll,

f(I,?/)"f(OyO)—L(lvy):O ‘ I ' e P

®

04S,




Pour (x,y) # (0,0), on calcule

Ry < L@ =100 =@z +3) _ mf ~@r+3) __ay(y+30

Il (2, y)ll, Va2 + 2 (22 + y2)3/2

Il est facile de voir que

-

lim R(z,z) = hm s = — lim e
x—0+ T aor U (222)%2) T a—0t 22 22
ce qui montre que

lim R
(z,y)—(0,0)
(0,0). —

Remarque. On peut aussi raisonner en passant en écriture polaire, pour obtenir
R(rcosf,rsinf) = — cosOsinf(2sin 0 + 3cosd) = —(2cos #sin’ O + 3sin d cos ),

™
dont la limite n'est clairement pas nulle enr — 0 (fizer par exemple 0 = 1 pour trouver

R(rcosf,rsind) = -3 ). Donc, f n'est pas différentiable en (0,0).

9

(x,y) # 0. Par conséquent, f n'est pas différentiable en |

@)




