UNIVERSITE LARBI BEN M’HIDI DEPARTEMENT : MI 2022/2023

Corrigé type de I’examen du module Transformations intégrales dans les espaces Lp

Exercice 1 (2,5+1,5+4 = 8 points).

1) Ona f(t) = e *"1g, (), Ry = [0,0[ € B(R), donc 1, (t) € M(R), etonae > € C(R) c

M(R), donc f(t) € M(R). De plus, f(t) = e'ZtﬂRJr(t) =0Vt € |—o0,0[, donc f(t) € C.
fooo dt si x = =2

Soitx € R.Ona [~ |f(t)e™|dt = [~ e~*+Dtqr = —Get2yey =
[— ] Six#—2
t=0

x+2

D’ob x; = inf{x € R; f(t)e™" € L'(R})} = inf]—2, 00 = =2 < oo, donc f(t) €

400 six< -2
L six > —2.

C’Lx;tz D ={s €C;Res > —2}. [1]

Pour tout s € D¢, on aL[f(t)](s) f f(t)e‘“dt = f e~ Tt — _E e‘(”z)t]:_):oo =
_Lz(limt—>+oo e=(*Dt _1) = L yuquiona|e-@ | = |e—(x+2)te—1yt| = o=+t |g-ivt| =
e~ OHD ot lim,,, e Dt = 0six > —2. Do : |L[f()](s) =—, Res > —2|

2) Par la propriété de linéarité, ona : £ [th(t) — fot f@Of( - T)d’l'] (s) =2L[tf (®)](s) —
Ly F@f ¢ ~dr| ).
Par la propriété d’holomorphie, on a : L[tf(t)](s) = dL[f(t)] (s) = G +2)2

Par la propriété de convolution, on a: £ [fot ff( - T)d‘l'] (s) = (L[f(t)](s)) = (s+2)2

1 1

Dou: |L [th(t) ~ [ F@f (- T)d‘r] (s) = (sz)z R eorate

0,25

) y'@®+2y'@®) +y) =f() = L[y" () + 2y'(6) + y(®O)](s) = LIf (O](s) =

LIy"(O1(s) + 2L (O1(s) + LIyDI(s) = — = s*Y (s) — sy(0) — y'(0) + 2(sY(s) —y(0) +
Y(s) = E = (s +2s+ DY(s) = E t25+5 = Y(s) = (s+2)(si+25+1) + s22+52+55+1 - (2512;?:11)12

2s2+9s+11 _ A B c 2 52
Ona e s tmtem = A(s+1)*+B(s+1)(s+2)+C(s+2)=2s“+9s+ 11>
A+B =12 252+9s5+11 1
2A43B+C=9 = A=1,B=1letC=4> 21 _ 1 14 0,75

A+2B+2C =11 (s+2)(s+1)2 s+2  s+1 (s+1)2
1 1 4

— r-1(_- = — -2t -t -t
= y(t) =L (S+2 = —(s+1)2) = UDe " + Ue " +4U()te™",[15]

ie. |y(t) =e 2 et +4te7t, vVt 0|

Exercice 2 (2,5+2,5+2,5+1+2+1,5 = 12 points).
1) Soit (m, p) € N X [1, o]. Mesurabilité : On a [-m, m] € B(R), donc 1[_p, ] € M (R).

Casp = 0 :0na|l_pmm )| = 1_mm(x) < 1 < o0 pour tout x € R, donc 1j_p 1 € L2 (R).

Casp # ®:0Ona fR|]1[_mlm]|pdx = [ lemm)dx = 24 (Lj_pmm)) = 2m < 00, donc {_p, ) € LP (R).

2) Soitm € N.Ona f € L*(R) et |gm| = L_pmm]lf] < If], donc g, € L*(R).

Onagm =1 mmf et (Uommp f) € L2(R) x L2(R), donc, par I'inégalité de Holder, g,, € L*(R).
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3) Soitm € N.
Ona g, € L(R), donc Fg,, € L*(R).
Ona g, € L'(R), donc, pour tout § € R, Fg, (&) = [ g,,(X)e 2™ dx = [[ L[y () f(x)e 2> dx =

f[_m’m]f(x)e‘zmxfdx = hy,(8),ie. hyp = Fgm € L2(R).

4) Soit x € R. Alors 3m, € N tel que |x| < my, donc g, (x) = 1y (X f(x) = f(x), Ym = m,.
S’ensuit que lim,,_,q gm(x) = f(x).

5) Ona:Vx € R, limy,_,e gm(x) = f(x).
Ona:V(m,x) € NXR, [gm()| = Lomm | < |f (O]

Les hypothéses du théoréme de la convergence dominée dans L? sont satisfaites (voir le théoréme 1.28),
L*(R)

alors g, — f.

L2(R) L2(R) L2(R)
6) Ona: g,,— f,donc Fg,, — Ff,ie. hy, — Ff.



