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Corrigé type de l’examen du module Transformations intégrales dans les espaces Lp 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
Exercice 1 (2,5+1,5+4 = 8 points).  

1) On a ���� = ���	
ℝ����, ℝ
 = �0,∞� ∈ ℬ�ℝ�, donc  
ℝ���� ∈ ℳ�ℝ�,  et on a ���	 ∈ ��ℝ� ⊂ℳ�ℝ�, donc  ���� ∈ ℳ�ℝ�. De plus,  ���� = ���	
ℝ���� = 0 ∀� ∈ �−∞, 0�, donc ���� ∈ �. 0,5  

Soit � ∈ ℝ. On a  � |�������	| �!	# = � ����
��	 �!	# = $�  �!	# 																			%&		� = −2				
	(− )*�+�,�-�
� .�=0�→+∞ 		%&	� ≠ −2					2 = 

3+∞					%&		� ≤ −2	 5�
� 			%&	� > −2. 2   D’où �8 = inf<� ∈ ℝ; �������	 ∈ >5�ℝ
∗ �@ = inf�−2,∞� = −2 < ∞, donc ���� ∈
�ℒ et  Cℒ8 = <% ∈ ℂ; Re % > −2@. 1  

Pour tout % ∈ Cℒ8, on a ℒ�������%� = � ������H	 �	ℝ�∗ = � ���H
��	 �!	I = − 5H
� J���H
��	K	LI	→
! = 

− 5H
� Mlim	→
! ���H
��	 − 1P = 5H
� , vu qu’on a Q����
RS
��	Q = Q����
��	��RS	Q = ����
��	Q��RS	Q =
����
��	  et  lim	→
! ����
��	 = 0 si � > −2. D’où :   ℒ�������%� = 5H
� , Re % > −2 . 1  

 

2) Par la propriété de linéarité, on a : ℒ (2����� − � ��T���� − T� T		# . �%� = 2ℒ��������%� −
ℒ (� ��T���� − T� T		# . �%�. 0,25  

Par la propriété d’holomorphie, on a : ℒ��������%� = − Uℒ�8�	��UH �%� = 5�H
��,	. 0,5  

Par la propriété de convolution, on a: ℒ (� ��T���� − T� T		# . �%� = Mℒ�������%�P2 = 5�H
��,. 0,5  

D’où :   ℒ (2����� − � ��T���� − T� T		# . �%� = ��H
��, − 5�H
��, = 5�H
��, . 0,25  

 

3)  VWW��� + 2V′��� + V��� = ����  ⇒ ℒ�VWW��� + 2V′��� + V�����%� = ℒ�������%� ⇒ 

 ℒ�V′′�����%� + 2ℒ�V′�����%� + ℒ�V�����%� = 5H
� ⇒ %�Z�%� − %V�0� − V′�0� + 2M%Z�%� − V�0�P +
Z�%� = 5H
� ⇒ �%� + 2% + 1�Z�%� = 5H
�+ 2% + 5  ⇒  Z�%� = 5�H
���H,
�H
5�+ �H
[H,
�H
5 = �H,
\H
55�H
���H
5�,  1,5  

On a  
�H,
\H
55�H
���H
5�, = ]H
�+ ^H
5+ _�H
5�,  ⇒  `�% + 1�� + a�% + 1��% + 2� + ��% + 2� = 2%� + 9% + 11 ⇒  

c ` + a = 2														2` + 3a + � = 9` + 2a + 2� = 11						2 ⇒  ` = 1, a = 1 et  � = 4  ⇒  
�H,
\H
55�H
���H
5�, = 5H
� + 5H
5+ f�H
5�,  0,75  

⇒  V��� = ℒ�5 h 5H
�+ 5H
5+ f�H
5�,i = j������	 +j�����	 + 4j������	, 1,5  

i.e. V��� = ���	 + ��	 + 4���	,			∀� ≥ 0  0,25  

 

Exercice 2 (2,5+2,5+2,5+1+2+1,5 = 12 points).  

1) Soit �l, m� ∈ ℕ × �1,∞�. Mesurabilité : On a �−l,l� ∈ ℬ�ℝ�, donc  
��p,p� ∈ ℳ�ℝ�. 0,25  

Cas m = ∞	: On a Q
��p,p����Q = 
��p,p���� ≤ 1 < ∞ pour tout � ∈ ℝ, donc  
��p,p� ∈ >!�ℝ�. 0,75  

Cas m ≠ ∞	: On a � Q
��p,p�Qq �		ℝ = � 
��p,p� �		ℝ = r1M
��p,p�P = 2l < ∞, donc 
��p,p� ∈ >q�ℝ�. 1,5  
 

2) Soit l ∈ ℕ. On a  � ∈ >��ℝ�  et  |sp| = 
��p,p�|�| ≤ |�|, donc sp ∈ >��ℝ�. 1,25  

On a sp = 
��p,p�� et M
��p,p�, �P ∈ >��ℝ� × >��ℝ�, donc, par l’inégalité de Hölder, sp ∈ >5�ℝ�.  1,25  
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3)  Soit l ∈ ℕ.  

On a  sp ∈ >��ℝ�, donc  ℱsp ∈ >��ℝ�. 1  

On a  sp ∈ >5�ℝ�, donc, pour tout u ∈ ℝ,   ℱsl�u� = � sl������vR�w �	ℝ = � 
�−l,l�����������vR�w �	ℝ =� �������vR�w �	��p,p� = ℎp�u�, i.e.  ℎp = ℱsp ∈ >��ℝ�. 1,5  

 

4)  Soit � ∈ ℝ. Alors ∃l# ∈ ℕ tel que |�| ≤ l#, donc sp��� = 
��p,p�������� = ����, ∀l ≥ l#. 

S’ensuit que  limp→! sp��� = ����. 1  
 

5)  On a : ∀� ∈ ℝ, limp→! sp��� = ����. 0,5  

On a : ∀�l, �� ∈ ℕ × ℝ, |sp���| = 
��p,p����|����| ≤ |����|. 0,5  

Les hypothèses du théorème de la convergence dominée dans >� sont satisfaites (voir le théorème 1.28), 

alors  sp z,�ℝ�{||} �. 1  
 

6)  On a :  sp z,�ℝ�{||} �, donc  ℱsp z,�ℝ�{||} ℱ�, i.e. ℎp z,�ℝ�{||} ℱ�. 1,5  

 

 


