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Examen
Exercice 01 : [04 pts]

Soient Q = {(x,y) EeR?: 2 >0,y >0 et x*>+y* <1} et f la fonction définie sur € par

f@,y) = —=—

Va?+y?
1) Montrer que f € L*(Q) et calculer || f]|1.0.
2) Calculer la limite

V@ + 7
lim / (" +y ) dzdy.
e Sa f 4 Ly )@t + S )
Exercice 02 : [08 pts]

Soit 1 < p < 2. Pour tout u € LP(2), on définit 'opérateur
Tu:LF(Q) — R
u +— Tu(f)= / fudzx,
Q

1) Montrer que Tu € (L*(Q))’ (le dual de L¥' (Q)) et que || Tu|| ' (@) ), < JJul| e

[u(@)[""2ulw)  siu(z) #0,
2) Soit h la fonction définie par h(z) = { 0 si ulz)=0.

- Montrer que h € L (Q) et ||h||Lp @ = ||u||Lp )
- En déduire que [|Tull gy > |lullrr@) et que T définit une isométrie de LP(S2) dans un

sous-espace de (L¥' (Q))'.
3) Sachant que L"(2) est réflixif pour tout r» > 2, montrer que LP(Q2) est réflixif.

Exercice 03 : [08 pts]

Soit ¥ € C'(R) telle que ¥ € Loo(R).
1) Montrer que lim /(p(x)w(jm)dx =0,Vp € C°(R).
j—oo Jp
2) Utiliser la densité de C°(R) dans L;(R) pour montrer que :

lim | Fa)/(e)dr = 0.9 € L(R).

]—)OO

Bon courage



Corigé de ’examen

Exercice 01 : [04 pts]

1) f est mesurable sur 2 comme fonction continue sur €. ....... ... .. .o (0.5 pt)
En utilisant les cordonées polaires, on a

w/2 rl 1 T
/ |f(z,y)|dedy = / / —PAP = = < OO ettt (1pt)
Q 0 o P 2

Alors, f € LMQ) et || f]10 = g ................................................. (0.5 pt)

2) Pour tous (z,y) € Q et j € N* on pose

(22 +9°)
fj<x7 y) = 1 1 :
\/(ac2 + 5y Ty + o +y?)

e Les fonctions f; sont mesurables comme fonctions continues sur €2............... (0.5 pt)
O i U (0.5 pt)
e Pour tous (z,y) € Qet j€ N, ona
1Fi(z, )| S F(m,), et f € LMEY), e (0.5pt)
d’apres le TCD
lim / fi(x,y)dzdy = / fz,y)dzdy = e (0.5pt)
J=Foo Jo Q 2

Exercice 02 : [08 pts]
1)Tu est linéaire car l'intégrale est linéaire. ......... ... .. .. ..o i (0.5pt)

D’apres l'inégalité de Holder |Tu(f)| < ||ullp.ollfll,.q, pour tout f € LP' (), donc Tu est
une forme linéaire continue sue L¥ () et | Tull o )y < llullze)- - (0.5pt+0.5pt+0.5pt)

2) /Q \h(z)|P dz = /Q(]u(x)]pl)pdx = /Q lu(x)Pdr < oo donc h € LP(Q). ........... (1pt)

1Al 0 = (/Q(|u(:c)]pda:> " JulEd (1pt)

Tu(h) _ [l
= Tl ~ Tl

| Tull 1 ) = Jullp.: e (1pt)
On a déja montrer ||Tul| 1 )y < [[ullpo, alors [[Tul| gy, = lullpe;
donc I'application
T:uelLP(Q)— Tue (L7 (Q))



est une isométrie de LP(Q) dans T(LP(Q)) C (LP(Q)).  ooiiiiiiii i (1pt)
3) On a p' > 2 alors LP () est réflixif donc son dual (LP'(Q))" est réflixif. T(LP(2)) est un
fermé dans (LP'(Q))’, donc T(LP(Q)) est réflixif.

Pusique T : LP(Q) — (L*'())’ est une isométrie, on peut identifier LP(Q) a T(LP(2)), donc
LP(Q) est réflixif. ... (2pts)

Exercice 03 : [08 pts]

On pose M’ = ||¢'||1.0

1) Soit ¢ € C.(R), alors il existe [a,b] C R tel que p(z) =0, Vz ¢ [a,b]. ...... (1pt)

Il existe M, N, N’ > 0 tels que|p(z)| < N, |¢'(x)] < N o(x)| < M,Vx € [a,b]. ... 1pt
On a

| [ o] = | [ e@ntn] =|[Fewin] -1 [ sepn]
<| [}o(xw G|+ |} [ il
oNM' N'Mb—a) "
< ; + ; ;
par passage a la limite on trouve lim [ o(x)y'(jr)de =0 ... ...l (2pts)

j—+oo R

2)Soient f € L*(R) et € > 0, par densité de C°(R) dans L;(R) il existe p € C.(R) telle

que ||[f —ollir < e/(2M) oo (1pt)
D’apres 1), liIJP ()Y (jx)dr = 0, alors il existe N € N tel que, pout tout j > N,
j—o+oo Jp
‘/ Y (jx) dx < ) (1pt)
Pour 7 > N, on a
| [ s@utos| =] [ (@)= e@)0'lio) + plae' o))
/| jx|dx—|—‘/ j:cd:c
< / (a) = plalde +| [ oty (Ga)da]
= Ml ~ ¢lip+ \/ ¥/ (jr)de|
< M'e/(2M') +¢/2
=e.
Donc lim [ f(2)Y'(Jo)de =0 oo (2pts)

j—=+ Jr



