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Examen

Exercice 01 : [04 pts]

Soient Ω = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0 et x2 + y2 ≤ 1} et f la fonction définie sur Ω par

f(x, y) =
1√

x2 + y2
.

1) Montrer que f ∈ L1(Ω) et calculer ‖f‖1,Ω.
2) Calculer la limite

lim
j→+∞

∫
Ω

√
(x2 + y2)√

(x2 + 1
j
y + y2)(x2 + 1

j
x+ y2)

dxdy.

Exercice 02 : [08 pts]

Soit 1 < p ≤ 2. Pour tout u ∈ Lp(Ω), on définit l’opérateur

Tu : Lp
′
(Ω) → R

u 7→ Tu(f) =

∫
Ω

fudx,

1) Montrer que Tu ∈ (Lp
′
(Ω))′ (le dual de Lp

′
(Ω)) et que ‖Tu‖(Lp′ (Ω))′ ≤ ‖u‖Lp(Ω).

2) Soit h la fonction définie par h(x) =

{
|u(x)|p−2u(x) si u(x) 6= 0,
0 si u(x) = 0.

- Montrer que h ∈ Lp′(Ω) et ‖h‖Lp′ (Ω) = ‖u‖p−1
Lp(Ω).

- En déduire que ‖Tu‖Lp′ (Ω) ≥ ‖u‖Lp(Ω) et que T définit une isométrie de Lp(Ω) dans un

sous-espace de (Lp
′
(Ω))′.

3) Sachant que Lr(Ω) est réflixif pour tout r ≥ 2, montrer que Lp(Ω) est réflixif.

Exercice 03 : [08 pts]

Soit ψ ∈ C1(R) telle que ψ′ ∈ L∞(R).

1) Montrer que lim
j→∞

∫
R
ϕ(x)ψ(jx)dx = 0,∀ϕ ∈ C∞c (R).

2) Utiliser la densité de C∞c (R) dans L1(R) pour montrer que :

lim
j→∞

∫
R
f(x)ψ′(jx)dx = 0,∀f ∈ L1(R).

Bon courage



Corigé de l’examen

Exercice 01 : [04 pts]

1) f est mesurable sur Ω comme fonction continue sur Ω. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(0.5 pt)
En utilisant les cordonées polaires, on a∫

Ω

|f(x, y)|dxdy =

∫ π/2

0

∫ 1

0

1

ρ
ρdρ =

π

2
<∞............................................................................(1pt)

Alors, f ∈ L1(Ω) et ‖f‖1,Ω =
π

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.5 pt)

2) Pour tous (x, y) ∈ Ω et j ∈ N∗, on pose

fj(x, y) =

√
(x2 + y2)√

(x2 + 1
j
y + y2)(x2 + 1

j
x+ y2)

.

• Les fonctions fj sont mesurables comme fonctions continues sur Ω. . . . . . . . . . . . . . . (0.5 pt)
• fj → f sur Ω.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(0.5 pt)
• Pour tous (x, y) ∈ Ω et j ∈ N∗, on a

|fj(x, y)| ≤ f(x, y), et f ∈ L1(Ω), .....................................................................................(0.5pt)

d’après le TCD

lim
j→+∞

∫
Ω

fj(x, y)dxdy =

∫
Ω

f(x, y)dxdy =
π

2
............................................................................(0.5pt)

Exercice 02 : [08 pts]

1)Tu est linéaire car l’intégrale est linéaire. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.5pt)

D’après l’inégalité de Hölder |Tu(f)| ≤ ‖u‖p,Ω‖f‖p′,Ω, pour tout f ∈ Lp′(Ω), donc Tu est
une forme linéaire continue sue Lp

′
(Ω) et ‖Tu‖(Lp′ (Ω))′ ≤ ‖u‖Lp(Ω). . . . (0.5pt+0.5pt+0.5pt)

2)

∫
Ω

|h(x)|p′dx =

∫
Ω

(|u(x)|p−1)pdx =

∫
Ω

|u(x)|pdx <∞ donc h ∈ Lp′(Ω). . . . . . . . . . . . (1pt)

‖h‖p′,Ω =
(∫

Ω

(|u(x)|pdx
)1/p′

= ‖u‖p−1
p′,Ω. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

‖Tu‖(Lp′ (Ω))′ ≥
Tu(h)

‖h‖p′,Ω
=
‖u‖pp,Ω
‖u‖p−1

= ‖u‖p,Ω. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

On a déja montrer ‖Tu‖(Lp′ (Ω))′ ≤ ‖u‖p,Ω, alors ‖Tu‖(Lp′ (Ω))′ = ‖u‖p,Ω,
donc l’application

T : u ∈ Lp(Ω) 7→ Tu ∈ (Lp
′
(Ω))′



est une isométrie de Lp(Ω) dans T (Lp(Ω)) ⊂ (Lp
′
(Ω))′. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

3) On a p′ ≥ 2 alors Lp
′
(Ω) est réflixif donc son dual (Lp

′
(Ω))′ est réflixif. T (Lp(Ω)) est un

fermé dans (Lp
′
(Ω))′, donc T (Lp(Ω)) est réflixif.

Pusique T : Lp(Ω)→ (Lp
′
(Ω))′ est une isométrie, on peut identifier Lp(Ω) à T (Lp(Ω)), donc

Lp(Ω) est réflixif. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2pts)

Exercice 03 : [08 pts]

On pose M ′ = ‖ψ′‖1,∞
1) Soit ϕ ∈ Cc(R), alors il existe [a, b] ⊂ R tel que ϕ(x) = 0, ∀x /∈ [a, b]. . . . . . . (1pt)
Il existe M,N,N ′ > 0 tels que|ϕ(x)| ≤ N, |ϕ′(x)| ≤ N ′ ψ(x)| ≤M,∀x ∈ [a, b]. . . . 1pt

On a∣∣∣ ∫
R
ϕ(x)ψ′(jx)dx

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫ b

a

ϕ(x)ψ′(jx)dx
∣∣∣ =

∣∣∣[1

j
ϕ(x)ψ′(jx)

]b
a
− 1

j

∫ b

a

ϕ′(x)ψ(jx)dx
∣∣∣

≤
∣∣∣[1

j
ϕ(x)ψ′(jx)

]b
a

∣∣∣+
∣∣∣1
j

∫ b

a

ϕ′(x)ψ(jx)dx
∣∣∣

≤ 2NM ′

j
+
N ′M(b− a)

j
,

par passage à la limite on trouve lim
j→+∞

∫
R
ϕ(x)ψ′(jx)dx = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2pts)

2)Soient f ∈ L1(R) et ε > 0, par densité de C∞c (R) dans L1(R) il existe ϕ ∈ Cc(R) telle
que ‖f − ϕ‖1,R < ε/(2M ′) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

D’après 1), lim
j→+∞

∫
R
ϕ(x)ψ′(jx)dx = 0, alors il existe N ∈ N tel que, pout tout j > N ,∣∣∣ ∫

R
ϕ(x)ψ′(jx)dx

∣∣∣ < ε/2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

Pour j > N , on a∣∣∣ ∫
R
f(x)ψ′(jx)dx

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫

R

(
(f(x)− ϕ(x))ψ′(jx) + ϕ(x)ψ′(jx)

)
dx
∣∣∣

≤
∫
R
|(f(x)− ϕ(x))ψ′(jx)|dx+

∣∣∣ ∫
R
ϕ(x)ψ′(jx)dx

∣∣∣
≤M ′

∫
R
|f(x)− ϕ(x)|dx+

∣∣∣ ∫
R
ϕ(x)ψ′(jx)dx

∣∣∣
= M ′‖f − ϕ‖1,R +

∣∣∣ ∫
R
ϕ(x)ψ′(jx)dx

∣∣∣
≤M ′ε/(2M ′) + ε/2
= ε.

Donc lim
j→+∞

∫
R
f(x)ψ′(jx)dx = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2pts)


