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Examen: Complément de la Théorie des Probabilités

Exercice 1. Soit (X,Y) un couple aléatoire de densité conjointe:

Fv (@,9) = —=130,8( (@) 1}, 51 (0)

STy 103
Déterminer la valeur de la constante o.
Déterminer les densités marginales de X et de Y.
Calculer la matrice de covariance de (X,Y).
Déterminer les densités conditionnelles de X|Y =Yy et de Y|X = x.
Calculer E(Y | X =x).
On pose Z = v/5X, trouver la densité de Z. Calculer E (7).
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Exercice 2. Soient Y et Z deux variables aléatoires a valeurs dans N, telles que:

65°
PY=k Z=0={ U

0 sinon,

Chphgt=F sk <,
ou
>0, g=1—p et 0<p<l.

1. Déterminer la valeur de la constante 6.

2. Calculer, en utilisant la fonction génératrice des probabilités, la variance de Z.

Exercice 3. Soit (U,),cy- une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme

loi uniforme sur [0,1]: Fy (u) = uljpqy (u). On pose X,, = mini<p<n (Us) .

Montrer que la suite (nX,,),cy- converge en loi et donner sa limite.



Corrigé type de I’examen: Complément de la Théorie des Probabilités (2022/2023)

Exercice 1 (13 points).

1. On a } ;
[ [ wmiar=a [ L ( A 7d) w1 (1)

Donc a = 5/16. (1)

2. La densité marginale de X est

@ = 5| G ©9
V0 5
- Wi § (0.75)

. La densité marginale de Y est

ro = 5 [ o (025)
5

= <. (03)

3. La matrice de covariance est
Z ~( Var(X) cov (X,Y)
-\ cov(X)Y) Var(Y) ’
ou

Var(X) = E(X?) - [E(X)],
Var(Y) = E(Y?) - [E®Y))?, (0.25)

et
cov(X,)Y)=E(XY)-EX)E(Y). (0.25)
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E(X):/O x(m—g>dmzﬁ, (0.5)

B (X?) - /Osxz (g _ g) dr=e, (05)
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Donc

4. La densité conditionnelle de X sachant que Y = y est

5
16V25 1
Fxy (2.9) = - - . (0.5)
V10—10+/x
WA 2Ty
La densité conditionnelle de Y sachant que X = z est
° 5
16/zy
fY|X( y) 4\/@710\/5 \/g(4\/1—0_10\/§) ( )

16v/z
5. On a

[]

E(Y|X=1) = / “yfvix @) dy  (0.25)

_ 5 Sy
B (4\/10—10ﬁ)/x T
3
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5 (2VI0 - 2o

= ViT 10ﬁ)> (0.25)
(32@ - 50553)
15 (4v/10 — 10y/2)
52 + 2¢/10z + 8. 1)
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6. La densité de Z = v5X = ¢ (X) est,
fz()=[o @) fx (¢7'(2), (05)

car ¢ est une fonction croissante, z € ]0, 2v/2[  (0.5). Alors

) = Fx(5) ©5)
- Yol os)
2 4

On a



Exercice 2 (05 points).
1. On a

ou

k=0 i=0
) k oo 7

= 60> p ‘) ) (qf (0.25)
k=0 i=0 )

Donc,

2. On a

Donc




On a
Var (Z) =G (1) + G (1) =[G, (D], (0.5)

ou

L) = AP = Gy (1) =5, (0.25)
Gyw) = PD =Gy =F,  (0.25)

alors

Var (2) =B +8— =8 (0.5)

Exercice 3 (02 points).

Soit [}, la fonction de répartition de (nX,,) On a

neN* *

F,(z) = P <n min (Uy) < :c)

1<k<n

- 1—P<m1n (U) > > (0.25)

1<k<n
N £ PCANEAY (0.25)
e

Puisque les variables aléatoires (Uy), oy« sont indépendantes et de méme loi, on en déduit
que

= P(min (Up) <

1<k<n -

SRS

Fo(z)=1- [1 _p (U1 < f)r (0.25)

n
De plus,
l1-—-€[0,]] <=z €[0,n (0.25)

On en déduit que la fonction de répartition de (nX,), .. est donnée par

0 sixz <0,
Fo(z)=¢ 1-(1-2%)" si0<z<n, (0.25)
1 six > 0.

On va étudier, a = fixé, la limite de F), (x). D’abord, pour z < 0, il est clair que
lim,, . F, () = 0. Maintenant, pour x > 0, dés que n est assez grand, on a x < n et
donc

lim F,(zr)=1—-¢" 2>0. (0.5)

n—-+00

On en déduit que (nX,), . converge en loi vers la loi exponentielle de paramétre
A=1. (0.25)
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