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Examen: Complément de la Théorie des Probabilités

Exercice 1. Soit (X, Y ) un couple aléatoire de densité conjointe:

fXY (x, y) =
α
√
xy
1]0, 85 [

(x)1[x, 85 [
(y) .

1. Déterminer la valeur de la constante α.

2. Déterminer les densités marginales de X et de Y .

3. Calculer la matrice de covariance de (X, Y ).

4. Déterminer les densités conditionnelles de X|Y = y et de Y |X = x .

5. Calculer E (Y | X = x) .

6. On pose Z =
√
5X, trouver la densité de Z. Calculer E (Z).

Exercice 2. Soient Y et Z deux variables aléatoires à valeurs dans N, telles que:

P (Y = k, Z = `) =


θβ`

`!
Ck
` p

kq`−k si k ≤ `,

0 sinon,

où
β > 0, q = 1− p et 0 < p < 1.

1. Déterminer la valeur de la constante θ.

2. Calculer, en utilisant la fonction génératrice des probabilités, la variance de Z.

Exercice 3. Soit (Un)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes et de même

loi uniforme sur [0, 1]: FU (u) = u1[0,1] (u). On pose Xn = min16k6n (Uk) .

Montrer que la suite (nXn)n∈N∗ converge en loi et donner sa limite.



Corrigé type de l’examen: Complément de la Théorie des Probabilités (2022/2023)

Exercice 1 (13 points).
1. On a ∫ ∫

fXY (x, y) dxdy = α

∫ 8
5

0

1√
x

(∫ 8
5

x

1
√
y
dy

)
dx = 1. (1)

Donc α = 5/16. (1)

2. La densité marginale de X est

fX (x) =
5

16

∫ 8
5

x

1√
x
√
y
dy (0.5)

=

√
10

4
√
x
− 5
8
. (0.75)

. La densité marginale de Y est

fY (y) =
5

16

∫ y

0

1√
x
√
y
dx (0.25)

=
5

8
. (0.5)

3. La matrice de covariance est∑
=

(
V ar (X) cov (X, Y )
cov (X, Y ) V ar (Y )

)
,

où

V ar (X) = E
(
X2
)
− [E (X)]2 ,

V ar (Y ) = E
(
Y 2
)
− [E (Y )]2 , (0.25)

et
cov (X, Y ) = E (XY )− E (X)E (Y ) . (0.25)

On a

E (X) =

∫ 8
5

0

x

(√
10

4
√
x
− 5
8

)
dx =

4

15
, (0.5)

E
(
X2
)
=

∫ 8
5

0

x2

(√
10

4
√
x
− 5
8

)
dx =

64

375
, (0.5)

E (Y ) =
5

8

∫ 8
5

0

ydy =
4

5
, (0.25)

E
(
Y 2
)
=
5

8

∫ 8
5

0

y2dy =
64

75
, (0.5)
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et

E (XY ) =
5

16

∫ 8
5

0

x√
x

(∫ 8
5

x

y
√
y
dy

)
dx =

64

225
. (0.5)

Donc ∑
=

(
112
1125

16
225

16
225

16
75

)
. (0.5)

4. La densité conditionnelle de X sachant que Y = y est

fX|Y (x, y) =

5
16
√
x
√
y

4
√
10−10

√
x

16
√
x

=
1

2
√
x
√
y
. (0.5)

La densité conditionnelle de Y sachant que X = x est

fY |X (x, y) =

5
16
√
xy

4
√
10−10

√
x

16
√
x

=
5

√
y
(
4
√
10− 10

√
x
) . (0.75)

5. On a

E (Y | X = x) =

∫ 8
5

x

yfY |X (x, y) dy (0.25)

=
5(

4
√
10− 10

√
x
) ∫ 8

5

x

y
√
y
dy

=
5
(
32
75

√
10− 2

3
x
3
2

)
(
4
√
10− 10

√
x
) (0.25)

=

(
32
√
10− 50x 3

2

)
15
(
4
√
10− 10

√
x
)

=
5x+ 2

√
10x+ 8

15
. (1)

6. La densité de Z =
√
5X = ϕ (X) est,

fZ (z) =
[
ϕ−1 (z)

]′
fX
(
ϕ−1 (z)

)
, (0.5)

car ϕ est une fonction croissante, z ∈
]
0, 2
√
2
[

(0.5) . Alors

fZ (z) =
2z

5
fX

(
z2

5

)
(0.5)

=
1

2

√
2− 1

4
z. (0.5)

On a

E (Z) =

∫ 2
√
2

0

z

(
1

2

√
2− 1

4
z

)
dz =

2

3

√
2 (1)
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Exercice 2 (05 points).
1. On a

∞∑
k=0

∞∑
`=k

θβ`

`!
Ck
` p

kq`−k = 1, (0.25)

où
∞∑
k=0

∞∑
`=k

θβ`

`!
Ck
` p

kq`−k =

∞∑
k=0

∞∑
`=k

θβ`

`!

`!

k! (`− k)!p
kq`−k

= θ
∞∑
k=0

(
p
q

)k
k!

∞∑
`=k

(qβ)`

(`− k)! (0.25)

= θ
∞∑
k=0

(
p
q

)k
k!

∞∑
i=0

(qβ)i+k

i!
, où i = `− k (0.25)

= θ

∞∑
k=0

(qβ)k
(
p
q

)k
k!

∞∑
i=0

(qβ)i

i!

= θ
∞∑
k=0

(pβ)k

k!

∞∑
i=0

(qβ)i

i!
(0.25)

= θepβeqβ = θeβ. (0.5)

Donc,
θ = e−β. (0.25)

2. On a

P (Z = `) =
∑̀
k=0

e−ββ`

`!
Ck
` p

kq`−k (0.25)

=
e−ββ`

`!

∑̀
k=0

Ck
` p

kq`−k

=
e−ββ`

`!
(p+ q)`

=
e−ββ`

`!
. (0.5)

Donc

GZ (u) =

∞∑
`=0

u`P (Z = `) (0.5)

=

∞∑
`=0

u`
e−ββ`

`!

= e−β
∞∑
`=0

(uβ)`

`!

= e−βeuβ

= eβ(u−1). (0.5)
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On a
V ar (Z) = G′′Z (1) +G′Z (1)− [G′Z (1)]

2
, (0.5)

où

G′Z (u) = βeβ(u−1) =⇒ G′Z (1) = β, (0.25)

G′′Z (u) = β2eβ(u−1) =⇒ G′′Z (1) = β2, (0.25)

alors
V ar (Z) = β2 + β − β2 = β. (0.5)

Exercice 3 (02 points).
Soit Fn la fonction de répartition de (nXn)n∈N∗ . On a

Fn (x) = P

(
n min
16k6n

(Uk) ≤ x

)
= P

(
min
16k6n

(Uk) ≤
x

n

)
= 1− P

(
min
16k6n

(Uk) >
x

n

)
(0.25)

= 1−
n∏
k=1

P
(
U1 >

x

n

)
. (0.25)

Puisque les variables aléatoires (Uk)k∈N∗ sont indépendantes et de même loi, on en déduit
que

Fn (x) = 1−
[
1− P

(
U1 ≤

x

n

)]n
(0.25)

De plus,
1− x

n
∈ [0, 1]⇐⇒ x ∈ [0, n] (0.25)

On en déduit que la fonction de répartition de (nXn)n∈N∗ est donnée par

Fn (x) =


0 si x ≤ 0,
1−

(
1− x

n

)n
si 0 ≤ x ≤ n,

1 si x ≥ 0.
(0.25)

On va étudier, à x fixé, la limite de Fn (x). D’abord, pour x ≤ 0, il est clair que
limn→+∞ Fn (x) = 0. Maintenant, pour x ≥ 0, dès que n est assez grand, on a x ≤ n et
donc

lim
n→+∞

Fn (x) = 1− e−x, x ≥ 0. (0.5)

On en déduit que (nXn)n∈N∗ converge en loi vers la loi exponentielle de paramètre
λ = 1. (0.25)
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