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Exercice 1 (6+3 =9 points).

—Au+3u=0 dans

Soit le probleme aux limites (P1) { Z_Z Y2u=g sur 90,

oll £2 est un ouvert borné et régulier de R"® et g € L?(d2) avec g =0 p.p.sur 9.0.
1) Etablir la formulation variationnelle de (P1) et montrer qu’il admet une solution faible unique u.

2) Montrer que u = 0 p.p. sur (2.

Exercice 2 (1+0,5+1,5+4,5+3,5 = 11 points).

—(au)' +apu=f dans I

Soit I = ]0,1[ et soit le probléme aux limites (PZ){ (u(O) u’(l)) = (0,1)

ou (as,ayf)€ Cl(f) X L°() x L*(I) avec min,ga;(x) =2 et ay=0 pp.sur I
Onpose V ={ue€ H'();u(0) =0} et (6,v)=v(), VY(y,v) € [0,1] x H' (D).
1) Soity € [0,1]. Montrer que §,, est une forme linéaire continue sur H .
2) Montrer que V est un sous-espace vectoriel fermé de H(I).
2 s 2 ez, 2 1 "2
3) Démontrer I'inégalité : [[ulljz) < 5 lw'll 2y, YU € V.

4) Etablir la formulation variationnelle de (P2) et montrer qu’il admet une solution faible unique.

5) Montrer que (P2) admet une solution forte unique.

Bon succes



UNIVERSITE LARBI BEN M’HIDI DEPARTEMENT : MI 2022/2023

Corrigé type de I’examen du module Théorie variationnelle des équations elliptiques

Exercice 1 (6+3 = 9 points).

1) Formulation variationnelle (1+1+1=1 points). On suppose que u € H?(2). En multipliant les deux
membres de I’équation —Au + 3u = 0 par une fonction test v € H1(2) et intégrant sur £, on obtient

— J(Au)vdx +3 Juvdx =0.
0 0

En appliquant la formule de Green, on obtient
fv vod f(au)( )d+3f dx =0. [1pt
u - Vvdx a o Yov)do uvdx = 0.

0 0 0

.. ou s s 1oz .
Tenant compte de la condition « Pl g — 2u sur 012 », on arrive a I’équation

fVu -Vudx + 3fuvdx +2 f(you)(yov)da = fgyovda.
) a0

0} on

Toutes les intégrales apparaissant dans la derniére équation existent dés que u € H1(2), on n’a plus
besoin que u soit dans H?(2). D’oi la formulation variationnelle

trouver u € H'(2) tel que
(PV1) fVu -Vvdx + 3 fuvdx +2 f(you)(yov)da = fgyovda, vv € H1(N).
an

0 0} an

Résolution (0,25+0,75+1+1=3 points). Posons V = H(R2),

a(u,v) = fVu *Vvdx + 3 Juvdx +2 f(you)(yov)da , (L,v) = fgyovda, V(u,v) €V?,
0 0 an a0

et montrons que toutes les conditions du théoreme de Lax-Milgram sont satisfaites.
La condition LM1 est satisfaite car H'(£2) est un espace de Hilbert d’apres le théoréme 2.3. |0,25 pt

Montrons que les conditions LM2 et LM3 sont satisfaites. Pour tout (u, v) € V2, on a

(Vu, Vv) € L2(Q)" x L?>(2)™ = Vu.Vv € L1 () et

< IVull 2 yn Vol 2 oyn < llullvllvlly,

f Vu.Vvdx
0

(u,v) € L?(2)? = uv € L' (N) et

f uvdx

0

< lull 2y lvll 2oy < Nlullvllvily,




Yo, Yov) € L2(002) X L2(02) = (you)(yov) € L1(92) et (voir le théoreme 2.8)

j o) (Yov)do

on

= ||V0u||L2(ag)||V017||L2(ag) = Cﬂ”“”v”””v-

On en déduit que a(:,") est une application bien définie de V X V dans R et que
la(u, v)| < (4 +2C; ))llullylivily, V() € V2.

La bilinéarité de a(-,) étant claire, on conclut qu’elle est une forme bilinéaire continue sur V X V.
Passons a la condition LM4. Pour tout u € V, on a
(w,w) = (|Vull + 3lull?2 g + 2llvoull? > ||Vull? + llullZz ) = llull?
a u,, u u LZ(Q)H u LZ(.Q) you LZ(aﬂ) = u LZ(Q)H u Lz(ﬂ) u Vo
donc a(:,") est coercive sur V.

Montrons maintenant que les conditions LMS5 et LM6 sont satisfaites. Pour tout v € V, on a

(9,70v) € L2(002)? = gy,v € L1(92) et (voir le théoreme 2.8)

fgyovda < gl lVovllizan) < glliz@a)Cy, IV 0)-

an

On en déduit que ¢ est une application bien définie de V dans R et que
(6, )] < (Cp, llgllzaay)lIvlly , Vv € V.

La linéarité de £ étant évidente, on conclut qu’elle est une forme linéaire continue sur V. (0,75 pt

Conclusion : Les six conditions du théoréme de Lax-Milgram sont satisfaites, on conclut que (PV1) admet
une solution unique, donc (P1) admet une solution faible unique u.

2) (1+1+1= 3 points) On applique le théoréme 4.6 (principe du maximum) en prenant E = H1(2) c
H'(2),A=1, € My(L”()), ap =3 € L(2), b; =2 € L”(0) :

PM1) jVU Vvdx + f 3vPdx + jZ(yov) do = a(v,v) > ||17||H 1), YV E HY(0),
a0

PM2) jVu. Vvdx + j 3uvdx + nyOuyovda =a(u,v) = jgyovda >0, VvE (Hl(ﬂ))+,
) a0

. 1
car g = 0 et, par le corollaire 4,3, yov = 0 Vv € (H (.(2))+,
PM3) u_ € H'(Q), parla proposition 4.2.

Conclusion : Les trois conditions du théoréme 4.6 (principe du maximum) sont satisfaites, on conclut
que u = 0 p.p.sur 2.



Exercice 2 (1+0,5+1,5+4,5+3,5 = 11 points).

1) (0,75+0,25 = 1 point) Pour tout v € H*(I), on a, en vertu du théoréme 2.6, v € C(I) et ||v|| o) <
Cillullgacpy, donc  [v(W)| < [[vlleqy < Crllullyry. On en déduit que &, est une application bien

définie de H1(I) dans R et que |(8y, v)l < CGlvllgrgy, Yv € HY(I). [0,75pt
D’autre part, 8y est clairement linéaire, donc 6y est une forme linéaire continue sur H 1(1 ). 0,25 pt

2) De la question 1, §; est une forme linéaire continue sur H*(I). On a V = Ker§,, donc V est un

sous-espace vectoriel fermé de H(I).

3) (0,5+0,5+0,5 = 1,5 points) Soit u € V. Alors u € H1(I) et u(0) = 0, donc, par le théoréme 2.6,

X

vx e€l, u(x) = J U (t)dt = f 1o (O (Ddt.

0 I

D’ou, en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

vxel, (u®)’ < ( f (10.0®)’ dt) ( f (u’(t))zdt) = 12 .
1

1
S’ensuit que
1

2 i 1 I
||u||zz(1) = f(u(x)) dx < ||lu IIzsz xdx = Ellu IIiz(,).
1

0

4) Formulation variationnelle (0,75 +0,75+0,75=2,25 points). Il s’agit d’'un probleme mixte Dirichlet-
Neumann. Pour tenir compte de la condition de Dirichlet « u(0) = 0 », on utilise V comme espace de
fonctions test. On suppose que u € H2(I). En multipliant les deux membres de 1’équation —(a,u")' +
apu = f par une fonction test v € V et intégrant sur I, on obtient

—f(alu’)’vdx+Jaouvdx = ffvdx.
1 1

I

En appliquant la formule d’intégration par parties, on obtient

falu’v'dx - (al(l)u’(l)v(l) - al(O)u’(O)v(O)) + f aguvdx = ffvdx.
1

I I

Tenant compte de la condition de Neumann «u'(1) = 1» et du fait que v € V, on arrive a I’ équation

falu’v'dx+faouvdx = ffvdx+a1(1)v(1).
i

I I

Toutes les intégrales apparaissant dans la derniere équation existent des que u € V, on n’a donc plus
besoin que u soit dans H2(I). D’oti la formulation variationnelle



trouver u € V tel que

(PV2) jalu’v’dx+fa0uvdx = vadx+a1(1)v(1), voey. 0.75pt
1

I I

Résolution (0,25 +0, 5+1+0,5=2,25 points). Posons

Ivlly = wllgrgy, alw,v) = f a,u'v'dx + f aouvdx, (£,v) = ffvdx +a;(Dv(1), Y(u,v) € V2,
1 1 i

et montrons que toutes les conditions du théoreme de Lax-Milgram sont satisfaites.

La condition LM1 est satisfaite parce que, de la question 2, IV est un sous-espace vectoriel fermé de
H(I) lequel est un espace de Hilbert d’apres le théoreme 2.3. |0, 25 pt

Montrons que les conditions LM2 et LM3 sont satisfaites. Pour tout (u, v) € V2, on a
(a,u,v) € CHI) X L2(D? c L™(D) x L2(1)? = (ayu,v)) € L2(D? = au'v’ € L*(D) et
J a,u'v'dx
1

(ag,u,v) € LD X L2(1)? = (agu,v) € L>(1)?> = aquv € L*(I) et

< lawllz v llzy < Nlaglle 1w 1z 1V 1zgy < llaglle g lludlvilvily

f aguvdx
1

< llaoull iz w2y < llaollepllull iz lIvllzgy < llaolleplludlvilvily

On en déduit que a(,") est une application bien définie de V X V dans R et que
la(u, v)| < (llagllieoqy + llaoll =) llullvivlly, v v) € V2.

La bilinéarité de a(-,-)étant claire, ¢’est donc une forme bilinéaire continue sur V X V. (0,5 pt

Passons a la condition LM4. Pour tout u € V, on a, en utilisant le fait que a;(x) = 2 Vx € I et que
ag = 0 p.p.sur] ainsi que ’inégalité de la question 3,

a(u,u) = J(alu’)zdx + J apu’dx = ZJ(u’)de = 201122y = Wl 2y + 11112y
1 1 1

> ([ 122 + 2MelZogy 2 /122y + ullZegy = luelly,

donc a(:,") est coercive sur V.

Montrons maintenant que les conditions LM5 et LM6 sont satisfaites. De la question 1, a; (1) est une
forme linéaire continue sur V. D’autre part, ’application v = fI fvdx = (f|v) 2y est clairement une

forme linéaire sur V et, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
|FI) iz < Ifllzplivilizgy < Nfllzgplivlly, Yo ev.

On en déduit que ¢ est la somme de deux formes linéaires continues sur V, c’est donc une forme linéaire

continue sur V.

Conclusion : Les six conditions du théoréme de Lax-Milgram sont satisfaites, on conclut que (PV2) admet
une solution unique, donc (P2) admet une solution faible unique.

4



5) (0,5+1+0,25+0,25+0,25+0,25+0,25+0,25+0,5=3,5 points) Soit u la solution faible de (P2). On va
montrer que u est ’unique solution forte de (P2).

Ona: u€evV et
Jalu’v’dx+ja0uvdx = vadx+a1(1)v(1), vveV. (1)
1 1 1

Vuque D(I) c Hi(I) c V,donc D(I) c V et ¢(1) =0 Ve € D(I), on déduit de (1) que

Jalu’tp’dx + j agupdx = Jf(pdx, Vo € D) = (a,u',¢") + (agu, ) = (f, @), Yo € D(I)
1 T

= (=(a.u), ) +(aou, @) = {f,9), Vo € D) = (=(au) + aou, @) = (f,9), Vo € D(),
i.e.
—(aqu")' + apu = f dans I, ausens des distributions. (2)
D’ou

(a,u') = agu — f € L2(D).

On a min,;a,(x) = 2, donc a;(x) =2, Vx € I. En exploitant le théoreme 3.5 (chapitre 3) pour

m = 0, on obtient que u € H2(I).

En utilisant (2) et le fait que (a;u’)’ € L2(I), parce que u € H2(I) et a; € C1(I), on en déduit que

—(au) +apu=f p.p.surl. (3) |0,25pt
D’autre part, on a u(0) = 0, puisque u € V. |0,25 pt

Il reste 2 montrer que u'(1) = 1. Vu que u € H2(I) et a; € C 1(7), en utilisant (1) et appliquant la
formule d’intégration par parties (en sens inverse), on obtient

— f(alu')'vdx + (al(l)u’(l)v(l) — a,(0)u'(0)v(0)) + f aguvdx =
1

I
ffvdx +a,(Dv(1), Vv ev.
I

Tenant compte de (3) et du fait que v(0) = 0 Vv € V, on en déduit que

a; (Du' (Dv(1) = a;(Dv(1), Vv EV.

Vu que a; (1) # 0, puisque a; (1) = min,; a;(x) = 2, on peut diviser par a, (1) pour arriver a

u'(Dv(l) =v(), VveV. |0,25pt
En choisissant v(x) = x Vx € I (ce choix est valable car v € C°°(7) c HY (D) etv(0) =0, ie. v €V),
on déduit que u'(1) = 1. |0,25 pt|.

On conclut que u est une solution forte du probleme (P2).

D’un autre coté, si w est une (autre) solution forte de (P2), alors w est aussi une solution faible et donc,
par I'unicité de la solution faible prouvée a la question 4, on a nécessairement w = u. Ceci prouve que

u est I’unique solution forte de (P2).



