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Chapitre I : Résolution numérique des équations non
linéaires a une seule variable

Dans ce chapitre on va étudier trois méthodes pour la résolution des équations
non linéaires a une variable aussi dites équations a variable transcendante. Comme
exemple de ces équations, on peut citer f(x) = sin(x) + x = 0, f(x) =In(x) —2x + 3 = 0. Ces
équations ne possédent pas une ou des racines exactes qui peuvent étre calculées
directement, c’est pourquoi on fait recours aux méthodes numeériques pour trouver
les solutions approchées de ces équations. Les racines calculées sont autant précises
que l'on veut surtout lorsqu’on dispose des moyens de calcul.

Ces méthodes numériques permettent seulement le calcul d'une seule racine
sur un intervalle bien choisi. Donc si I’équation posséde plus d’une racine, il est
nécessaire de les localiser dans des intervalles choisis soigneusement et de faire le

calcul pour chaque racine a part.

1 Localisation des racines d’une équation f{x)=0.

Soit une équation f{x)=0 dont on cherche la solution sur un intervalle [a,b], on
commence par un tracé grossier de la fonction sur l'intervalle donnée puis on isole
chaque racine dans un sous intervalle le plus étroit possible. La Fig. 1 montre le tracé
d’une fonction f qui coupe 'axe des x en trois points , c’est-a-dire que I’équation

fi{x)=0 possede trois racines, on note les racines exates par X, X, et X3.

1L B —

) 7 X2 7
0 a b a'\ b' a" b"

Fig. 1.1. Localisation des racines
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On remarque que la fonction est continue sur chaque sous intervalle, aussi chaque

sous intervalle :

e Englobe une seule racine tel que x; € [a ,b ],X, € [a’,b']letXx; € [a”,b"].

e Vérifie la condition f(a)f(b) <0, f(a)f(b") <0 etf(a’)f(b'") <O.

La forme de ’équation f{x)=0 peut etre compliquée, dans ce cas s’il est possible on

peut la décomposer en deux parties simples g(x)=h(x).

Par exemple f(x) =In(x) —x% +2 = 0, qui est assez compliqué pour le tracé, peut

étre décomposée en :
g(x) = h(x) avec g(x) =In(x) et h(x) = x% -2

Le tracé de g et h est trés simple, la solution de f{x)=0 se situe a l'intersection de g
et h. Ensuite, on projete les points des intersection sur ’axe des x et on localise les

racines. On peut facilement vérifier les intervalles trouvées en calculant f(a;)f(b;) < 0.

Exemple :

Prenons ’équation : In(x) — x? + 2 = 0 localisant ses racines, a ce point on ne connait
pas le nombre de racines de cette équation. On trace la courbe de la fonction :

f(x) =In(x) — x* + 2 = 0, les intersections de la courbe avec I’axe des x représentent

les racines de cette fonction.

2 2

f,(x)=x>-2

X1 X2 X1 f,(x)=In(

o2
>

0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0
X X

Fig. 1.2. Tracé de la fonction f Fig. 1.3. Tracés des fonction f; et f>

On note que cette équatio@ deux racines (Fig. 2) qui appartiennent par exemple

aux intervalles [0.1,0.5] et [1,2]. On peut aussi rééerire la fonction f(x)=0 sous une

forme plus simple, par exemple: In(x) —x*+2=0<In(x)=x>—-2 ou bien


user
Texte surligné 

user
Note
sans s


Méthodes numériques ST L2 S4 Dr. MAMERI A. Dép. GM, FSSA, ULBM

f1(x) = f5(x) ; avec f,(x) = In(x) et f,(x) = x* — 2 . Ensuite on trace ces deux fonctions
(Fig. 3), qui sont faciles sur les méme axes, leurs intersections représentent les
racines de f(x)=0.

2 Méthode de bissection ou de dichothomie

C’est la méthode la plus simple et qui nécessite le plus de calculs, elle est basée
sur le cas particulier (Théoréme de Bolzano) du théoréme des valeurs intermédiaires

qui dit que :

1. Si f{x) est continue sur l'intervalle [a,b],
2. Si f(a) et f{b) ne sont pas de méme signe, il existe au moins un réel ¢ compris
entre aet btel que  f{c) = O (car O est compris entre fla) et fib)).

2.1 Principe de la méthode

Une fois les racines sont localisées chacune dans un intervalle, pour
simplifier ’écriture soit par exemple [a,b] :
1. On divise l'intervalle en deux parties égales tel que x, = %b .

2. On obtient deux sous intervalles [a, xo] et [xo ,b], la racine i doit

obligatoirement appart a l'un deux. Pour vérifier, on calcule
f@f(xo) et flxo)f(b

correspond a l'intervalle qui contient la solution.

produit qui est négatif c’est celui qui

Notons le nouvel intervalle par [a4, b]tel que (Fig. 4):

{a six € [a,xg] {xo six € [a,xg]
1= . — et b1 = . —
Xo SIX € [xg,b] bsix € [xy,b]
3
bl- a
2 -/\ al bz' a2 b1
a b
2l b,-a, 2
1L a, b3
f(x) a, b,
xl\ XX,
0 -
| X, \
.14
-2 | I
0 1 2

Fig. 1.4. Illustration de la méthode de bissection
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En répétant (itérant) la méme méthode pour l'intervalle obtenu on aura les valeurs :

_ a;+bq _ az+b, _ a,+by,
I_T; 2 —T,, xn—T

La suite {x,},-0 converge vers la solution x de f{x)=0 lorsque n—co.

2.2 Nombre de divisions pour avoir une précision & donn@

Puisqu@laque fois on divise l'intervalle en deux parties égales, on a :

b—a.
2 )

by —ay =

bi—a; 1b—a b-—a
by~ === =33 =z

b,—a, 1b—a b-—a
2 2 22 23 7

|

Il faut que la différence |x,, — x| qui est ’erreur du calcul soit inférieure a une
précision donnée ¢, c’est-a-dire :

|x, —x| < e
Alors, il suffit que ba _ ¢
> q 2n+1 -
b-a

Cela donne

Le nombre de divisions ne dépend que de la longueur de ’intervalle @de la

précision.

Cette méthode est inconditionnellement convergente, son probléme c’est

qu’elle est lente c’est pourquoi elle est utilisée pour démarrer d’autres méthodes plus

élaborées.
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Exemple : Calculons la premiére racine de I’équation In(x) — x* + 2 = 0 qui appartient

a [0.1, 0.5] avec une précision de 0.01.

Calculons le nombre de divisions a faire :

ln(b—a) ln(O.S—O.l)
2e | _ 2x0.01

= 1n@ -~ 1n@

= 4.32 on prend n=5 puisque n est entier et supérieur a 4.32.

flay) = f(0.1) = —0.313 et f(by) = f(0.5) = 1.057

_a1+b1_01+05

X =0.30; £(0.3)=0.706 >0 donc a, = 0.1 et b, = 0.3

2 2
a,+b, 0.1+0.3
X, =—o— =—————=0.20; f(0.2)=0.351>0donc az=0.1 et by =10.2
as+bs 0.1+0.2
xy=———=————-=0.15; f(0.15) = 0.080 > 0 donc a; = 0.1 et b, =0.15
a4+b4 01+015
Xy =—p— = > =0.125; £(0.125) = —0.095 < 0 donc a5 = 0.15 et by = 0.125
xg = 2tbs _ O015HO125 _ g 1375, £(0.125) = —0.003 La solution est xs = 0.1375
2 2
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3 Méthode des approximations successives ou du point fixe.

Soit g une fonction définie sur un intervalle [a,b], le point X qui vérifie x = g(x)

avec X € [a, b] est dit point fixe de la fonction g.

Cette méthode est basée sur le principe du point fixe dune fonction, on écrit
I’équation f{x)=0 sous la forme x=g(x), ensuite on cherche le point fixe x de la fonction
g. Pour cela on crée la suite x,,,1 = g(x,) (n=0,1,2....) avec x, donnée par dichotomie

par exemple.

On démarre de xo pour n=0, on calcule x; = g(xo) ensuite n=1, on calcule x, =
g(x1),..., xu11 = g(x,). Sous certaines conditions, la suite {x,},-0. converge vers la

solution ¥ point fixe de g et solution de I’équation fi{x)=0.
Exemple : Ecrire I’équation f{x)=0 sous la forme x =g(x) si f(x) = x* + 3e* — 12.
On peut écrire x=g.(x)=x*+3e*—12 +x

x = g,(x) =12 — 3e*

x=g3x)=In (12:2)

Pour pouvoir choisir la forme de g adéquate pour le calcul, un critére de

convergence de cette méthode doit étre vérifié.

3.1 Critére de convergence et d’arrét de calculs pour la méthode des

approximations successives.

Soit g une fonction dérivable définie de [a,b] — [a,b] tel que (condition suffisante) :
g’ (x)|<k<1 Vx €]lab]

Alors la suite {x,}p-0 définie par x,4, = g(x,) ( n=0,1,2....) converge

indépendamment de la valeur de x, vers I'unique point fixe x de g.

Si plusieurs formes de g vérifient cette condition, on aura plusieurs valeurs de
k. On choisit celle avec la valeur minimale de k. En pratique, on calcule k =

Max,e[qplg’ (x)| qui doit étre inférieure a 'unité pour que la méthode converge.

On arréte les calculs pour cette méthode lorsque la différence absolue entre
deux itérations successives est inférieure a une certaine précision ¢ donnée.

|xn+1 - xnl <&
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Exemple : Trouver la premiére racine de 1’équation In(x) —x%>+2=0 qui
appartient a [0.1, 0.5] avec une précision £€=0.001. On écrit cette équation sous la
forme x = g(x) et on vérifie les conditions de convergence. On peut écrire :
x2-2

x=e =g.(x) et

x=,In(x)+2=g,x)
Vérifions la condition de convergence pour cette méthode k =maxyejqpjlg’(x)]
ki = max,cp01,051191' ()| = max,cpo1,05) |2xe"2‘2| on a g, (x) strictement croissante

donc kq = max,_g5 (2 * 0.5e

0-52‘2| = 0.174 < 1 cette forme converge.

On écrit : Xni1 = g91(x,) = €52 (n=0,1,2,.....)
Commencons x0=0.3 le milieu de l'intervalle initial donné :

n=0 x;=g(xy) =e*2=0148

On calcule |x; — x| = 0.152 > ¢

On continue n=1, x, = g,(xy) = e*i-2 = 0.138.

On calcule |x, —x1] =0.01> ¢

On continue n=2, x3 = g,(x;) = €22 = 0.138.

On calcule |x3 — x| = 0.00 < ¢, La solution est x, = 0.138
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4 Méthode de Newton-Raphson

C’est la méthode la plus efficace et la plus utilisée, elle repose sur le
développement de Taylor. Si f{x) est continue et continument dérivable dans le
voisinage de X solution de f{x)=0, alors le développement en série de Taylor autour

d’un estimé x,, proche de X s’écrit :

(E_xn)z

F@ = f) + E22 () + E22 1 () + o

Si x, est un estimé proche de x, alors le carré de l'erreur g, = X — x,, et les termes de

degrés supérieurs sont négligeable. Sachant que f(x) =0 on obtient la relation

approximative :
f(xn) + (E - xn)f,(xn) ~0
= _ . _ TG

Donc X=Xy P

On peut écrire la (n + 1)™€ itération approximant x est :

Xn+1 = Xp — ff,((ir;)) (n=0,1,2,..... )

Cette suite, si elle converge, doit converger vers la solution x de f{x)=0. On remarque

que f(x) doit étre non nulle.

4.1 Critére de convergence de la méthode de Newton-Raphson

Soit une fonction fdéfinie sur [a,b] telle que :

i. f(a)f(b)<o
ii. f'(x) et f"'(x) sont non nulles et gardent un signe constant sur

I'intervalle donné.

4.2 Critére d’arrét de calcul pour la méthode de Newton-Raphson

Si la condition de convergence est vérifiée, le procédé itératif doit converger.
Cela veut dire que chaque nouvelle itération est meilleure que la précédente, de ce
fait on peut dire que si on a une précision &, on arréte le calcul lorsque la différence
absolue entre deux approximations successives est inférieure a la précision donnée.

C’est-a-dire :

Ixn+1 - xnl <&

Si cette condition est vérifiée on prend x,,; comme solution de f{x)=0.

10
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Exemple : Trouver la premiére racine de I’équation f(x) =In(x)—x*+2=0
qui appartient a [0.1, 0.5] avec une précision £€=0.0001. On calcule la dérivée

premiere et seconde de fet on vérifie les conditions de convergence.

Ona:f'(x) = % — 2x qui est strictement décroissante et positive sur l'intervalle donné.

ff(x)>0 et f'(x)= —x—12—2, f"(x) <0 sur lintervalle donné. La condition de

convergence est vérifiee. On écrit donc : x,,1 = x,, — ff,(&';)) =X, — %, (n=0,1,2,.....)
Commencons Xo=0.3 le milieu de l'intervalle initial donné :
n=0 x;=x— ln(x‘i) "% H2_ 0417
X 2xy

On calcule |x; —x0| > €3

On continue n=1, x, =0.0910.

On calcule |x, —x1] => ¢

On continue n =2, x3 =0.1285.

On calcule |x3 —x3] > €3

On continue n=3, x4, =0.1376.

On calcule |xy —x3| => ¢

On continue n=4, xg=0.1379.

On calcule |xs — x4 => €
On continue n =25, x¢ =0.1379. La solution est ,\@ 0.1379

Remarques :

e La méthode de bissection est inconditionnellement convergente, son
inconvénient est sa lenteur pour obtenir la solution avec une grande
précision. Elle peut servir pour démarrer d’autres meéthodes plus
performantes.

e La méthode des approximations successives est plus rapide que celle de
bissection a condition qu’elle converge.

e La meéthode de Newton-Raphson est la plus rapide, elle permet d’obtenir

des solutions trés précises en un nombre réduit d’itérations.

11
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Chapitre II : Interpolation polynomiale

Soit par exemple une expérience ou on enregistre la distance parcourue par
un objet en fonction du temps, les résultats sont donnés dans le tableau suivant :
t(sec) 0 1 2 3 4
Xm) O 5 15 0 3

On veut par exemple calculer la position de 'objet au temps t=2.5 sec ou la
vitesse de 'objet a un temps donné. Pour cela, il faut avoir une forme analytique de

x en fonction de ¢, X{t). Cette forme doit au moins coincider avec les points donnés

dXx(t)

dans le tableau. Ensuite on peut calculer X(2.5), f: X(t)dt ou bien v(t) = ”

Dans ce chapitre, on va considérer 'approximation de X(t) par une forme
polynomiale c’est-a-dire :
X(t) = ag+ ast + azt? + -+ a,t"
Avec a; (i = 0,n) sont des coefficients a déterminer.
Les polyndémes que nous allons étudier différent seulement par la facon de
déterminer les coefficients a; (i = 0,n), car pour un tableau de valeurs données le

polynéome d’interpolation est unique.

2.1 Polynome d’interpolation de Lagrange.

Soient (n+1) points distincts xg, xq, ... ... , X, et fune fonction dont les valeurs
sont f(xg), f(x1), e ... , f(x,). Alors, il existe un seul polynome de degré inférieur ou égal

a n et qui coincide avec les points d’interpolation, i e :

fx)=P,(x,), k=012, ...,n

Ce polynome est donné par :

PaC) = ) FODLE) = FEILoCO + FODLL ) + ot fOr) ()

Li(x) =" (x=x;)) _ (x—xp) (x—x1) (x=xp-1) (x=x+1)  (x—xn) (k=0,..,n)
= 2%

=002k (o —x;) — (x=x0) (tx—x1) """ (tk—xp—1) e=2p1) " (=)

Avec

L, (x) sont dits coefficients polynomes de Lagrange, ils sont orthogonaux c’est-a-dire

Lk(x]-) =0et Lk(xk) =1.

12
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Exemple : Reprenons la table donnée au début du chapitre et essayons de calculer
le polynéme de Lagrange pour cette table. Notons que pour n+1 points le degré du
polynome est inférieure ou égal a n. Pour notre cas on a 5 points, cela nous donne

un polynome de de gré inférieur ou égal a 4.

4
X(t) = Py(1) = leof(ti)l’i(t) = f(to)Lo () + f(t1)L1(1) + f(t2)Lo(t) + f(t3)L3(0) + f(ta)La(t)

Avec les coefficients f(t;) sont les valeurs de X(ti)) aux points donnés ti, on remplace

et on écrit donc :
Ensuite, on calcule les coefficients polynomes de Lagrange :

Lo(t) = 4 (=t _ (t-ty) (t-ty) (t—t3) (t—ty)
0 =0i#0 (1) 1.y~ (to—t1) (to—tz) (to—t3) (Eo—ts)

Noter bien qu'il est inutile de calculer les

coefficients polynomes Ly(t) et Lz(t) car ils seront multipliés par zéro dans le

remplacement.
_y4 (=) (t-to) (t-tp) (t-t3) (t—ty) _ (t=0) (¢t=2) (¢t=3) (t=4) _ 1 .4 .3 2
L@ = =01 (h—t) T (ta-to) (t1—t2) (t1—t3) (t1—ts)  (1-0) (1-2) (1-3) (1-4) ¢ (£ — 9t + 261" —241)

LZ (t) - 4 (t—t;) _ (t—tp) (t—t1) (t—t3) (t—t4) _ (t-0) (t-1) (t-3) (t-4) _ 1

4 = = =—(t* — 8t3 + 19¢% — 12¢
=022 (g ;) ~ (tz—to) (tz=t1) (t2—t3) (tz2—ts)  (2-0) (2-1) (2-3) (2—4) 2l + )

La(t) = 3ty G0 _ () () () (oty) | (0) (1) (2) @9) _ 1
4 i=0,i#4 (tg—ti) (ta—tg) (tga—tq) (E4—t2) (t4—t3) (4-0) (4-1) (4-2) (4-3) 24

(t*—6t3 + 11t* — 61)

Finalement on remplace les coefficients polyndomes et on obtient :

X(t) = P,(t) = —25.75t + 50.95833t% — 23.25¢3 + 3.04167t*

13
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2.2 Polynome d’interpolation de Newton

On a vu que le polynéme de Lagrange utilise (n+1) coefficients polynomes qui
sont eux aussi des polynomes de degré inférieur ou égal a n. Le calcul de ces
coefficients polynémes est aussi une tache délicate, c’est pourquoi il est intéressant

d’utiliser une autre formulation plus souple ; c’est le polynéome de Newton.

Le calcul du polynome de Newton commence par la construction dun
polynome de degré 1, P;(x)qui passe par les deux premiers points. Ensuite, ce
dernier sera utilisé pour calculer un autre de degré 2, P,(x) qui passe par les trois
premiers points et ainsi de suite jusqu’au polynéme final de degré inférieur ou égal a
n, P,(x). On a la relation de récurrence suivante entre deux polynémes successifs

P;_1(x) et P;(x) (i=2,3,..,n+1):

Pi(x) = ag + a,(x — xp)
Py(x) = P1(x) + az(x — xo)(x — xq)
P3(x) = P,(x) + az(x — xo)(x — x1)(x — x3)

\P,,(x) = Py () + 0 (x — 2) (X = %) . (X = 2yy)
On remarque que les coefficients a; (k=0,...,n) sont les éléments essentiels

dans le calcul des polynémes de Newton. Ces coefficients sont les différences divisées

d’ordre k de la fonction f.

2.3 Calcul des différences divisées d’une fonction f.

Les différences divisées d'une fonction f basée sur les points xg, xq, ... ... , Xn

sont données par : a; = flxg, X1, e .. X = Z{‘:o;(#
Hj:o,jﬂ(xi_xj)

En pratique et pour le nombre limité de points, les différences divisées sont calculées

en utilisant un tableau qui a la forme suivante :

xXp | FOad = flx] DD! DDz DD3 DD+

Xo flxo]

xq flx4] Flxo X1l | flxg, 24,25

X2 flxz2] flx1x2] f1x1, %2, x3] flxo, %1, X2, %3] flXo0, X1, X2, X3, X4]
X3 Flxs] Flx2, %3] | £l xs,2,] | F1¥1 %2 %3, X4]

x| flr] | TTRel

14
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Avec : f[xg, xl] = M, f[xl, xz] = M, [

X1=X0 X2—X1

flxy, %21 = flx0, %11 _ flxz, %3] = fx1, x5]
f[xl'xz,xs] = P

fro ] = Xz — Xo ' X3 =X

flx1, %2, %3] = flxo, %1, %5] flx2, x5, 4] = flx1, %2, %3]
f[xO! X1, X3, X3] = ’ f[xll erxer4—] =
X3 — Xp X4 — X1
flxyxa.x3,%4] = f[%0,%1,%2,%3]

X4—Xo

flxo, %1, X2, %3, %4] =

2.4 Erreur d’interpolation

C’est l'erreur commise lorsqu’on remplace la fonction f par le polyndéme
d’interpolation équivalent. Elle est notée par &(x) car elle varie d’un point a un autre
dans lintervalle d’interpolation. Cette erreur doit étre nulle aux points
d’interpolation, &(x;) = 0, (i=0,...n).

Si la fonction f est continue et (n+1)fois dérivable sur l'intervalle d’interpolation
[a =x,, b=x,]. Alors pour tout x € [a, b] il existe z € [a, b] tel que :

o (x—x;)

@

e = If@ - Pa@I = |

Si [f®™*Y(z)| <M Vze€ [a b] on peut écrire :

n(x—x;)
i=o (n + 1)!

e = If(0) - Pa@l < | |

Dans ce cas M est majorant de la fonction f®+V(x) sur lintervalle [a,b].

Exemple : Reprenons la table donnée au début du chapitre et essayons de calculer
le polynome de Newton pour cette table. Notons que pour n+1 points le degré du
polyndome est inférieure ou égal a n. Pour notre cas on a 5§ points, cela nous donne
un polynome de de gré inférieur ou égal a 4. Ecrivons les polynémes de Newton :

Pi(t) = ap +a (t—to)
Py(t) = P1(t) + ay(t — to)(t — tq)
P3(t) = Py(1) + az(t —to)(t —t)(t - t3)
Py(t) = P3(t) + a,(t — to)(t — t)(t — t)(t — t3)
Les a; sont les différences diviséees d'ordre i

Calculons la table des différences divisées.

ty | ) = fltil DD! DDz DD3 DD+
0 0= a,
1 5 5= ax 2.5 = a;
2 15 10 —125 —S5=a3 3.04167 = a,
~15 9 7.1667
3 0
3
4 3

15
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Remplacant les q; et les t; par leurs valeurs dans les polynémes de Newton, on trouve :
Pit)=ay+a(t—t)) =0+5(—0) =5t

Py(t) =P(t) + ay(t —ty)(t—t) =5t +2.5(t—0)(t — 1) = 2.5t* + 2.5t

P3(t) = Py(t) + as(t —to)(t —t)(t —t;) = 2.5t> + 2.5t — 5(t — 0)(t — 1)(t — 2) = —5t3 + 17.5t* — 7.5¢
Py(t) = P3(t) + a,(t —to)(t —t)(t —t;)(t —t3) = =53 + 17.5t> — 6t + 3.0417(t — 0)(t — 1)(t — 2)(t — 3)

P,(t) = 3.04167t* — 23.25t3 + 50.95833t? — 25.75t C’est le méme polynéme que celui de
Lagrange.

20
/7
7 P2 P1
15 ,°
15 SISEUS.
M ‘ N
.’,/’ Ve ’ N
RV (S
RN \
10 S, AAY
> N
N ., ‘- \.
- ! ’ A 1
= 7 W\ 43)
: A\ ]
1 30) !
e
. 1
/""\ P4,:
Points d'interpolation -‘“\ :
- : ~ ‘
\. R
‘P
-10 + t t 13 +
0 1 2 3 4

t

Fig. 2.1. Tracés des polynomes d’interpolation de Newton
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Chapitre III : Intégration Numérique

Dans ce chapitre, on va étudier quelques méthodes approximatives pour le
calcul des intégrales limitées. Aussi ces méthodes permettent le calcul des intégrales
qui n’ont pas de solutions directes ou analytiques. On peut aussi calculer l'intégrale

d’une fonction donnée sous forme tabulaire ou discréte.

3.1 Formule du trapéze

Cette formule est trés simple, elle permet de remplacer la courbe f{x) de la
fonction a intégrer par une ligne droite qui relie les points (a,f{a)) et (b,f{b)) ce qui

donne un trapéze (Fig. 3.1).

2.0

15—+

1041 f(x) (b/f(b))

f
0.5+ (af(a)
0.0 a b
h
-0.5 t } t | . | .
0.0 0.5 10 15 2.0

Fig. 3.1 : Méthode du trapéze

L’intégrale est donc remplacée par la surface du trapéze :

s= [, () =3 (F(@) + f(b))

Avec h=b-a est dit pas d’intégration. On peut remarquer qu’il y’a une différence
importante entre la courbe de la fonction et la ligne droite, cela veut qu’on commit
une erreur de calcul. Pour minimiser cette erreur, on utilise une autre forme plus

adaptée de cette formule.

17
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3.1.1 Formule du trapéze généralisée.

On divise l'intervalle [a,b] en plusieurs sous intervalles égaux et on applique la
formule du trapéze a chaque sous intervalle (Fig. 3.2). On a donc les sous intervalles
[a =x9,x1] U [xq,x2] U .....U [x,_1,%, = b], lapplication de la formule du trapéze

donne :

b h h h h
f f) =§(f(xo) +f(x)) + E(f(xﬂ +f(x2)) + E(f(xz) +f(x3)) + -+ E(f(xn—l) + £ (xn))

n—-1 n—-1

[ =3 +2y reo+rom)=5(n+ey i+ h)

i= i=

Fig. 3.2. Méthode du trapeze généralisée

3.1.2 Erreur d’intégration

C’est la différence entre l'intégrale exacte de la fonction et celle calculée par la
méthode du trapéze, elle est notée par R(f).

R(f) = fxz"f(x)dx = g(fo +23M fi4 fa) = —%hzf”(z) avec 7€ [a,b]

Exemple : Soit a calculer l'intégrale fole‘xzdx avec une précision de 0.001 par la
meéthode du trapéze. On doit premiérement trouver le nombre de division a faire pour
obtenir cette précision. L’erreur d’intégration s’écrit R(f) = ——h2 f'"(z) sa valeur

absolue doit étre inférieure ou égale a la précision donnée (0.00 1), c.ad. :
b—a
IR(H)I = —Thzf”(z)| <0.001

—x2 x

La fonction f(x)= e donc sa dérivée seconde est f"(x) = 2(2x% —1)e~ Z, cette
fonction est strictement croissante dans l'intervalle donné (Fig. 3.3).

18
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f(x)

>

-1

-2 + +

0,0 0,5 1,0
X
Fig. 3.3. Courbe de la dérivée
seconde de e*’

On calcule

M =max|f'"(z)|=2 ax=0

donc |R(f)| = |—%h2f”(z) <0.001

12+0.001
(1-0)+2

dou h< =0.0774 doncn =

Le pas d’intégration h = %

0.0774

= 12.91 on prend 13 divisions.

12
1 1 i
f e dx = > <e‘02 + ZZ e~ + e‘12> = 0.74646
0 i=1

19
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3.2 Formules de Simpson

Dans cette formule on ne remplace pas la fonction par une droite mais par une
parabole de degré n inférieure ou égale a deux. Cette derniére doit passer par trois
points (xg, o), (x1, y1)et (x3,y,) ce qui fait que cette méthode n’est applicable que pour
un nombre pair de tranches (une tranche c’est l'intervalle entre deux points) (Fig.
3.4.). La formule de Simpson s’écrit :

b h
| 160 =3 (FGxo) + 47 Gen) + £ x2))

Fig. 3.4. Méthode de Simpson

Si on généralise la formule de Simpson pour 2n sous intervalles avec un pas

d’intégration h = bz;na , a=xg<x1 < ...<x3,2=b et x,=a+hk pour

La formule de Simpson généralisée s’écrit :

b
| e Eg(f(xe) v2) fE)ay  fe)+ f(xZn)>

L’erreur d’interpolation de la formule de Simpson s’écrit :

R(f) = —%h“f(“)(z) avec z € [a,b]
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Exemple : Soit a calculer l'intégrale fole‘xzdx avec une précision de 0.001 par la

méthode de Simpson. On doit premiérement trouver le nombre de division a faire
pour obtenir cette précision.
L’erreur d’intégration s’écrit :

b—
R(f) = -2 nt @ (2)
sa valeur absolue doit étre inférieure ou égale a la précision donnée (0.001), c.a.d. :
(b—a)

IR(PH| = —Wh“f(‘”(z) <0.001

La fonction f(x)= e ™" sa dérivée quatrieme est f®(x) = (16x* —48x2 + 12)e™",
cette fonction est non monotone dans lintervalle donné. On calcule son maximum
par le traceur Origin (Fig. 3.3.).

M =max|f®(z)| =12ax = 0.

, 4 [180+0.001 _
D’ou h < m =0.35
donc 2n = — = 2.85 on prend 4 divisions, le pas d’intégration h = 2=0.25.

0.35 4

On trouve : fol e dx = O'TZS (6_02 + 4-(6’_0'252 + 6_0'752) +2e705" 4 6_12) = 0.7469
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3.3 Méthode de quadrature

Cette méthode permet I’élaboration de formules d’intégration numeériques en
se basant sur le polynéome de Lagrange. On peut par exemple retrouver les formules
du trapéze et de Simpson par cette méthode ou bien de construire d’autres formules
d’intégration plus performantes. Dans cette méthode on remplace la fonction par un
polynome de Lagrange puis on intégre le polynéme trouvé, on écrit donc :

f(x) = Py(x) = Yo fili(x)

On intégre : f:f(x)dx = f: P,(x)dx =Y"ofi f: L;(x)dx

Si on pose : A; = f: L;(x)dx pour i=0,1,...,n

On obtient la formule de quadrature : f: fx)dx =Y o fiA;

On doit maintenant choisir la forme de la fonction f{x), dans notre cas on prend :

f(x) = x* avec k=0,1,2,....,n

. - b k bk+1_ak+1
On remplace dans l'intégrale : fa xdx =Y ofiAi = g k=0,1,2,....,n
En variant i de 0 a n pour chaque valeur de k, on aura:
=0 - 0 0 0 b'-a!

pour k=0 : XoAg + x7A1 + - .+ XA = n

2_.2
pour k=1 : x3g + x1Ag + -+ 1Ay =2 Za

3_.3
pour k=2 : X2Ag + X2Aq + o+ x2Ay =2 3“

n n bn+1_an+1

pour k=n: xgAg + xJAq + -+ .+ xpAg = —

D’ou on obtient pour toutes les valeurs de i et k le systéme suivant :

11 1 ..19740] [lo

Xg X1 X2 ... Xp Al [11] ol k1
x2 x2 x%..x2|lA b~ —a
0 X1 Xz ....Xy || A2

= 12 avec Ik ZT
xg X1 x5 ... xp [AnJ I,

Le déterminant de la matrice du systéme trouvé est dit de “Von-Dermonde” il est non
nul d’ou la solution de ce systéme existe et unique (4g, 44, -...., Apn)-.
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Exemple : Soit a calculer l'intégrale fole‘xzdx avec une formule qui a la forme

suivante : fol e dx = Aof(0) +A1f(0.25) + A,f(0.5) + A3f(0.75) + A, f(1.00). Dans ce

cas on cherche premiérement les constantes A; puis on calcule l'intégrale. Ces
constantes sont données par le systéme d’équations suivant :

1 1 1 1 11[4o 1

[0 0.25 0.5 0.75 1] Aq [ 0.5 }
lo 0.0625 0.25 0.5626 1l{42]=10.333
[o 0.015625 0.125  0.421875 1J A3J [o.zsoJ

0 0.00390625 0.0625 0.31640625 1|_A4 0.200

La solution du systéme est (0.0691, 0.3812, 0.1052, 0.3694, 0.0751) donc :

1
f e’ dx = 0.0691e® + 0.3812e~°25" + 0.1052e~°5" + 0.3694e°75" + 0.0751e~1* = 0.7472
0
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Chapitre VI : Résolution numeérique des équations

différentielles ordinaires : Probléme de Cauchy

Les équations différentielles sont utilisées dans la modélisation mathématique
de la quasi- totalité des phénomeénes physiques. Une équation différentielle est une
relation entre une variable et sa ou ses dérivées de divers ordres. Dans ce chapitre,
on va considérer les équations différentielles ordinaires du premier ordre avec une
condition initiale imposée (probléme de Cauchy).

Le probléeme de Cauchy est défini par la solution de 1’équation différentielle

suivante :

y(ty) = yo est une condition initiale imposée.

{"ﬁ—i’” =y = f(ty®)
¥(to) = yo
On remarque que la solution doit obligatoirement passer par le point (tg,¥).
La solution du probléme de Cauchy existe et unique si la fonction f(t,y(t))
satisfait la condition de Lipschitz en y sur un rectangle R définit par a<t<b et

c < y < d. Cette condition nécessite que |f(t,y1) — f(t,y2)| < L|ly; — y-I.

En pratique pour vérifier cette condition, on calcule Max |%;’y)| <Lsur R

4.1 Méthode d’Euler

Soit un intervalle [a,b] sur lequel on cherche la solution d'un probléme de

Cauchy
dy®) ,
V= f(ty@®)
y(to =a) =y

La fonction f(t,y(t)) vérifie la condition de Lipschitz en y sur le rectangle R.

La premiere étape consiste a diviser 'intervalle donné en n points équidistants
ce qui donne un pas d’intégration h = b—;a, le point d’abscisse t; est donné par t; = a +

ih (pour i=1,2,...,n).
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On va donc résoudre le probléme sur l'intervalle [a = ty, b = t,] avec y(t; = a) =
¥o. Si les fonctions y(t),y'(t) et y"'(t) sont continues, on peut écrire le développement

en série de Taylor pour y(t) au voisinage de t,.

— _ 2
y® = y(t0) +y ) =y E
Sachant que y'(to) = f(to, ¥(to)) et h =1ty — ¢y,
Ecrivons Y(t1) = ¥(to) + f(t0, y(E))h + ¥ (t0) o + -

Si h est suffisamment petit alors on peut négliger h? et donc les termes d’ordre deux

et plus, on obtient donc :

y(t1) = y(to) + hf (to, y(to)) = ¥1 = ¥o + hf (to,yo)

C’est l’approximation d’Euler d’ordre 1, en répétant le procédé on génére une

séquence de points yq,¥2, V3, - - ,¥Yn-1,Yn approximant y = y(t), en général :

{ti =a+ih i=012,....n—1
Yit1 = Yi + hf(ty, ¥:), yo = y(to)

Exemple : Résoudre le probléme de Cauchy suivant par la méthode d’Euler en

prenant un pas d’intégration h=0.25.

{y’ =2—-ty? te[0,1],y € [0,1]
y(0) =1

Vérifions la condition de Lipchitz sur le rectangle R défini par t € [0,1],y € [0,1].

a2
Max |%§;y)| = Max |a(za_;y) = |-2ty| = 2 < L Condition vérifiée

On divise l'intervalle de t, [0,1] avec une pas h=0.25, soit 0, 0.25, 0.50, 0.75 et 1.

to=0 t:=0.25 t,=0.50 t3=0.75 t;=1
—@ 4 @ L 4 o*—>

yo =y(0)=1 y1 y2 y3 ya

t;=ih, i=0,1,2et3

On écrit : {
Yir1 =Yi+ hf(t,y) =y +0.25(2 — t;y7), yo =1
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i=0, ¥1 = Yo+ hf(to,¥0) =1+ 0.25(2 - 0+ 12?) =1.5
i=1, y2 =y1+hf(ty,y1) =1.5+0.25(2 — 0.25 * 1.52) = 1.8594

i=2, y3 =¥, + hf(ty,y;) =1.859+0.25(2 — 0.5+ 1.859%) =1.9272

i=3,  ys=y3+hf(ts,y3) =1.927+0.25(2 - 0.75 x1.927%) = 1.7308

La solution exacte est :

(t) _ 2%C1tAi(22/3t)+2%tgi(ZZ/St)
Y= 2t(c1A}(22/3t)+B](22/3t))

Avec Ai et Bi sont les fonctions

d’Airy et d’Airy de seconde espéce.

Fig. 4.1. Solutions y(t) pour différentes

conditions initiales y(0).
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4.2 Méthode d’Euler améliorée(Huns)

D’apres le développement en série de Taylor, on a :

(t 1't0) + y”(t()) (t Zf(]) + yn/(to) (t 3?0) + .-

Si on prend les trois premiers termes et on néglige les autres d’ordre supérieur, on

y(@) = y(to) +y'(to)

obtient :

o (t—tg) . (t—tg)?
Y(©) = y(to) +¥ (o)~ +¥" (tg) 5+
En remplacant t par t; cela donne :
! (t B t ) n (t B t )2 ! n hz
Y(t1) = y(to) +¥'(t) 57—+ ¥ (to) ——~— = ¥(to) + ¥ (t)h +¥" (t0) 57

17 ! -y h
Or y"(ty) = X210 on aura y(ty) = y(te) +5 [f(t1, Y1) + f(to, ¥o)]

En général la formule d’Euler améliorée s’écrit :

h E
Yirr =Yit5 [f (tivr, ¥Ei1) + F (1 ¥)]
On remarque que cette formule donne y;,; en fonction de y¥,; qui doit étre calculée

par la méthode d’Euler.

Exemple : Résoudre le probléme de Cauchy précédant par la méthode d’Euler
améliorée en prenant un pas d’intégration h=0.25.

On a:
t;=ih, i=0,1,2et3

h h
Yis1 =Yi t E[f(ti+1:yf+1) +f@yd] =y + 2 [(2-ty?) + (2 - tyii)]  yo=1
Avec : y£ ;= yi + h(2 — t;y?) la solution obtenue par la méthode d’Euler. On
h 2
remplace yf,1, on aura : yiq = y; +5[(2 — tiy7) + (2 —tiy (Yi +h(2 - tiYiZ)) )],

y, = 1.4297, y, = 1.6629, y; = 1.6805, y, = 1.5750

=l
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4.3 Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4

C’est la méthode la plus précise et la plus utilisée, elle est d’ordre quatre.

L’intervalle [a,b] est divisé en n sous intervalles de largeur h, cette formule s’écrit :
h
Yir1 = Vi + 3 (K1 + 2(Kz + K3) + Ky)
Ky = f(tyy)

h h
K, = f(ti +5. i +§K1)
h h
K3 = f(ti +3. i +EK2)
K,=f(t;+hy; + hK3)

Exemple : Résoudre le probléme de Cauchy précédant par la méthode de Runge-

Kutta d’ordre 4 en prenant un pas d’intégration h=0.25.

h
Yisr1 = Yi +g(K1 +2(K; + K3) + Ky)

Ky =f(t,y) =2 - tiy}
h h h h
K, = f(ti +3.i +EK1) =2 - (ti +§> (}’i +§K1>

K3 = f(ti +E;J’i +EK2) =2- (ti +E) (J’i +EK2>2
2 2 2 2
Ky=f(t;+hy; + hK3) = 2 — (t; + h)(y; + hK3)?
i=0, K; = 2, K, = 1.8047, K3 = 1.8122,K, = 1.4722,y, = 1.4461
y2=1.7028, ys=1.7317, y4=1.6148

2

2.0
1.8 -
________ [
mo- T ~
- - T =< - = ~..
1.6 - RPN RN
PR
- | PP —— Euler Ordrel
,a" - - - Euler A Ordre2
1.4 o - --RK4 Ordre4
4
/" m RK6 Ordre6
v
&4
1.2 4
i
4
1.0 T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t

Fig. 4.2. Comparaison entre difféerentes méthodes
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Chapitre V : Résolution directe des systémes d’équations linéaires

On rencontre souvent le probléme de résolution des systémes d’équations
linéaires. Ces derniéres sont présentes par exemple dans différentes méthodes de
résolution numérique des équations différentielles aux dérivées partielles. Ces
derniéres modélisent la majorité des phénomeénes physiques tels que les transferts
de chaleur et de masse, la mécanique des fluides, ....

On va traiter dans ce chapitre les systémes d’é¢quations linéaires dont le
nombre d’équations est égal a ceux d’inconnues et dont le déterminant est non nul.
C’est-a-dire les systémes qui ont une solution unique. Un systéme d’é¢quations
linéaire de n équations avec n inconnues s’écrit alors :

a11X1 + Q12X + A13X3 + Xy = by
Az1X1 + Xy + A3X3 + -+ AonXy = by
Ap1X1 + ApaXy + ApzXz + - ApnXy = by

Ce systeme peut étre écrit sous forme matricielle :

a1 4z
azy azz N o AX = B
an1 anz

Ce systéme peut étre résolu directement par différentes méthodes, on peut

citer celle de Kramer (des déterminants) ou celle d’élimination.

Systémes a matrices triangulaires

Commencons par quelques définitions, on dit quun systéme UX=Y est a
matrice triangulaire supérieure si u;; =0 pour > j , on écrit :

(U11X1 T UipXp + UgzXg + - FU Xy = Y1
UppXp + UpzX3 + == TUxpXpy = Vo
Uz3X3 + -+ UzpXp = V3

l UnnXn = Yn
La solution de ce systéme est calculée facilement par substitution en arriére.
De I’équation n, on calcule x, = y,/Unn
On remplace x, dans lI’équation n-1 pour calculer Xn-1 = WVn_1—
Un-1nXn)/Un-1n-1

29



Méthodes numériques ST L2 S4 Dr. MAMERI A. Dép. GM, FSSA, ULBM

Pour le calcul de x;, les composantes x,, X,,_1, Xp_2, ----, Xj+1 Sont connues, on les

remplace dans ’équation i, ce qui donne :

xi = (Vi — Xjmiza Wijx) /uy i=n-1, n-2,..., 1.

Le déterminant d'une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) est le

produit des éléments de la diagonale (du pivot) de cette matrice.

n
det(U) = 1_[ Ujj = U1qUz2 - Unn
i=1

Exemple : Soit le systéme d’équations suivant :

x—y+z=1
{ 3z=3
2y—z=1

1. Ecrire le systéme sous la forme matricielle.
2. Trouver la solution du systéme.
3. Calculer le déterminant de la matrice du systéme.
Solution
1. Ecriture du systéme sous la forme matricielle en permutant les lignes 2 et 3 pour

avoir un systéme triangulaire supérieur. N’oublions pas que le déterminant sera

!

=letx=1+1-1=1

multiplié par -1 a cause de la permutation.

1 -1 17rx
02—1[)1

0 0 31tz

A=

2. La substitution en arriére donne :

1+1

eq.3:z=§=1, eq.2:y=7

3. Det(A)=(—-1)*1*x2x3 = —6.

5.1 Méthode d’élimination de GAUSS

Dans ce chapitre, on va commencer par la méthode d’élimination de GAUSS
qui est similaire a celle de I’élimination avec une modification trés importante qui
facilite énormément la résolution méme de systémes a grandes tailles (des milliers ou
méme des millions). Cette modification transforme un systéme a matrice A pleine, en
un autre a systéme a matrice U triangulaire supérieure, de telle facon que les deux

systémes AX=B et UX=Y soient équivalent c. a. d. ont la méme solution.
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L’algébre linaire montre que certaines transformations apportées aux systémes
d’équations ne changent pas leurs solutions, dans notre cas les opérations qu’on va
appliquer sont les suivantes :

e Multiplication de I’équation E; par une constante a¢ non nulle, la nouvelle

équation obtenue E;, = aFE; remplacera 'ancienne E;.

e Multiplication de ’équation E; par a non nulle et son ajout 4 E;, E;, = E; + ak;,

I’équation obtenue E;, remplacera E;.

e Permutation des équations E; et E;.
L’application d’une série de ces opérations transformera le systéme AX=B en UX=Y

puis une substitution en arriére donnera la solution du systéme.

5.1.1 Description de la méthode d’élimination de GAUSS

On va montrer comment appliquer les transformations au systéme AX=B, pour
cela le second membre B sera considéré comme la colonne (n+1) et sera aussi affecté
par les opérations. On divise le travail en (n-1) étapes chacune d’elle annule les
€léments au-dessous du pivot de la colonne (a;; pouri > j). Au début chaque étape,

(-1

on vérifie que le pivot est non nul. Pour ’étape i le pivot est a;; a l’étape (i-1).

Le systéme a I’état initial ou a I’étape (0) est donné par :

a1 Qi2 n]©@ x1 A1nt1]C
az1 azz aZn a2n+1
an1 an2 ann+1
Premiére étape : On vérifie tout d’abord que le pivot de la premiére étape qui est
)

ll

()

#0 pouri=1 ie a; );tO.

Pour annuler I'élément a21) de la deuxiéme ligne, on multiplie la premiére équation

par agl) et on la divise par a pu1s on fait la différence de cette nouvelle équation

avec la deuxiéme. L’équation obtenue remplacera la deuxiéme. E, W = EZ(O) E; (©0) a“

(0)
aiq

(0) (0)
Cette opération donne a(l) =0, a(l) = agg) a(o) af(}), ..... agl)ﬂ = ag?l)ﬂ ag‘j}H %
11

11

MW _ 0 _ (0)as)

En général, on écrit : Ayj = Gp5 — ij —o) Pourj=2,n+1
11

On continue cette procédure avec les lignes 3,4,..., pour la ligne ion a :
(0)

1) _ (0 (0) &

E;" =E~ —E; (3)
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(0) 0

Cette opération donne a( ) =, al(zl) = a(o) a(o) a;})), ..... , a§111)+1 = al.(fill — ag(:l)ﬂ zﬁ,)
11

©)
En général, on écrit : a(]l) = ag.)) agtj)) aﬁ,) Pouri=2,netj=2,n+1
11
A la fin de la premiére étape, on obtient des éléments nuls au-dessous du pivot de la

premiere étape. Le systéme s’écrit :

(0) (0) (0) (0)
[an iz aln] X1 [a1n+1]

@ <)

0 azz A2n x:z Ton+1
1 1

o a2 Il L,

@i-1)

Deuxiéme étape : a; #0 pour i =2 i.e a( ) £ 0.

De la méme facon, on obtient pour le cas général

4@ g _

ij ij ay; (1) Pouri=3,netj=3,n+1

-1

Etape k: a; " #0 pouri=k ie a(k Y

* 0.

Pour une étape k quelconque, on a:

(k-1)

f]k) ag-c_l) a,(clj Daz’,‘( 5 Pour k=1,n-1, i=k+1netj=k+1n+1
kk

A la fin de la procédure, on obtient un systéme a matrice triangulaire supérieure qui

s’écrit :

o 0 (0) (0)
[a ) agz) in ] [a1n+1 }
™ (D (€Y)
0 azz a2n ‘ Aon+1
(n 1) (n—1)

La résolution de ce systéme se fait par substitution en arriére.

5.1.2 Le nombre d’opérations nécessaires pour ’application de I’algorithme de
GAUSS est :

Nombre de multiplications et d’additions :

nn—1)2n+5)
6

nm=na =
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Nombre de divisions :

nn+1)
d=——7—
2

5.1.3 Applications de la méthode de GAUSS.

a) Calcul du déterminant d’une matrice triangulaire :

Le déterminant d’'une matrice triangulaire est donné par :

det(U) = (=" [T uy = (1) us1zs - Unp

Avec P le nombre de permutation de lignes ou de colonnes effectuées lors de
l'application de l’algorithme de GAUSS.

Exemple : Soit le systéme d’équations suivant :

2x+y+2z=10
3x+5y+z=16
—x+4y+7z =128

Calculer le nombre d’opérations élémentaires pour la méthode de Gauss.
Calculer le déterminant de la matrice du systéme.

Résoudre le systéme par I’élimination de Gauss.

> b=

Recalculer le déterminant de la matrice du systéme.

b) Résolution simultanée de plusieurs systémes a méme matrice A :

Dans la pratique, on rencontre souvent le cas de plusieurs systémes
d’équations qui ne difféerent que par le second membre B. On peut appliquer
I’algorithme de GAUSS sur la matrice A augmentée par tous les seconds membres.
De cette facon, on fait les calculs une seule fois sur la matrice A, la substitution se

fait avec chaque second membre obtenu a part.

a1 Q12 An[by ¢ Z;
Qaz1 Gz "An||b, ¢, 22
An1  An2 ...aupn||b

n Cn e Zp

c) Calcul de l'inverse d’une matrice :

Si A est une matrice d’'ordre n, la matrice A~ tel que A.A~! = I est dite matrice

inverse de A.
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xnn
a11 Q12 Ap|[X¥11 X122 Xin 1 0 O
Q1 Qg Agpn |[X21 X227 Xzn| |0 1770
An1 An2 ..App||*n1 Xn2 .. Xpn 0 0..1

Exemple : Soit la matrice suivante :

1 1 2
1 2 1
2 11

1. Utiliser la méthode de Gauss pour calculer la matrice inverse.

2. Calculer le nombre d’opérations.

5.2. Utilisation de la pivotation.

Dans I’élaboration de l’algorithme de GAUSS, on a supposé que le pivot ne soit
pas nul, ce n’est pas le cas toujours. Parfois le pivot est trés petit comparativement

aux autres termes ou méme nul, dans ce cas on peut utiliser la technique de la

pivotation soit partielle ou totale.

Pivotation partielle :

Dans ce cas on choisit comme pivot I’élément al(,'f D tel que :

(k-1) (k-1)
ay = max |a;
i€[k,n]
Qi1 Qi Qip
0.. Al Akn
0.. Ank |- Ann

Dans la pivotation partielle, on utilise la permutation des lignes ceci n’a aucun effet

sur la solution du systéme.

Pivotation totale :

Dans la pivotation totale le choix du pivot se fait a partir d'une sous matrice
incluant la permutation des lignes et des colonnes tel que :

(k—1) (k—1)
a;,, == max |a;;
i,j€[kn] J
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a11 es alk aln
0.. Ak " Akn
0.. |Quk..an,

Exemple : Soit le systéme suivant :
1 1 2% 9
1 2 1 M = (8
2 1 1ltz 7

Utiliser la méthode de Gauss avec pivotation partielle ensuite totale pour résoudre le

systéme.

5.2 Algorithme de THOMAS

Dans les méthodes numériques de résolution des équations différentielles aux
dérivées partielles, on rencontre des matrices a trois diagonales (principale, sous
diagonale et sur diagonale). Ce type de matrices est dit tri diagonales. L’algorithme
de résolution de ce type de systéme est un cas particulier de I’élimination de GAUSS.

Soit le systéme a matrice tri diagonale suivant :

by ¢ X1 1
a, b, c, X2 Y2
az; by c;3 X3 V3
an—2 bn—z Cn—2 Xn-2 Yn-2

k v Qp_q bp_q Cn_l) kxn—l) Yn-1
a, b, Xn In

On divise la premiére ligne par b, cela donne 1 «¢;/b;

= y1/by
On note y; =c¢;/by et By =y1/bs

Ensuite on transforme la deuxiéme ligne par Ez(l) = EZ(O) - El(o) a, cela donne

0 bz —azY1 Cy v vV, — azﬂl

On divise la nouvelle deuxiéme ligne par b, — a,y; cela donne :

0 1 ¢/ (b — azyq) - o (y2 —azp1)/(b; — azyy1)

On note y, = c;/(b; — azyy) et B, = (v, — ayB1)/ (b, — azyy)

De la méme facon on continue avec la ligne trois ce qui donne

c3/(bs —aszyz) ... (y3s — azpz)/(bs — azys)
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On note y3; = c3/(bs — azy,) et B3 = (y3 — azf,)/(bs — asy,)

En général pour une ligneion a:

0 0...0 1 ¢/(bj—a¥i-1) oo i —aifi-1)/(b; — a;¥i—1)
Avec vy =¢;/(b; — a;Yi-1) i=2n-1
et Bi = vi —aifi—1)/(b; — a;yi—) i=2n

On continue jusqu’a obtenir le systéme suivant :

T )
[

| 1 3

| 1 Yn-2
\ oos 1 YTL—1/ \xn_:[/
1 Xn
La solution du systéme est facilement obtenue par substitution en arriére :
Xn = Pn
Xi = Pi —ViXiyq i=n—-11

En résumé, pour appliquer ’algorithme de Thomas on calcule

V1= b,
vi=c/(bi—ayyi-) i=2n-1
_nN
p1 = b,
Bi = i —aifi-1)/(b; — a;yi—1) =2,n
{xn = .Bn
Xi = Bi—Vixiy1 i=n-11

Exemple : Soit le systéme suivant :

2 1 01> 4
1 1 [y] = (8
0 21tz 8

Utiliser ’algorithme de Thomas pour résoudre le systéme.

_ N

5.3 Méthode de Crout-Dolitle ou LU

Cette méthode consiste a factoriser la matrice A pleine en deux matrices
triangulaires L et U, tel que L est triangulaire inférieure et U est triangulaire

supérieure dont les éléments de la diagonale sont égaux a l'unité (u; = 1).
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On adonc AX=B (1) et A=LU donc LUX=B, on pose UX=Y (Y vecteur inconnu),
cela donne :

LY =B
{UX =Y @

Le systéme (1) est décomposé en deux systemes triangulaires faciles a résoudre
(2). Le systéme a matrice triangulaire supérieure et résolue par substitution en

arriere, celui a matrice triangulaire inférieure par substitution en avant.

5.3.1 Détermination des matrices L et U

[111 o o | 1wy . Win-1 W
[ 121 Ly | 0 1 Uzn-2 Uzp
L= : g : | et U=| : :
bic11 a1 lhin-1 0 1 Un-1
, 2 0 n-1n
by g bt L) l o 1

Les éléments de chaque matrice sont donnés par :

lei = Qe — 2525 g

{ ' P =23, netk=10i+1,.,n
Ui = [aik - Zj:l lijujk]/lii

En pratique pour calculer les éléments des deux matrices, on divise la tache

en plusieurs étapes. Par exemple dans [’étape i on détermine :

e La colonne i de L en multipliant L par la colonne i de U.

e Laligne i de Uen multipliant la ligne i de L par U.

Exemple : Utiliser la méthode de factorisation LU pour résoudre le systéme suivant :

1 1 2]px 9
1 2 1 y]= 8
2 1 11tz 7

5.4 Méthode de Choleski :

Cette méthode est applicable aux systémes a matrices symétriques définies
positives (Det(4) > 0 et a;; réels). Cherchons une matrice Mtelle que A = MM! ou Mest

triangulaire inférieure et M* la matrice transposée de M.
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My My Mipn-1 Myn
[0 my, Mayp—2 Mpp ]
M=]: . : I
l 0 My—1n-1 mn—an
0 mynl

Les éléments de la matrice M sont donnés par :

( m:: = a.. -_
ii / ll—Z;-=11 mizj

i-1
kmji = [aij - Zk ik mjk] /my;

i=Lnetj=1+1n

Exemple : Utiliser la méthode de factorisation de Choleski pour résoudre le systéme

HER IR

suivant :
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Chapitre VI : Méthodes itératives pour les systémes d’équations linéaires

On a vu que les méthodes directes donnent la solution exacte du systéme
d’équations linéaires, cependant elles restent gourmandes en mémoire. Dans ce
chapitre on va introduire les méthodes itératives ou indirectes qui donnent une
solution approximative du systéme d’équations linéaires. Ces méthodes sont trés
faciles a mettre en ceuvre et a programmer, elles ne consomment pas la mémoire et

donnent des résultats autant précis que 1’on veut.

6.1 Méthode de Jacobi

Elle utilise le principe du point fixe pour un systéme d’équations linéaires, soit
le systéme :
a11X1 + Q12X + Ay3x3 + o ApXy = by
Az1X1 + QX5 + A3X3 + - AonXy = by (1)
Ap1X1 + AnaXy + ApaXsz + - ApnXp = by

Transformons le systéme en supposant que les éléments du pivot sont non nuls a;; #

0i=0,n.
X1 = (b1 — Q12X — A43X3 — " — A1pXp) /A1y
2 = (bz — Qz1X1 — Ap3X3 — =" —AapXp) /A2 2)
= (b anzxz an3x3 - _ann—lxn—l)/ann

Pour résoudre le systéme (1) on utilise I’écriture (2) en portant les termes de droite a

Iitération (k) et ceux a gauche a l'intération (k).

(x (k+1) = (by — a12x( ) a13x§ b alnxr(lk))/an
k+1 k K
! (ert) - (bz a21x£ ) - azsxg(, ) - '—aznxw(a ))/azz (3)
ot e
l et ) (b - anzxg ) - an3x'§ ) : _ann—1x7(1-)1)/ann
En prenant une estimation initiale X © (x(o) xéo), ...,x,(lo)) et en utilisant le systéme
(3) on calcule X @ = (xfl),xgl),...,xfll)) ensuite on remplace le vecteur X @ dans le

systéme (3) avec k=1 on calcule X @) et continue de la méme facon de calculer les

vecteurs X (3), X (4), X (5),... jusqu’a la convergence.
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6.2 Méthode de Gauss-Seidel

XD @ x®

Partons de la méthode de Jacobi, le calcul des vecteurs ,... méne

a la convergence, cela veut dire que chaque nouveau vecteur est meilleur que le

précédent. On remarque dans la méthode de Jacobi que pour calculer la composante

@

xé ) du vecteur X® on utilise celles de X malgré que x,” est déja calculée et elle est

meilleure que x(l). D’ici vient le principe de la méthode de Gauss-Seidel, on utilise

chaque composante des quelle sera calculée. Ainsi, pour calculer la composante

x(HD (k+1) 5
14

on utilise toutes les composantes de x; ax (k+1) déja calculées a l'itération

(k+1) en plus de celles xl(f)l a xn qui ne sont qu’a l'itération (k). On écrit donc :

k+1 k k k
( x ( ) = = (b — a12x§ ) a13x§ b alnx,g ))/an
(k+1) = (b, — a21x§k+1) a X§ s —a2nxr(lk))/azz
k 1 k+1 k+1 k 4
( = (b3 a31x£ ) a32x§ . ’_a3nxr(l ))/a33 )
kx(k+1) _ (b _ anzx(k+1) an3x§k+1) =Gy, 1x(k+1))/ann
En prenant une estimation initiale X © = (xio),xéo), ...,x,(lo)) et en utilisant le systéme

(4) on calcule X @ = (xfl),xgl),...,x,(ll)) ensuite on remplace le vecteur X @ dans le
systéme (4) avec k=1 on calcule X @ et continue de la méme facon de calculer les

vecteurs X (3), X (4), X (5),... jusqu’a la convergence.

6.3 Condition de convergence des méthodes itératives

Pour que les méthodes itératives de résolution des systémes d’équations
linéaires convergent il faut que le rayon spectral de la matrice A soit inférieur a I'unite.
Cette condition est équivalente a dire que la matrice A est diagonalement dominante
ce qui est trés facile a vérifier.

On dit qu’une matrice est diagonalement dominante si la valeur absolue de 1’élément
de la diagonale est supérieure a la somme des valeurs absolues de tous les autres

éléments sur la méme ligne. On écrit donc :

laii| > laii| + lagp| + -+ lag—1| + |ajie1| + - + @] (5)

Avec i variable entre 1 et n le nombre de lignes ou de colonnes de la matrice.
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6.4 Critére d’arrét de calcul pour la méthode de Jacobi et Gauss-Seidel

On arréte les calculs pour cette méthode lorsque la différence absolue entre

deux itérations successives soit inférieure a une certaine précision € donnée.
[xT*D — x| < & (6)

Ici, il faut vérifier la différence pour toutes les composantes une par une.

0 — x| < g, [0 = x| <, 10— x| < &
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