Chapitre 2

1.

Analyse temporel des systémes linéaires

Introduction

Aprés l'élaboration du modéle d'un systeme (fonction de transfert), il est naturel
d'exploiter ce modéle pour analyser le comportement du systéme. L'analyse du
comportement passe par le développement de la réponse temporelle du systeme, et par la
détermination des caractéristiques de cette réponse en relation avec la forme de la
fonction de transfert du systéme.

Le présent chapitre traitera les points suivants:

1.
2.

2.

Rappel des principaux résultats de la transformée de Laplace inverse.

Utilisation des pdles et des zéros des fonctions de transfert pour déterminer la
réponse temporelle d'un systeme.

Description quantitative de la réponse transitoire des systemes du premier ordre.

Détermination de la forme générale de la réponse d'un systéme de second ordre étant
donné I'emplacement de ses poles.

Détermination du coefficient d'amortissement et de la fréquence propre d'un systéme
de second ordre.

Détermination du temps d'établissement, du pourcentage du dépassement et du
temps de montée pour un systéme de second ordre sous-amorti.

Approximation des systemes d'ordre supérieur a deux et des systéemes avec des zéros
par des systemes du premier ou du second ordre.

Transformée de Laplace inverse

Pour recouvrir les réponses temporelles des systemes décrits par des fonctions de
transfert, on doit utiliser la TL inverse. Pour arriver a cette fin, on utilisera: 1) la
décomposition en fraction rationnelles simples, et 2) la table des TL pour retrouver la
correspondance.

Soit la TL donnée par :

G(s) =

N(s) __ bys"+ bs™ ' +..+b, ;s+b,
D(s) s"+as" ' +as"t+..+a, s+a,

@2.1)

Dans les systémes physiques, nous avons toujours m<n.

En utilisant les racines p,, p,,...,p, , on peut écrire le dénominateur comme:

D(s)=(s—p)(s— pz)--(s = Py) 2.2)

Alors, si les racines sont toutes distinctes, (2.2) peut étre décomposée comme:
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Al AZ A” 2.3
(s—p1)+(s—pz)+ +(S—pn) @)

Les ccefficients de la décomposition sont calculé suivant la formule:
A, = lim X(s)

§—00
A =lim(s— p;))X(s),i =1,2,..,n

S—=p;

X(s)=A4A,+

(2.4)

Exemple 1. Racines distinctes.
- Soit

58* +5s+2

X(s)= 25 Fo85+2
(5) s +288—s5-2

Les racines du dénominateur sont —1,1,2, d'ou on peut écrire X(s) comme:

55" 4+5s+2 A A, A,
X = e D612 2 6D T 5oD 512

Alors nous avons

Ay =1limX(s)=0

55% + 55+ 2
A =1 )X —1 B M e |
am(s +DX(s) = i 512

58* +5s+2

= llm(s l)X(S) i m

et
552 +55+2
A, _hm s+2)X(s fh _
(s +2)X(s) LY P
D'ou
X(s) = — 1 2 4

s+1 s—-1 s+2

En utilisant la table des TL, on retrouve

x(t)=—e '+ 2e' +4e ¥

Exemple 2. racines multiples.
Soit

55° + 265 +49s + 30

O = s+

La décomposition est la suivante:
A A, n A A,
(s+2) (s+20 (s+2° (s+1)

X(s)=
Alors nous avons
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3 2
A, = lim(s + 1)X(s) = lim 25205 +495+30_,
s——1 s——1 (S—|—2)

58° 4+ 265° +49s + 30 _
(s+1)

Ay = limz(s+2)3X(s) = lim

o= lim, & [l 27 (9] =

d |55’ +265” +49s+30
—-2ds s+1

. 10s® +41s* +52s +19
= lim

2 =-1
=2 (s+1)

et

d

- hm [(s + 2)3X(s)] m-

10s® +41s* +525+19
(s+1)
. 105 +30s® +30s + 14
= lim

. =3
s—-2 (s+1)

D'ou

X(s) = 3 1 4 2

512 (127 (12 (s+1)

En utilisant la table des TL, on retrouve

x(t)=3e* —te® + 4;(” +2et

En général, si nous avons:
N(s)
(s— p1)k(5 —P2)-(8— D) ’

X(s) = —23,... 2.5)

alors la décomposition est la suivante:

X(s)= i Ak+1 4, (2.6)

i (s —p1 (S—pz) (8= DPur)

et les ceefficients A; donnés par:

1. dv "
A":mlg?dsk'[(s 50)" X(s)] ()

Exemple 2. Racines complexes.
Soit

2
X(s) = 2s +2()s +6
(s+2)(s°+25+2)

Les racines du dénominateur sont, -2, 1+ et 1—j . Comme ces racines sont distinctes

on peut utiliser la décomposition pour calculer les coefficients. Mais on préfere une autre
méthode sans passer par les complexes. On peut écrire X(s) comme:
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A Ays+ A

X = P r2s12)

Alors nous avons
A = limz[(s +2)X(s)|=1
S——
Plusieurs techniques existent pour calculer les deux autres coefficients, parmi lesquelles,
on peut remplacer s avec une valeur donnée.

1 A
X(0)==-+33-3/2
© 2 2 /

Ce qui donne A; =2.
Pour calculer A, on multiplie X(s) par s eton fait tendre s — co , soit

limsX(s)=1+A, =2

§—00

D'ou A, =1 ,donc

1 n 5+2
(5+2) (s°+25+2)

X(s)

Pour revenir dans le temps, remarquons que lorsque nous avons des racines complexes ¢a
implique que dans le temps nous avons des sinusoides ou des sinusoides amorties.

Pour cela on écrit (s> +2s+2)=(s+1)°+1 . Donc le deuxiéme terme peut étre écrit
comme

s+2 s+2  s+1 L 1
(s*+25+2) (s+17+1 (s+17 41 (s+1)+1

D'ou

X(s) 1 s+1 1

T (542 (st1f 41 (s+1f+1

D'apreés la table des TL nous avons
x(t) = e * 4+ e ' cos(t)+ e " sin(t)
3. Poles et zéros de la fonction de transfert

Tout systéme linéaire continu peut étre représenté sous la forme d'une fonction de
transfert :

G(s)— Y(s) _ N(s) _ bys” +bs" ... +b, S+b,
U(s) D(s) s"+as" 4. +a, 5+a,

2.8)

U6 [ V)

Figure 2.1. fonction de transfert

Les propriétés suivantes des fonctions de transfert sont trés utiles pour la suite de ce
cours.
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Définition 2. La fonction de transfert (2.8) est dite coprime si N(s) et D(s) sont
premiers entre eux (ne possedent pas de facteurs communs).

Exemple 4. La fonction de transfert

_ s+l s+ 1
G(S)_(sz+3s+2)_(S+1)(S+2)_(S+2)

n'est pas coprime.
Définition 5. L'ordre de la fonction de transfert coprime (2.18) est égal au degré de son
polynéme dénominateur, soit: deg D(s) = n. Ainsi, les fonctions de transfert
3 (s+1) 10(s—2)
(5" +4s+2) (s +4)(s+2) (s +4)(s* +45+2)

sontd'ordre 2, 2 et 3, respectivement.

Définition 6. Le gain statique de la fonction de transfert coprime (2.18) est égal a
lim, , G(s) = G(0) . Ainsi, les gains statiques des fonctions de transfert

3 (s+1) 10(s—2) (s+4)
(52+4s+2)'(s+4)(s+2)’(s+4)(s2+4s+2)'s(s+2)

sont3/2, 1/8,-20/8 et oo, respectivement.

Définition 7. La fonction de transfert (2.8) est dite propre si degN(s)<degD(s)=n;
elle est dite strictement propre si degN(s)<degD(s)=n, dite impropre si
degN(s)>degD(s)=n.

Exemple 5. Les fonctions de transfert suivantes

s+2  §4+8542 sP+s5+2
s2+3s+1's°+3s+1" s+1

sont, respectivement, strictement propre, propre et impropre.

Une autre facon de vérifier les propriétés précédentes est la suivante: si G(co) ==+oo la
fonction de transfert est impropre, si G(co) = cst la fonction de transfert est propre, si
G(c0) =0 la fonction de transfert est strictement propre.

Les fonctions de transfert impropres sont physiquement non réalisables, puisqu'elles ont
un comportement impulsionnel et elles amplifient le bruit en hautes fréquences.

Comme montrer lors de la modélisation des systéemes physiques, ceci sont la plupart du
temps représentés par des fonctions de transfert propres ou strictement propres.

Définition 2. Soit la fonction de transfert G(s). Le nombre réel ou complexe p, est un
pole de G(s) si G(p;) = oc. De plus, tout pole de G(s) estune racinede D(s)=0 .

Définition 4. Soit la fonction de transfert G(s) . Alors le nombre réel ou complexe z; est
un zérode G(s) si G(z;)=0 . De plus, tout zéro de G(s) estune racine de N(s)=0 .

Exemple 6. Pour la fonction de transfert
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-1
o)==
(s +3s+ 2)
nous avons: G(1)=0,G(—1) = —o00,G(—2)=—oc0. Donc 1 est un zéro de G(s), alors que
—1 et —2 sont les pdles de G(s) . On peut vérifier que 1 est une solution de N(s)=0, et
que —1,—2 sont des racines de D(s)=0 .

Exemple 7. Pour la fonction de transfert

G(s)

s+l
s+ 35+2

nous avons: G(—2)=—oo, donc -2 est un pdle de G(s) . G(—1)=0/0, donc -1 n'est pas

un pdle de G(s). Ce résultat est d0 au fait que G(s) n'est pas coprime puisque :

Gs)— s+1  (s+1) 1 L G(-1)=1

S8 43s+2 (s+1)(s+2) (s+2)

4. Poles et forme de la réponse temporelle
Considérons le systéme du 1er ordre:

Y(s) _s+z

U(s) s+p (29)

G(s)=

G(s) posséde un polea —p etunzéroa —z.

Pour une entrée échelon unitaire et des conditions initiales nulles, la sortie peut étre
calculée comme suit:

s+2z z1 z| 1
Y(s)=U(s)G(§)=—————=—""+|1-= 2.10
£ =U(=)66) s(s+p) ps [ p]S+p 210
Ainsi, la réponse temporelle est : -3
y(f)=£+[1—£] s (2.11)
b b

Il est clair que la réponse du systeme est composée de deux termes: le premier terme,
appelé réponse forcée, dépend de I'entrée externe; le deuxiéme terme appelé réponse
libre.

Pour résumer :

1. Un péle du signal d’entrée génere la forme de la réponse forcée (c-a-d que le pble a
I'origine génere une un échelon a la sortie).

2. Un péle de la fonction de transfert génére la forme de la réponse naturelle (c-a-d le
pole a —p génére e ™).

3. Les zéros et les pbOles génerent les coefficients des termes des réponses forcée et
naturelle (on peut le voir a partir du calcul de la décomposition).

Exemple 8. Considérons le systéme représenté par:
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Y(s) s+4 T’j
U(s) s+2 O——%—]

G(s)=

G(s) posséde un pole a -2 et un zéro a -4. Figure 2.2. Poles et z6ros

Pour une entrée échelon unitaire, la sortie est: de 'exemple 8.

¥(s)=U(s)0(s) ~ 1 -2

Ainsi, la réponse temporelle est :
y(t)=2—e*
Exemple 9. Considérons le systeme du 3éme ordre:

Y(s) (s+2)(s+4)

G(s)= =
(s) U(s) (s+1)(s+5)(s+8)
G(s) posséde des poles a -1,-5,-8 et des zéros & -2, -4. Tﬂ'w
La réponse a une entrée échelon est: X oo
Y(s):U(s) ( ): (S+2)(S+4) Figure 2.2. Péles et zéros de
s(s+1)(s+5)(s+8) I'exemple 9.
SRS S S I S

55 285+1 20545 T7gs5+8

Ainsi, la réponse temporelle est :
syms s

1 3,1 5 1 G=(s+2) *(s+4) / ((s+1) * (s+5) * (s5+8) )

y(t):—+——e +—e " ——e¢ y=ilaplace(G/s)

0] 28 20 7
2

1 2

>>

y=1/5 - 3*exp(-2*t) /28 +

La réponse du systéme est composée de exp (-5*t) /20 - exp(-8*t)/7
deux parties: la premiere (1) est la
réponse forcée générée par I'entrée échelon; la deuxieme (2) est la réponse naturelle
géenérée par la fonction de transfert.

Un pole sur I'axe réel génére une réponse
exponentielle de la forme e . Ainsi, plus
un pole est a gauche sur I'axe réel négatif, -p
plus la réponse exponentielle est rapide,
elle va décroitre jusqu'a zéro (la encore, le

pole & -8 géneére e ).

5. Systéme du premier ordre

Nous discutons maintenant des systémes du
premier ordre sans zéros pour définir une
spécification de performance pour un tel
systeme. Un systéme du premier ordre sans % p 2p oo 3
zéros peut étre décrit par la fonction de '
transfert

i.____it___

=

5/p

Figure 2.4. Caractéristiques de la réponse d'un
systéme du premier ordre.
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_Y(s)_ p
G(s)—U(S)—S+p,p>O (2.12)

G(s) possede un polea —p.

La réponse indicielle est:
1 1

b
Y(s)= =—— 2.13
(s) s(s+p) s s+p (2.13)
Ainsi, la réponse temporelle est :
y(t)=1-e* (2.13)

On définit trois caractéristiques de la réponse transitoire du systéeme du 1¢r ordre:

Constante de temps. Pour t =1/ p, nous avons
y(1/p)=1-e"'=1-0.37=0.63 (2.14)

Nous appelons 7 =1/ p la constante de temps de la réponse. La constante de temps peut
étre décrite comme le temps nécessaire pour que la réponse indicielle atteigne 63% de sa
valeur finale (voir la figure 2.4.c).

Temps de montée. Le temps de montée t, est défini comme le temps nécessaire pour

que la réponse passe de 0.1 a 0.9 de sa valeur finale. Le temps de montée est trouvé en
résolvant I'équation (2.5) pour la différence de temps entre 0.1 et 0.9:

_ o Pt _
1—e 0.1 2.15)
1—e? =09
Par conséquent,
t—t,-t, =2t Ol _22_,, (2.16)
b b b

Temps d'établissement. Le temps d'établissement ¢, est défini comme le temps

nécessaire pour que la réponse atteigne et reste a l'intérieur de 2% de sa valeur finale,
soit :

y(t)=1—e P =0.98 (2.17)
D’ou, 6
tszé:47' (2.18)
p 3.78
= 3

Exemple 10. Soit le systeme: :
K |
|
l

G(s)= ———
() (rs+1) .
0 1 2
La réponse a un échelon d’amplitude 2 est H(sec)
donnée sur la figure 2.5. déterminer K,7,t,,t, . Figure 2.5. Réponse a un échelon

. ] ] d’amplitude 2 de I'exemple 10.
La TL inverse permet d'avoir la réponse
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temporelle :
y(t)=K(1—e"')

A partir de la courbe nous avons: 7 =0.29,p = 3.448

Le gain statique K = y()=¥(0) _6-0 =3
u(co)—u(0) 2-0

t =227 =0.638t, =4r =1.16

D’ou la fonction de transfert du systéme
1 3.448

G =3 0205 71) ~ (51 3.448)

Notez que la valeur réelleest a = 3. 5.

6. Systeme du 2¢me ordre

Comparé a la simplicité d'un systéme du 1¢" ordre, un systeme du 2éme ordre présente un
large éventail de réponses qui doivent étre analysées et décrites. Tandis que la
modification des parameétres d’'un systeme du premier ordre modifie simplement la
vitesse de la réponse, la modification des parameétres d’'un systeme du second ordre peut
modifier la forme de la réponse.

Un systéme de second ordre est décrit par I'équation différentielle suivante :
V+ay+ by =bu(t) (2.19)
Pour des conditions initiales nulles, la TL produit la fonction de transfert:

Y(s) b

Gls)= Ul(s) “ S tas+b

(2.20)

L'équation (2.12) présente le cas avec deux pdles et aucun zéro.

6.1 Forme canonique du systéme du 2¢me ordre

Un exemple de systéme qui présente la fonction de transfert (2.20) est le circuit RLC série
de la figure 2.6.

La fonction de transfert du circuit:

vV 1
G(s)= cl8) _ — 2.21)
V,(s) s°+8s+%
On peut remarquer lI'analogie b=1/LC,a=R/L. Ls R
Pulsation propre v 10
N - - - (s) Cs TVC(S)
avec la résistance R=0 (circuit non amorti), nous
avons: Figure 2.6. Circuit RLC série.
1 WP
G(s)=—L—= L (2.22)
(s) S+ S+l
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La pulsation propre w, d'un systeme du 2é¢me ordre est la fréquence d'oscillation du
systeme sans amortissement.

La réponse indicielle est alors:

1 ) 1 s
Y(s)==-G(s) =~ n___ = _ 2.23
(s) s (s) ssPHw s sS4 (2.23)
D'ou:
y(t)=1-cosw,t (2.24)

La pulsation propre d'un circuit oscillant LC est w, = % (c-a-d sans résistance). Dans

un tel circuit, toute I'énergie disponible s'échangerait sans perte entre L et C. Mais étant
donné la présence de la résistance R, de I'énergie se dissipe par effet Joule. R joue le réle
d'amortisseur. Ce qui explique I'expression "pulsation propre non amortie".

Facteur d'amortissement

Le facteur d’amortissement, ¢, est défini comme le rapport de la fréquence de
décroissance exponentielle o, a la fréquence propre non amortie w,.

Alors, pour a =0 nous avons la fréguence propre d'oscillation w, = Jb . Pour a=0, la

décroissance exponentielle est e " avec la fréquence de décroissance o =a/2; d’ol le
coefficient d’amortissement est donné par:

¢=Jd _ a/2 (2.25)
wn wn
Ainsi a =2¢w, .

Le facteur d'amortissement du circuit RLC est:

R LR __R_
L 2w, L 2JL/C

Il est proportionnel a R. donc a un ¢ faible va correspondre une dissipation d'énergie

faible lors de chaque échange. Si R est bien choisie, le temps au bout duquel I'énergie sera
entierement dissipée peut étre contrélé.

2w, = (2.26)

Avec ces deux définitions on obtient la forme canonique du second ordre

2

G(s)= hzéﬁ (2.27)

Exemple 11. Systéme mécanique. 7

La fonction de transfert du circuit: bLl_l T;k

G(S):Y(S): 2 L =2 n =% 2 n T
F(s) ms*+bs+k s°+L2s4+k "5 4bgik ly

Par comparaison avec (2.19), nous avons: lF

WE=k/m=uw, =k/m Figure 2.7. Exemple 11.
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Et

b b

Le terme K =1/k est le gain statique du systeme.

6.2 Réponses d'un systeme du 2¢me ordre

Comparé a la simplicité d'un systéme du 1¢" ordre, un systeme du 2é¢me ordre présente un
large éventail de réponses qui doivent étre analysées et décrites. Tandis que la
modification des parameétres d’'un systeme du premier ordre modifie simplement la
vitesse de la réponse, la modification des parameétres d’'un systeme du second ordre peut
modifier la forme de la réponse.

Les pbles de la fonction de transfert (2.19) sont les racines du polynéme caractéristique:
$°+2(w,s+w =0 (2.28)

Le discriminant réduit s'écrit : A'=w,?(¢* ~1), et les deux racines sont;

J21 :_Cwn+wn\/<2_1
j2) :_Cwn_anCZ_l

Ainsi, on peut écrire (2.27) comme:

(2.29)

2
w

)= =p) (230)

La réponse indicielle est:

Y(s):%G(s): S(S_pf(s_pz) (2.31)

Suivant la valeur de ¢, nous avons quatre types de
réponse possible. Ajw

1. Systeme non amorti (oscillatoire). (=0, le
polynbme admet deux racines imaginaires pures
D, = jw,, Dy, = —jw,, et laréponse fréquentielle est

w? 1 s *—j6

YS)=——=—"——5 2.32
(s) S<Sz+wr21) s Sz—&-ws ( )

D’ou la réponse temporelle est: 2
y(t)=1-cos(w,t) (2.33)

La réponse indicielle est donc oscillatoire. 2o

5°+36

Exemple 12. Soit le systéeme o o5 1 15 2 25

t(sec)
36
G(s) b)
Figure 2.8. a) position des pdles, b)
Le systéme posséde deux péles imaginaires purs & réponseindicielle.

T 136
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+j6.
La réponse indicielle est alors :
1 36 1 s

Y(s)=56(e)= s(s"436) s s°+6

La TL inverse fournit la réponse temporelle :
y(t)=1-cos6t
La figure 2.8.b montre une réponse sinusoidale.

2. Systeme sur-amorti. (>1, les pbles p,;,p, sont réels et négatifs. Dans ce cas la
réponse est sur-amortie (apériodique):

1 p 1 D 1
Y(s)==— 2 — L (2.34)
s (p—p)(s—p) (p—p) (s—p)
Ce qui implique :
y(t) = 1_Le1’1f _Lepzf (2.35)
P, — Dy b —DP;

Exemple 12. Soit le systeme:

36
G(s)=—_ 29
()= 7135136

Par comparaison avec (2.19), nous avons w? =36 = w, =6
et 2w, =13=¢=13/12>1.

b Y ~ 7 7 - =
Le systéeme posséde deux pbles réels et négatifs e
p=-4p,=-9. 0

Donc, on peut écrire:

b
G(s)= 36 Figure 2.9. a) )'t' des pol
= o igure 2.9. a) position des poles,

(S+4)(S + 9) b) réponse indicielle.

La réponse indicielle est alors :
1 36 1 9 4

Y(s)=-G(s)= =—— +

(s) s (s) s(s+4)(s+9) s 5(s+4) 5(s+9)

La TL inverse fournit la réponse temporelle :
9 a4 o
t)=1-Z-e ™ +—e
y(t) z z

La figure 2.9 montre que la réponse converge vers l'entrée échelon dans environ 1.5 sec et
sans dépassement.

2. Systéme a amortissement critique. ( =1, les péles sont p, = p, = —w,. Dans ce
cas la réponse est:

Y(s)= S(Hwn)"(Hwn):;—Hwn —(szn)z (2.36)
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Ce qui implique :
y(t):l—e_”"t —wnte_“’"t :1—(1+wnt)e_”"t (237)
Exemple 14. Systeme critique.

Soit le systéeme:

36
G S)=————-——
(s) s*4+125+4 36 . Tjw
Par comparaison avec (2.19), nous avons w, =6 et _é 7

2w, =12=¢=1.

Le systtme possede deux péles réels et négatifs
p, = p, =—6 (pOle double). Ce qui permet d'écrire:

36
(s+6)
La réponse indicielle est alors:
Y(s):lG(s): 36 :l_ 1 . 6 Figure 2.10. a) position des pdles,
s S(s+6)2 s s+6 (S+6)2 b) réponse indicielle.

La TL inverse fournit la réponse temporelle :

y(t)=1-e® —6te® =1—(1+6t)e ™ ju
La figure 2.10 montre une réponse sans dépassement
et qui converge vers l'entrée échelon plus rapidement X%—
(environ 1 sec). w, Tw e
4. Systéme sous-amorti. (0<(<1), les pbles ¢ =cos¢ ('¢ b l o
Dy, P, sont complexes conjuguées avec partie réelle
négative:

. X
Dy :_Cwn +]wn \ll_Cz

(2.38)

: / 2

Py =—Cw, —jwy1=¢ Figure 2.11. Positions des podles

. L d'un system du 2éme ordre.
La réponse indicielle est: y

wi 1 s+2 W, 1 s+2 Wy
Y(s)=—— i staw 1 A (239)
s(s +2Cwns+w,,) s 8 +2wstw, S (s+(w,) ‘Hdn(l—C)

Avec la notation o, = Cw, et w, =w,+/1—¢* la pulsation propre amortie, on peut écrire
(2.39) comme:

Y(S):lf §+20y 1~ stoy 04 Wy (2.40)

s (s+ad)2+w§ s (s+ad)2+w§ wd(s+ad)2+w§

D'ou, la réponse temporelle est:

y(t) =1—e 7 cos(wt)— e " sin(w,t) (2.41)
Wy

N. Goléa © 2020 2-13



L'utilisation de la relation:
Acos(a)+ Bsin(a) =+/A® + B® cos(a —¢)

avec ¢ = arctan(A/B) = arccos(A/\/A2 + B? ) , permet de mettre (2.31) sous une forme

plus compacte :

y(t)=1—2ne o cos(wt — &) (2.42)
Wy
| jw
w ¢ )
Avec ¢ = arctan—* = arctan = arccos((). X +j/32
Wy J1-¢2
Exemple 15. Systéme sous-amorti i
Soit le systéeme X +—j/32
36
G(s)=———
(s) s 4+4s+36
Avec w,=62w,=4=((=1/3. Ainsi
04 = o = 20y =61 =32
s2+45+36
Le systeme posséde deux pdles complexes conjugués 0
avec partie réelle négative & —o, + jw, = —24 j/32.. o
A partir de (2.34), la réponse indicielle est: b)
6 Figure 2.12. a) position des poles,
t)=1———e *cos(/32t —19.47° b) réponse indicielle.

La figure 2.12 montre une réponse avec un pic initial, puis des oscillations plus faibles
jusqu'a I'établissement.

En résumé, pour un systeme de la forme:

ng
G(s)=—5——n (2.43)
5%+ 2w, s + w;,
Les cas possibles de réponses indicielles sont groupés dans le tableau 2.1.

Tableau 2.1. Réponses indicielles d'un 2¢me ordre canonique.

Amortissement Pbles Réponse indicielle

¢=0 Py = jwy, Dy = —jw, y(t)=K(1—cos(w,1))

)21 :7Cwn+wn\l<271

S I = S Rl G Lt

¢=1 Py =P, = —w, )’(t):K(l—(l—l—wnt)e’“nt)
pr=—0q4+jwy

0<(¢<1 Py =—04— jwg y(t)=K(1—2e* cos(wt —cos ' ¢))

04 :Cwniwd = Wy \/1_42
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6.3 Caractéristiques de la réponse sous-amortie

Le comportement d'un systéeme du 2¢me ordre en régime transitoire et influencé par les
valeurs de ¢ et w, comme montré sur la figure 2.12.a. Pour quantifier ce comportement,

mhiiAriAiivrAa maAamiivrAan Annt AAFiniAA ffiAaiivAa N 1N I—])

0.1y HEr

0 t, t,
t

Figure 2.12. Caractéristiques de la réponse indicielle d'un 2¢ ordre (0 < { <1).

Temps de montée. le temps de montée ¢, est le temps de passage de la réponse de
10% a 90% de la réponse finale. Une approximation de ¢, est donnée par:

18 (2.44)

Wh

t

Temps du premier pic. Les valeurs de t, qui annuleront la dérivée y(t),
correspondent aux temps des maxima et minima de la réponse y(t). Pour calculer ces
instants, on constate que:

2 2
sY(s)=———n - %n . (2.45)
87+ 2w,stw,  wy (s+o0y) +w;

Comme y(t)=TL'[sY (s)], alors nous avons:

2
J(t) = e sin (w,t) (2.46)
Wa
L'expression de y(t) s'annule pour sin(w,t)=0, donc pour w,t, =km,k=0,1,2,... Ce
qui produit:

_kx

t, (2.47)

Wy

Les valeurs paires de k correspondent & des minimas et les valeurs impaires de k
correspondent a des maximas. Le premier pic (le maximum) a donc lieu pour k=1, donc:

t,=t,=— (2.48)
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Dépassement. La valeur maximale de la réponse indicielle a lieu pour t,. Soit, en
remplagant par ¢, dans I'expression de y(t) (2.41). ainsi:

Ymax = Y(t,) =1—€ " cos(w,t,) —Jd st sin (w,t, ) (2.49)
Wy

Comme sin(w,t,) =0, on obtient:

¢

Viax = 1—e cos(m) = l4e @ =1t+e *° (2.50)
Le dépassement maximal est défini comme:
D= Ymax ~ Voo (2.51)
Yoo
Avec y _ =lim, _ y(t)=1, on obtient:
— S
D= exp( H) 2.52)
Le dépassement relatif s’exprime comme un pourcentage de la valeur finale :
D% — D =100 xexp T%) (2.53)
ar
¢=01 -
0.2 Q
15¢
0.4
= 0.7
= 1
1
05F g}
0 L L ' GO 0:1 0:2 0:3 0:4 0:5 0:6 0:7 08 09 1

t(sec) ¢
Figure 2.14. effet de I'amortissement sur la réponse et le dépassement.

Pseudo période. C'est le temps qui sépare deux maximums successifs (ou deux
minima), soit:

Tp:tftl:ﬁfl:‘z—7T (2.54)

Wy Wy Wy

Temps d’établissement. C'est le temps au bout duquel la sortie vaut I'entrée indicielle
a 2% prés, soit:

y(t,)=1— e cos(wt, — ¢) = 0.98 (2.55)
Wy

Si, on utilise I'approximation w, cos(w,t, —¢)/w, ~ 1, on obtient:
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e 7 = e ¢t =(.02 (2.56)
Ce qui donne:
4
Cuw,

Cette équation est une estimation prudente du temps d’établissement, qui correspond a
celui trouvé pour les systemes du 1¢r ordre.

t,~

(2.57)

Exemple 16. Soit le systeme
80
G(s)=———
(s) s*+4s5+16
On veut déterminer le gain statique, le dépassement, la pseudo-période, le temps de
montée et le temps d'établissement.
Le gain statique est donné par:
_80 _
16

Par comparaison avec la forme canonique

lim, ,G(s) 5

2
G(S) Kuw;,

TS 2w+l
On obtient w? =16 = w, = 4rad /sec et 2(w, =4 =(=2/w, =0.5.
La pseudo-pulsation est w, = wnm = 3.4641rad / sec et la fréquence de décroissance
est o, = (w, = 2rad /sec .
Le dépassement est donné par:
D = exp(—moy /wy) = 0.16303 = D% =16.303% .
La pseudo-période est donnée par: vershoot (%): 16.3

time (seconds): 0.92
T,=2mr/w; =1.8138sec 2

le temps de montée est donné par:
t =1.8/w, =0.45sec

Systemn: G
Rise time (seconds): 0.41 |

ylt) Ime (seconds): 2.02

le temps d'établissement est donné par:

i i
i i
i i
i i

— — 0 1 2 3 4
t,=4/0, =2sec t (socards)

La réponse indicielle, du méme systéme Figure 2.15. Réponse indicielle de I'exemple 16.
pour un échelon d'amplitude 2 est tracée sur la figure 2.15. Matlab permet d'avoir
directement sur le graphe les caractéristiques de la réponse. Remarquez que les valeurs
produites par Matlab sont les valeurs exactes.

On peut calculer aussi, a partir du graphe, les grandeurs:

ko Yx—y0) 10
u,—u0) 2
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D= Ymax =Yoo _ 16.3-10 653
Yoo 10
2 2
(= (InD) _ (In6.3) 05055
7* +(InD) 7 +(In6.3)
T,=25-0.6=19sec
2T
Wy = ————= 3.83rad/sec
T,N1-¢

Remarquez I'erreur sur la valeur de w, qui est due a la mauvaise appréciation visuelle de
la pseudo-période T, .

7. Effet des zéros sur la réponse

Nous avons vu dans la section 2 que les zéros de la fonction de transfert affectent les
amplitudes des termes de la réponse temporelle, mais n'influent sur le type de la réponse.
Pour mesurer l'effet des zéros sur le régime transitoire de la réponse d'un systeme, on va
considérer I'ajout, a un systéme du 2éme ordre canonique, d'un zéro dans trois positions
possibles.

Exemple 17. Soit le systéme étudié dans I'exemple 16:

16
G = ——— )
(s) s*+4s+16 !
X V12
Le systéme posséde deux poles —2+ j/12 . G G ¢,
Pour étudier l'effet des zéros sur la - -+ -
réponse, on considére les cas suivants:
16(s+1) o
Gi(s)=——7—17
s“+4s+16 2)
1.6(s+10
Gz(S):#
s“+4s+16
3.2(—s+5)
G(s)=——=~
5(5) s’ +4s+16

La position du zéro ajouté dans chaque cas
est montrée sur la figure 2.16.a. Les

réponses indicielles des 4 systémes sont fos O

tracées sur la figure 2.16.b. LY

Remarquons que l'ajout d'un zéro a —1 a— : TS —
proche de la partie réelle des pbles —2 H(sec)
modifié largement la réponse du systéme b)

et un grand dépassement. Alors que I'ajout  Figure 2.16. Effet de I'ajout d'un zéro.

d'un zéro a —10 tres éloigné de la partie

réelle des pdles —2 modifié peut la réponse du systéeme. Dans le 3éme cas, I'ajout d'un
zéro positif & 5 un recule initiale dans la réponse du systéme et un dépassement plus
remarqué. Ce type de systeme est dit a déphasage non minimal.
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8. Systémes d'ordre supérieur a2 et péles dominants

Les formules développées pour le calcul du dépassement du temps de montée et du temps
d'établissement, ...etc., sont faite pour un systeme du 2éme ordre canonique sans z€ros.
Ce qui implique ces formules ne sont pas valables pour des systémes d'ordre supérieur a 2
ou des systémes avec des zéros. Toutefois, sous certaines conditions des systémes d'ordre
superieur peuvent étres rapprochés par un second ordre avec une paire de poéles
complexes dits pb6les dominants. Pour étudier la validité de cette approximation
considérons le systéme suivant :

2
aw

(S—i—oz)(SZ —I-ZCwHS-I—wi) (2:38)

G(s)=

Sa réponse indicielle est:
y(t)=1—Ae " —Be "' cos(wyt — @) (2.59)

La question qui se pose est sous quelle condition, on peut I'approximer par un 2¢ ordre:

2

w,
G(s)~ n (2.60)
(s) (Sz—i—ZCwnS—ﬁ—w,%)
Avec la réponse indicielle :
y(t)~1—Be ™ cos(wt — ¢) (2.61)
On peut remarquer que si a est proche de o,, alors I'effet du terme e ' sera bien

significatif sur le dépassement maximal et le temps de réponse. Pour que I'effet du terme
» ~0; ceci peut

—at

e a l'instant t, du dépassement maximal, il est nécessaire que e °

étres obtenu si a > 50, puisque au bout de cing fois la constante de le terme e '

éteint.

sera

Exemple 18. Soit le systéme du 2éme ordre canonique:
G(s) 16

T &P 14s+16
sa réponse indicielle est:

y(t)=1-1.155¢ 2 cos Jﬁt_%]
Considérons le systeme du 3éme ordre:
16
G (s)= > . . | | |
(s+1)(s* +4s+16) S I B

4 indici Figure 2.17. Approximation par 2 pbles dominants.
Sa réponse indicielle est: g pp par 2 p

1 1 16 1 1 3s—4
Y(s)==G,(s)=——— + =
1(s) s 1(s) s 13s+1 13(s42) +12

Soit:

Y1) =1-1.2308¢ * +0.32026¢ ** cos(v12t +0.76616
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Il est clair gqua linstant du pic maximal t,=7/w, =0.907, Il'amplitude de

1.2308¢ " = 0.5 n'est pas négligeable devant 0.32026e
systéme ne peut étres approché par un 2¢me ordre.

-2,

=0.0522, ce qui implique le

Considérons le systeme du 3éme ordre comme par la figure 2.17.

160

GZ(S): 2

(s+10)(s* +4s+16)
Sa réponse indicielle est:

1 1 4 1 1 155+100
V,(s)==G(s)==—75 - 2

s s 19s+10 19(s+2)" +12
Soit:

y,(t) =1—0.21053¢ 1% —1.3245¢ % cos(Jﬁt + 0.93224)

L'amplitude de e ' =0.00011 est faible devant e ** =0.16303, ce qui implique le
systéme peut étres approché par un 2éme ordre comme:

Yo(t) = 1-1.3245¢ * cos(V12t +0.93224)

Ceci est d{i au fait que le pdle -10 est 5 fois & gauche de -2. Ainsi, les poles—2+ j[12 sont
les pbles dominants du systeme. Ce résultat est confirmé par la figure 2.17.

Considérons le systeme du 3éme ordre comme par la figure 2.17.

6,(5) = 145.45(s + 1.1)
(s+1)(s+10)(s* +4s+16)

Sa réponse indicielle est:

1 1 0.12432 0.18926 0.6864s+4.7626
Y;(s)==Gs(s)==— = S
s s s+1 s+10.0 s°+4s+16

Soit:
y5(t) =1—0.12432¢~" —0.18926e " —1.1953¢ % cos(Jﬁt f0.95909)

L'amplitude de e " est faible comme

Poles et zéros

déja expliqué. I'amplitude de < —50, Poles Jw
0.12432¢™% =0.05 est faible devant \ dominants\g L
1.1953¢ % = 0.2 ; ceci par la présence du ,/”i\\ ," \

zéro & —1.1 trés proche du pdle —1 et qui N /d_:_f__’”
compense son effet. Ainsi, le systéme peut ~ - Compensation '\x,' 1.
étres approché par un 2éme ordre comme: pole-zéro Y '

2
y5(t) ~1-1.1953e tCOS(*/ﬁt*O'QSQOQ) Figure 2.18. Conditions de validité de

i i i . I'approximation par 2 p6les dominants.
Ces résultats sont résumeés sur la figure

2.18.
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