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Chapitre 1

Introduction aux transferts thermiques

1.1 Les différents modes de transferts :

Lorsque deux systémes sont a des températures différentes, le systeme le plus chaud cede de
la chaleur au plus froid. 1l y a échange thermique ou encore transfert thermique entre ces deux
systemes. Cette situation se rencontre dans de nombreuses situations industrielles (moteurs
thermiques ou méme électriques, centrales électriques au fuel au gaz, etc..., électronique) ou
domestique (chauffage de I’habitat). Un transfert d’’energie donne lieu a un flux de chaleur
qui correspond a un déplacement de 1’énergie du plus chaud vers le plus froid. Comme on le
verra par la suite, le flux de chaleur dont la densité locale est notée @ est une grandeur
vectorielle, ce qui signifie qu’un flux de chaleur est caractérisé non seulement par son
intensité mais aussi par sa direction. Il est défini en chaque point de I’espace et a I’unité d’une
densité surfacique de puissance (W/m2). Il existe trois modes essentiels de transferts de
chaleur: la conduction, le rayonnement et la convection.

1.1.1 La conduction :
On sait que la température est une fonction croissante de 1’agitation moléculaire dans un

corps, qu’il soit solide, liquide ou gazeux. Considérons pour I’instant un corps solide au sein
duquel la température varie. L’agitation moléculaire élevée de la zone chaude communiquera
de I’"energie cinétique aux zones plus froides par un phénoméne appelé conduction de la
chaleur.

La conduction est un phénomeéne de diffusion qui permet donc a la chaleur de se propager a
I’intérieur d’un corps solide.

Il en est de méme pour un liquide ou un gaz mais on verra par la suite que pour eux, la
convection est un autre mode de transfert de chaleur possible. Notons enfin que la conduction
de la chaleur n’est pas possible dans le vide puisqu’il n’y a pas de support moléculaire pour
cela.

1.1.2 Le rayonnement :
La chaleur du soleil frappe pourtant notre planéte alors qu’il n’y a aucun support solide,

liguide ou gazeux au dela de 1’atmosphere terrestre. Ceci signifie donc que 1’’energie
thermique peut tout de méme traverser le vide. Ce mode de transfert s’appelle le
rayonnement. 1l correspond a un flux d’ondes électromagnétiques émises par tout corps,
quelle que soit sa tempeérature. Comme on 1’imagine, le rayonnement électromagnetique est

d’autant plus élevé que sa température est grande.
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Comme pour la conduction, ce sont les intéractions entre atomes et molécules qui sont a
’origine de ce rayonnement. Elles peuvent le générer, ce qui diminue leur énergie, ou encore
I’absorber, ce qui I’augmente. De par sa nature, le rayonnement n’intervient que dans les
milieux transparents (gaz, verre, vide) ou semi-opaque (gaz + fumées de CO2, gaz + vapeur
d’eau).

1.1.3 La convection :
Un débit ou une circulation de liquide ou de gaz peut transporter avec lui une certaine

quantité d’énergie thermique. Ce transport de chaleur porte le nhom de CONVECTION
thermique. Ce transport de 1’énergie par un écoulement est analogue au transport d’autres
quantités scalaires (non vectorielles): transport d’une concentration de sel par de I’eau,
transport de I’humidité par I’air, ... On retiendra donc que dans la convection, la chaleur se
sert du fluide comme vehicule pour se déplacer.

Sans entrer dans les détails, notons qu’il existe deux types de transferts convectifs:

« La convection forcée dans laquelle 1’écoulement du fluide est forcé par un dispositif
mécanique quelconque (pompe ou gravité pour un liquide, ventilateur pour de I’air).

» La convection naturelle: lorsqu’il existe une différence de température entre deux points
d’un fluide, le fluide chaud, qui aura une masse volumique plus faible que le fluide froid aura
tendance a monter sous 1’effet de la poussée d’ Archimede.

Il y aura ainsi circulation naturelle du fluide sous 1’effet de la chaleur qui, par ailleurs, sera
transportée avec lui: on parle de convection naturelle. Si 1’on prend I’exemple d’un chauffage
domestique, I’eau chaude qui arrive dans les radiateurs circule par convection forceée,
entretenue par le circulateur (petite pompe située dans la chaufferie) tandis que I’air des
pieces de la maison circule par convection naturelle depuis le radiateur autour duquel il
s’échauffe jusqu’au plafond vers lequel il s’éléve avant de redescendre pour former un circuit
fermé.

En convection on caractérise le flux de chaleur @ qui est extrait par le fluide de température
To d’une paroi de surface S a la température Tp par :

® =h.S.(Tp — Tp)
Ou @ est en Watt, S en m?, T en Kelvin et ot h désigne le coefficient d’échange entre la paroi
et le fluide (en W.m2.K™).

1.2 Combinaison des différents modes de transferts
Dans beaucoup de situations, il y a coexistence de 2 ou méme 3 des modes de transferts

thermiques décrits précédemment.
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Fort heureusement, il est fréquent qu’'un mode soit prépondérant et simplifie 1’analyse.
Avant de finir ce paragraphe, signalons que certains échanges de chaleur s’accompagnent
d’un changement d’“etat (vaporisation, condensation, fusion, congélation).

Ces phénomenes se comportent alors comme une source (ex. de la condensation) ou un puits

de chaleur (ex. de la vaporisation).
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Chapitre 2

La conduction de la chaleur
2.1 Laloi de Fourier :
Rappelons que la conduction est le seul mode de transfert de chaleur possible dans un

solide (sauf pour quelques solides transparents comme le verre qui laissent passer un
rayonnement électromagnétique). C’est un mode de transfert sans transport de matiere.

2.1.1 Définitions :
» Température T: elle se définit en chaque point d’un corps liquide, solide ou gazeux. C’est

une fonction scalaire de I’espace et du temps lorsque le probléme en dépend (probléme
instationnaire). L unité de température est le degré Kelvin [K] ou encore le degré Celsius [C].
« Flux de chaleur®: c’est la quantité de chaleur qui traverse une surface S par unité de

temps:
o= 2 en Watt
dt

« Densité de flux: elle représente la puissance qui traverse 1’unité de surface.
Pour une surface perpendiculaire au flux de chaleur :
dd

ds
Si le flux est homogene en tout point de la surface alors :

<P=§

@ S’exprime en W.m 2,
Pour une surface dont la normale 7 est orientée de maniére quelconque par rapport au flux
(Figure 2.1) alors :
d® = @.n.dS=¢.dS. cosa

Le flux & travers une surface quelconque s’ “ecrira donc :

@:J 3.7.dS
S

L’exemple de la Figure 2.2 illustre I’importance de ’orientation de la surface par rapport a
la densité de flux : soit un solide carré dont les deux faces (ABCD et EFGH) sont maintenues
a une température constante (respectivement T* et T-) et dont les 4 autres sont isolées @ (par
de la laine de verre par exemple). Un flux de chaleur @, circulera de la face ABCD vers la

face EFGH. En tout point du cube, la densité de flux ¢ est donc parallele a Ox et vaut :
D

$=75
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Le flux a travers les 4 faces isolées est nul. Comme on le verra par la suite, s’il n’y a pas de
sources de chaleur internes au cube, le flux de chaleur se conserve. Ainsi, si I’on calcule le

flux @, qui traverse la surface diagonale DCEF inclinée a 45° on trouvera ®,= @,.

a’Z’_\o( ,
45 7

Figure 2.1 : Densité de flux de chaleur a travers une surface élémentaire
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Figure 2.2 : L’importance de I’orientation de la surface par rapport a la densité de flux
« Surface isotherme : si dans un milieu on reléve les températures en tout point a un instant
donné et qu’on relie entre eux les points de méme température on obtient des surfaces

isothermes en 3D et des lignes isothermes en 2D (voir Figure 2.3).
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2.1.2 Enoncé de la loi de Fourier :

Considérons a nouveau le montage de la figure 2.2. Imposons une différence de température
T"— T = ATo entre les deux faces non isolées : un flux de chaleur ®, circulera. Doublons
cette différence de température : un flux égal a 2d,, circulera alors. Pour une valeur donnée de
I’écart de température, remplacons le cube par un matériau différent. La valeur du flux en sera
affectée. Ceci donne I’intuition que le flux qui circule par conduction est proportionnel a la
différence de température et a I’aptitude du matériau a conduire la chaleur.

En 1811, Fourier propose une formulation locale de cette loi, donc valable en tout point :

@ =—-AgradT
qui relie la densité de flux @ en W.m2 & la conductivité thermique A du matériau (W.m 1.K™?)
et au gradient local de température. Le signe — de la loi de Fourier résulte d’une convention
qui rend positif un flux de chaleur s’écoulant du chaud vers le froid, donc dans le sens d’un

gradient négatif.

Cette loi est I’analogue thermique de la loi ’Ohm : J= ¢.E = g.grad V ol J est la densité
de courant électrique, o la conductivité électrique du metal et V le potentiel électrique. Le flux

thermique est 1’analogue du courant électrique et la température est 1’analogue du potentiel

d’un conducteur de longueur |

vl

électrique. Comme on definit la résistance électrique R, = -

et de section S, on définit la résistance thermique par :

R = 11
th — AS
Telle que AT = Ryp,. @
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2.1.3 Orthogonalité du gradient et de ’isotherme :

Considérons le dessin de la Figure 2.4. Entre les points M et M’ distants de dM, la
différence de température vaut :dT = gradT.dM

Si I’on place le point M’ sur la méme isotherme que M, on obtient : WW = 0 ce qui
signifie que le gradient de température en chaque point est perpendiculaire a 1’isotherme
passant par ce point. On en déduit aussi que les lignes de flux &sont elles aussi
perpendiculaires aux isothermes. Ceci permet de définir la notion de tube de flux. Sur la
Figure 2.5 les courbes fermées C1, C2, Cz appartiennent aux surfaces isothermes Ty, T2 et T3
et sont liées entre elles par une méme ligne de flux. Les lignes de flux étant par définition des
surfaces adiabatiques (aucun flux ne les traverse), les surfaces Ci1, C2, Cz sont donc traversees
par le méme flux. Le tube ainsi formé s’appelle un tube de flux. Il laisse passer un fluxd. On
peut définir la résistance thermique Rth de ce tube entre les isothermes T1 et T, par exemple,
telle que :

Ti—T2=Rth. ®
Cette loi est I’analogue de la loi d’Ohm : AV = R,.]

—) -
94_;\0{1

Figure 2.4: Gradient de température

-

Département de Génie Mécanique Cours Transfert Thermique  Dr Tayeb OUKSEL



%, ) 8!

e

T mcm Te,
A me S

Figure 2.5: Définition d’un tube de flux.

2.2 La conductivité thermique :
2.2.1 Généralités :
La conductivité thermique A (souvent notée k dans les pays anglo-saxons) exprime, de par

sa définition, I’aptitude d’un matériau a conduire la chaleur.

Définition : la conductivité thermique est le flux de chaleur qui traverse une surface unité

pour un matériau soumis a un gradient de température égal a I’unité.
La conductivité thermique s’exprime en W.m1.K-1,

La conductivité thermique dépend de :

- Lanature physico-chimique du matériau
- Lanature de la phase considéree (solide, liquide, gaz)
- Latempérature

- L’orientation dans les matériaux anisotropes
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Tableau 2.1 : Ordre de grandeur de la Conductivité thermique a température ambiante (20°C)

Type de matériau Conductivité thermique 4 (W.m1.K?)
Gaz a la pression atmosphérique 0.006-0.18

Matériaux isolants 0.025-0.25

Liquides non métalliques 0.1-1.0

Solides non métalliques 0.025-3

Liquides métalliques 8.5-85

Alliages métalliques 10-150

Métaux purs 20-400

La conductivité thermique dépend de la température lorsque 1’on considére des plages
étendues de température. Dans ce cas on pourra cependant souvent considérer une variation

linéaire avec T, sous la forme : 1 = A,. (1 + b.T)
Ou : A, désigne la conductivité a T=To et b est une constante expérimentale.

La dépendance en température de différents matériaux est illustrée dans la figure ci-dessous
(Fig 2.6), (extraite de J. Crabol — transfert de chaleur- ed. Masson 1989).

Dans la suite de ce cours on considérera systématique la conductivité thermique A comme un

scalaire constant ce qui revient a se placer dans le cas de matériaux homogenes et isotropes.

Cette simplification n’est cependant pas abusive car il est souvent difficile de procéder
différemment et méme dans le cas de matériaux typiquement inhomogénes (béton par

exemple) on considere une conductivité moyenne appelée conductivité effective.

2.2.2 Matériaux anisotropes :
Certains matériaux ont une structure qui rend la conductivité thermique différente selon la

direction de propagation de la chaleur. C’est le cas des matériaux fibreux par exemple (fibre
de verre, fibre de carbone). Dans ces matériaux, qu’on appelle anisotropes, le flux de chaleur

aura donc une direction privilégiée.
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Fig. 2 - Conductivité thermique.
Fig 2.6 : Conductivité thermique de différents matériaux en fonction de la température
(Extraite de J. Crabol — transfert de chaleur- ed. Masson 1989)

2.3 Equations générales de la conduction :

Considérons un solide de volume V. Soient y = p.c  sa chaleur volumique, A sa
conductivité thermique, et p la puissance générée par unité de volume due aux sources

internes.

Les caractéristiques thermiques vy et A peuvent étre fonction du point considéré et de la

température en ce point. De plus, p peut étre une fonction du temps.
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2.3.1 Bilan énergétique :

On applique le premier principe de la Thermodynamique a un volume fini v, de surface S,

contenu dans V (voir Fig.2.7)

Avec les conventions habituelles, on Compte positivement les énergies recues par ce
systtme. 7 Etant la normale extérieure a la surface S, la puissance algébrique recue par v,
traverse S dans le sens opposé de 72, d’ou I’expression de la puissance échangée sur la surface

limite S.

Sl

/

Sy

Fig.2.7 : Bilan énergétique appliqué a 1’élément de volume v

La puissance générée par les sources internes est donnée par 1’intégrale.

f p.dv
14

Le solide considéré étant indéformable, seule la variation de la température intervient dans
I’expression de la variation instantanée d’énergie interne, Soit :

dU_J or
ac ), Vac®

L’équation traduisant le premier principe s’écrit alors :

- - aT
[y —@.1ids+ [, p.dv=[, y.—.dv
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La formule d’OSTROGRADSKY permet de transformer I’intégrale de surface en

intégrale de volume :

f (Z)’.?ld5=f divg'dv

S v

On obtient alors :
f [ divg + aT] dv=0
) ivg +p—vy. ik v=

v étant un volume arbitraire de V, on a donc en chaque pointde V :

L
dlv<p+y.§— =0

2.3.2 Equations de la chaleur pour un solide homogéne et isotrope :

Pour un solide homogéne et isotrope, les caractéristiques thermiques A et y=p.c ne

dépendent que de la température.
La derniere équation s’écrira alors sous la forme ci-dessous:
_ - oT
—div|A(T). gradT] + y(T).E —p(M.t) =0
Ou encore en introduisant la diffusivité thermique du solide :

2 m?
D == (™/s)

AT 1 0T 1—d)T dA —d)TZ
———+X.(gra ).ﬁ.(gra )+

p(M,t,T) 0
D,, ot B

A

A fin de linéairiser cette derniere égquation, on suppose que caractéristiques thermiques A et
y=p.c sont indépendantes de la température et que la puissance volumique p générée au sein

du solide est une fonction linéairede T.c-a-d : p = A(M,t) + B(M, t).T

2.3.3 Différentes formes de I’équation de la chaleur :

Pour un solide de caractéristiques thermiques A et y=p.c sont constantes et pour lequel la

puissance volumique p est indépendante de la température, on obtient 1’équation linéaire

classique de la chaleur :
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1 T pM,t)
AT — —.—+ =0
Dy, Ot A
1/ Milieu avec sources internes, en régime permanant :
AT + 2 ~0 (Equation de POISSON)

2/ Milieu sans sources internes, en régime permanant :

(Equation de LAPLACE)

3/Milieu sans sources internes, en régime variable :
o LT
T

(Equation de FOURIER)

2.4 Expressions analytiques de I’équation de la chaleur :

En introduisant les expressions du laplacien A en coordonnées cartésiennes, cylindriques et

sphériques, on obtient respectivement les équations suivantes :

1- En coordonnées cartésiennes : (x,y, z, t)

0%T 09°T 0°*T 1 9T p(x,y,zt)
ot — 2 P g
dx? 0y? 0z?> Dy Ot A

2- En coordonnées cylindriques : (7, z, t)

0*T 1 90T o%*T 1 T p(r,z,t)_o

oz Vv ar T2 Dy, ot A

3- En coordonnées sphériques : (7, t)

62_T 20T 1 0T p(r,t)=

or?2 r or Dy 0Ot A

0

2.5 Conditions aux limites spatio-temporelles :

L’équation générale de la chaleur traduit ,par une relation entre les variables x,y,z,t et la
température ,le mécanisme du phénomeéne conductif, en tout point de coordonnées x,y,z a tout

instant t.

Cette équation aux dérivées partielles, linéaire, du deuxiéme ordre, admet en principe une

infinité de solutions, faisant intervenir des constantes ou des fonctions arbitraires. Mais cette
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équation phénoménologique n’a de sens physique que pour de conditions définies .Ces
conditions sont les causes qui déterminent 1’évolution du phénomeéne. En effet, 1’équation de
la chaleur décrivant un phénomene irréversible, ceci implique que le milieu considéré a été
soumis a un instant initial a une rupture de son équilibre thermique. Il est alors necessaire de

connaitre la répartition initiale des températures en tout point du milieu et aussi la loi de

oT

variation de la fonction T ou/et, de sa dérivée normale ™

sur la surface frontiére.

2.5.1 Conditions initiales :

La distribution des températures a 1’intérieur du solide et sur sa surface est supposée connue

a I’instant t=0 c-a-d : T(X,y,z,t=0)=To(X,y,z)

2.5.2 Conditions aux limites (Conditions aux surfaces) :

Les conditions que I’on impose sur la surface fronti¢re c-a-d a la paroi du solide pour t>0,
seront affectées de 1’indice p. Elles sont la traduction mathématique des conditions physiques

réelles.

1-Température imposée : (Condition de DIRICHLET)

La température est une fonction donnée du point Mp sur la paroi et/ou du temps : Tp=Ff(Mp ,t)

2- Densité de flux imposée : (Condition de NEUMANN)

La densité de flux thermique est une fonction donnée du point Mp sur la paroi et/ou du

temps, soit algébriquement :

= —A aT) = f(M,,t
= '(anp_(p’)

. T f s .
Ou (%) = dérivée normale de T, calculée a la paroi
p

Remarque : Si le corps est thermiquement isolé, la densité de flux est nulle en tout point de

sa surface (adiabaticité).

3 Transfert linéaire a la surface et condition mixte : (Condition de FOURIER)

La densité de flux traversant la surface frontiére est proportionnelle a la différence de

température entre la paroi et le milieu environnant, soit :
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0=— .(g—i)pzh.(Tp—Too)

4- Transfert de chaleur par rayonnement :

Un corps de température absolue Ty, placé dans une enceinte a la température absolue T,
échange avec celle-ci la densité de flux thermique :
@ =A.o. (T} —Ty)
Ou A= parametre qui tient compte des propriétes radiatives, émissivité, des corps en présence

et de la géométrie des diverses surfaces et de leurs aires.

oT

@ =—A\ <%> =A.o. (T} —T))
p

5- Transfert de chaleur a Pinterface de 2 solides de natures différentes :

Lorsque 2 solides de conductivités respectives A; et A, possedent une frontiere S

commune, la conservation du flux s’écrit :

A.gradT; = A,. gradT, sur S

Remargue : Dans le cas d’un contact parfait (égalité des températures des 2 corps a

I’interface S):

T,=T,
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Chapitre 3

Conduction en regime permanant

En régime permanant, la température en chaque point du milieu est indépendante du temps
.L’équation générale se réduit a I’équation de POISSON (conduction vive) dans le cas ou le
milieu comporte des sources internes, ou a I’équation de LAPLACE (conduction morte) pour

un milieu sans sources.

3.1 Mures simples, murs accolés, murs composites, résistances thermigues conductives et
convectives

Le mur simple est un milieu limité par 2 plans paralleles, dans lequel la chaleur se propage

uniquement suivant la normale a ces plans. 7 = 7.(Fig 3.1).

T T+dT

3Q

~

Fig 3.1 : Mur simple

Le gradient de température est porté par cette normale.

e (GT) L <6T) %_dT R
gradT = . M= x .L—dx.l

Les isothermes (T=Cste) sont des plans paralleles aux faces. Un tel champ thermique est
unidimensionnel (la température n’est fonction que de x : T=T(X))

3.1.1 Cas d’un mur simple a faces isothermes :

Les parois du mur sont maintenus a des températures Ti et T2 uniformes, constantes et

connues ( Fig 3.2).
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T,

x=0 x=e

T,

Fig 3.2 : Mur simple a faces isothermes

Le systeme fondamental donnant la température est donné par :

d?*T _ 0
dx?
T(x = O) = T1
T(x=e)=T,

En intégrant une premiere fois, on obtient le gradient de température :

ar _ Cste = A
7, = Cste =
T(X)=A.x+B

Les constantes d’intégration A et B sont déterminées a partir des conditions aux limites.

(T - Tv)
e

A=

B=T1

T(x) =(Tze+m.x+T1

Si T1>T> la densité de flux ¢ s écrit :

Q= Agrad T = —A 1
g 'dx'l
(2 1)<O

dx e
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Donc ¢ est orienté dans le sens des x positifs (dans le sens de 7). C’est-a-dire dans le sens

de la propagation de la chaleur.

§ =2
Donc, le flux de chaleur s’écrit :

AT —T) . AS(T,—Ty)
_— .S =

=3.5S= .
p=0 e e

Or d’apres la définition de la résistance thermique on a :

|AT = Rth,conduction dumur- 9 |

N . _ e
D’ou : (Rt conduction du mur = s

Exemple d’application :

- Calculer le flux traversant une vitre de 1 m? de surface et de 3,5 mm d’épaisseur. La
température de la face interne de la vitre est égale a 10°C, celle de la face externe est égale a
5°C.

- En déduire la résistance thermique de la vitre ?

- Pour les mémes températures de paroi, calculer le flux traversant un m2 de mur de briques de
26 cm d’épaisseur. En déduire la résistance thermique ?

Donnees :

Conductivité thermique du verre : Ay = 0,7 W.m-1.K-!

Conductivité thermique des briques : Ap = 0,52 W.m-1.K-1,

Réponse :

Flux traversant 1mz2 de vitre :
_A5.(6,-6,) 07.1.(5-0)

Doerre = e ~ 735103 = 1000 W

Résistance thermique d’1m? de vitre :

(6, —6;) (10-15) _ _ _ e 351073
Ryerre = & = 1000 =5.10"3 C.W™ 1 ou bien R, orre ZEZW
=5103 c.w1
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Flux traversant 1m? de mur de briques :
_A.5.(6,-6,) 0521.(10-5)

¢briques - e 0,26 =10W
Résistance thermique d’1m? de mur de briques :
6,—06,) ((10-5) _ ) e 0,26 _
Ririques = P T 0,5 C.W~" ou bien Ryyigqyes = 1S - 0521- 05 Cc.w1

Analyse des résultats : Pour une méme surface et un méme écart de température, le flux

perdu par la vitre est 100 fois plus élevé que celui perdu par le mur de briques dont la

conductivité est plus faible et dont 1’épaisseur est beaucoup plus élevée que celle de la vitre.

3.1.2 Cas d’un mur simple en contact avec 2 fluides :

Considérons un mur en contact avec 2 fluides de température constantes Toy; €t Tep : (0N

suppose que Tw; > Te, ) (Voir Fig.3.3).

T Ty
K2
K1
< = >
Tool Too2
int érieur extérieur
A
vitre

Fig 3.3 : Mur simple en contact avec 2 fluides

Entre les parois du mur et les 2 fluides s’établit un échange convectif. Le probléme est
unidimensionnel, la conservation du flux se traduit par 1’égalité¢ des flux : cédé par le fluide

chaud au mur, traversant le mur, et recu par le fluide froid.

(T, — T7)

Ou encore :
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To1—T) (1 —T)  (Tz = Twp)
¢ = 1 N L N 1
Rer R Rez

On définit ainsi les résistances thermiques convectives Rc semblables a la résistance

thermique conductive (R = ik telle que :

RCl ES et RCZ = —

L’équation permet d’exprimer le flux échangé entre les fluides 1 et 2 en fonction des
températures des fluides, des caractéristiques du mur et des coefficients d’échange

convectifs :

_ (Tool - Tooz)
(Rcl + R+ Rcz)

¢

Cette derniére équation traduit I’analogie avec la loi d’Ohm pour 3 résistances en série.

Le coefficient global d’échange « k » entre les 2 fluides a pour expression :

1

k =
(R;1 + R+ R,,).S

La température en un point d’abscisse « x » est donnée par :

B _ X (Tool - TooZ)
Tt = TG = [Rey + R0 = |Rex + 7 "Re1 + R+ Rey)

Ou encore :

X (Tool - TooZ)

T(x) =Ty — |Rpy +—].
) 1 [C1+/1.S (R;1 + R+ Ry)

3.1.3 Cas des murs accolés en contact avec 2 fluides :

Considérons plusieurs murs simples accolés, d’épaisseur e; , de conductivité A4; , en
contact parfait. Les faces extrémes sont en contact avec 2 fluides a des températures To,;
et To, (voir Fig.3.4)
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L 5555;5; . /

Fig.3.4 : Murs accolés en contact avec 2 fluides

Par un raisonnement identique au précédent on obtient de méme :

(Too1=Too2) e
= avec . R
¢ (Re1+Z, Ri+Rc2) Ai.s

Et

T(x) = Tooy — |R +ZR-+ i Ton = Teo2)
ot °t =1 ' /11'-5 .(Rcl + Z?:lRi + Rcz)

Exemple d’application : Etude des pertes par conduction a travers un double vitrage.

Un double vitrage est constitu¢ de deux plaques de verre séparées par une couche d’air sec
immobile (Fig 3.5). L’épaisseur de chaque vitre est de 3,5 mm et celle de la couche d’air est
de 12 mm. La conductivité thermique du verre est égale a 0,7W.m".°C" est celle de I'air est de
0,024 W.m1.°C* sur le domaine de température étudié. Pour une chute de température de 5°C
entre les deux faces externes du double vitrage, calculez les pertes thermiques pour une vitre
de 1m?,

Note : Ce calcul néglige 1’effet du coefficient de convection de part et d’autre de chaque
vitre). Comparez ces pertes thermiques a celles qui seraient obtenues avec une seule vitre

d’épaisseur égale a 3,5 mm.
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eul
£ o
Hint -Bext = 5=
AV o= 0,7 WmE?
ha = 0,024 WWE?
ATR AT
=11
NS g,= 12 mm M
3,5 mm 3,5 mm

Fig.3.5 : Les pertes par conduction & travers un double vitrage

Réponse :

Le double vitrage est constitué de trois résistances thermiques en série.

Le flux traversant ce double vitrage est donné par :

b = (eint B Hext) _ (Bint B Hext) _ (eint B eext) _ (gint - eext)-s
R " R,+R,+R, _fv_, € , & =, €
tot e ST LSS 47,12,
B 5.1 _o8w
¢= 2.3.1073 + 12.10-3 7
0,7 0,024

Donc : daounie vitrage — 9,8 W

Remarque sur le profil de température (voir Figure 3.5) :

La résistance thermique de la lame d’air est 100 fois plus élevée que celle de chaque vitre, la
chute de température dans 1’air sera 100 fois plus élevée que dans chaque vitre, c-a-d :
Oint — 0,1 = Ry,.¢ = 0,005.9,8 = 0,049°C
0,1 — 0, = Rs. ¢ =0,5.9,8 =4,9°C
0,2 — Bext = Ry.¢ = 0,005.9,8 = 0,049°C

Comparons le flux traversant le double vitrage a celui traversant une seule vitre en verre

pour une méme surface et une méme différence de température.
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Bit — Oot) Ay S 0,7.1
1 seute vitre = G R, = (Oint — Oext) = WS = 1000 W

v

Conclusion : Si on considére uniquement les échanges par conduction (on verra au chapitre
suivant que le résultat est modifié du fait des échanges par convection), le double vitrage
permet de réduire 100 fois les pertes thermiques a travers la vitre. Ceci est surtout dd a la
résistance thermique tres élevée de la couche dair car l'air a une faible conductivité

thermique.

3.1.4 Cas d’un mur ou la conductivité varie avec la température :

Si la gamme des températures rencontrées dans un probléme de conduction est telle que les
valeurs de A1 sont différentes d’une extrémité a 1’autre de cette gamme on ne peut plus faire
I’hypothese de A constant.

Dans ce cas, on peut faire I’approximation que la conductivité thermique varie linéairement
avec la température, soit 1 = 4,.(1+ b.T) avec A, la conductivité a T=0, et b dépend du
matériau.

Pour un mur, probléme unidimensionnel, il faut alors revenir a I’équation générale de la

conduction dans le cas d’une conductivité thermique non uniforme :

d (, dT : _ - ar _
— (/’L E) =0  (Conduction morte p=0, en régime permanent i 0)
d daT
E(AO. (1+b.7).5) =0

/10.(1+b.T).Z—:= E

Ao.b.T?

Ao.T +222

=FE.x+D

Les constantes E et D se déterminent expérimentalement.

La distribution des températures est donc paraboligue au sein du mur.

mur

n
- )
O Ll
o
—

Fig 3.6 : Mur simple a faces isothermes mais a conductivité thermique variable
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On peut résoudre le probléme en considérant deux conditions de Dirichlet :

T=T1 T1>T>
=T,

x=0
X=€
b.T?

Qui conduisenta D = A,. (T1 + T) etE = %" [g (T} —T?) + (T, — Tl)]

En reportant dans (1) et en exprimant T(X) on tire :

TGO = -2 4 \/(EJFTI)Z L 2Ex

b b b. A4

Trois cas sont a envisager : b>0, b=0 et b<0

b=0: A = A, : cas linéaire entre T1 et T> (cas déja traité)
b>0 : concavité vers le haut (voir Fig 3.6)
b<0 : concavité vers le bas (voir Fig 3.6)

3.2 Cylindre et sphére creux a surfaces isothermes :

3.2.1 Cas d’un cylindre creux a surfaces latérales isothermes :

Considérons un cylindre creux de trés grande longueur par rapport aux rayons intérieur Ry et
extérieur R2 (L >» R, et L>R, ) et dont les surfaces cylindriques sont a des
températures uniformes et constantes T1 et To. Les isothermes sont des surfaces cylindriques
coaxiales, le gradient de température est radial, le probléeme a 2 dimensions géométriques

mais la température n’est fonction que du rayon « r ».

=
2

Fig 3.7 : Cylindre creux a surfaces latérales isothermes
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Le systeme fondamental s’écrit donc :

d*T 1 dT

T rar
T(Rl) =T
T(Rz) =T,

dar . ys . copr . .
En posant u = — > on obtient 1’équation différentielle du premier ordre suivante :

M u=0
T.dr u=

Dont la solution est u = g fournit apres intégration, I’expression de la distribution radiale des

températures :
C
T(r) = f?.dr = C.Inr + InD = In(D.7%)

Les constantes d’intégration C et D sont déterminées a partir des conditions aux limites sur
R1 et Ra.

Soit finalement :

T, —-T T
T(T) = T1 + % In (R—)
m(m)
2
On déduit de la loi de Fourier la densite de flux :
dT (T, -T,) 1
Pr = _AE = — m;
(g,
T, —T
¢ =2.mr.L.o, = 2.7T.L./1.(1—RZ)
Ry
in(z2)
D’ou la résistance thermique du cylindre creux :
R
In(=L
_" (Rz)
2.m.L.A

Cas patrticulier : (Cas d’un cylindre mince)

Si le cylindre est mince, d’épaisseur « € », en utilisant I’approximation (1 + Ri) ~ Ri , les
1 1

résultats précédents se simplifient en :

A R
Py = ;-(Tl - Tz)-T1

2.m.L.Ry. A
et ¢ =f-(ﬂ —T,)
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Application :

I s’agit du cas courant d’isolation thermique de canalisations. A titre d’exemple citons les
canalisations d’eau de chauffage central que I’on calorifuge dans les parties froides (caves,
sous-sols) des habitations.

Considérons un tube cylindrique de rayon ri, re. Supposons qu’autour de ce tube soit placé
un isolant de rayon extérieur r et de conductivité thermique A.

A D’intérieur de la canalisation, un milieu (eau par exemple). A I’extérieur de la canalisation
calorifugée, de I’air ambiant caractérisé par un coefficient de convection rayonnement noté K

et une température T, .

Fig 3.8 : Calorifugeage d’une canalisation dans I’air

La résistance thermique du systéme est :

R = Reau + Rcanalisation + Rcalorifugeage + Rair extérieur

L’ensemble R4y + Regnatisation €St CONstant et sera notéR,,.
La résistance totale peut donc s’exprimer par :

In (é) + 1

2.mAL K.2.mr.L

R=Ry+ (L : longueur du tuyau)

Examinons comment varie R avec le rayon extérieur du calorifugeage. Pour cela on étudie
la fonction R(r).

dR_ 1 1 1 1 1 ( A)
r K

dr 2.nlr K2mrlLr: 2maLre\l
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dR _ A
E_O Si r_E_rcrit

rerit €St appelé rayon critique, il correspond a une résistance thermique extrémale.

D’ou

dR _ 1

On a donc dr  2mwALr?’

(T - rcrit)

., dR . dRr .
SO'tE >0 sir>71,;p et - < 0 si r <ty

Cependant il faut faire attention que le calorifugeage est une épaisseur surajoutée a la
conduite, on a donc forcémentr, <r <.

2 cas peuvent alors se produire en fonction de la valeur prise par le rayon critique par rapport
are
. dR . .
1. Sirgy <1.(<T) i 0 . C’est le cas des grosses conduites. Le calorifugeage

conduit « naturellement » a une augmentation de la résistance thermique d’ensemble.
Il est donc efficace.

2. Sirgy =1, Lorsque

o r<r<r, c:']I_R<o R décroit avec r
r

o r>r, ‘(’j_R>o R croit avec r
r
R zone ou le zone ou le
calorifugeage est calorifugeage
nuisible devient utile
>
re IrC g r

Fig 3.9 : Variation de la résistance thermique totale R avec le rayon extérieur du
calorifugeage
Conclusion : Pour calorifuger, il faut augmenter la resistance thermique. Si le rayon externe
du calorifugeage est inférieur a rerit, il est non seulement inutile, mis nuisible d’ajouter un

calorifugeage. En fait comme I’illustre la figure ci-dessus, il faut largement dépasser rerit avant
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que le calorifugeage ne devienne utile. C’est le cas classique des calorifugeages de petites
conduites.

3.2.2 Cas d’une sphére creuse a surfaces latérales isothermes :

Ce probleme est semblable au précédent. Une sphére creuse, de rayons intérieur Ry, et
extérieur Rz, a ses surfaces limites a des temperatures uniformes et constantes T1 et To. Les
isothermes sont des sphéres concentriques. La température n’est fonction que du rayon « r ».
Le systéme s’écrit donc :

(dZT 2 dT

—+-.—=0

{dr2 r dr
T(R1) =T
T(Rz) =T,

dr . , . opr s : .
En posant u = — > on obtient I’équation différentielle du premier ordre suivante :

du

2.u=0
dr+ u

r.

. C - Y . . . . . .
Dont la solution est u = = fournit aprés intégration, I’expression de la distribution radiale
des températures :
B
T(r)=A+—
r
Les constantes d’intégration A et B sont déterminées a partir des conditions aux limites sur
R1 et Ra.
T,=A+= etT, =A+—
Ry R,

Soit finalement :

G-d)

r R
Tr) =T+ (T —T). 71—~
R R)

On déduit de la loi de Fourier la densité de flux :
dT (T, - T, 1
Py = —AE = +A@r—2
R; R,

Puis le flux thermique ¢ traversant chaque surface sphérique de rayon « r »:

T. A
¢ =m.12 0, =ﬁ.(T1—T2)

(% -®)

D’ou la résistance thermique de la sphere creuse :
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R =
T. A

Cas particulier : (Cas d’une sphére mince)

Si la sphére est mince, d’épaisseur « € », on obtient :

(T, —T,).R,.(R, +€) 1

Yy = +A. o T'_Z

De méme :

_mAR.(R te)

(T, —Ty)
e
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Chapitre 4

Conduction vive :
Ce phénomeéne peut étre présenté dans les différents cas suivants :
- Fil conducteur traversé par un courant électrique ;
- Plaque chauffante ; une source de chaleur par unité de volume uniforme ;

- Réacteur nucléaire.

Cette chaleur degagée de la source peut étre uniforme ou non uniforme (liée au temps, a

I’espace, etc...).

Dans notre cas, on étudié la conduction vive avec une source de chaleur par unité de volume

uniforme (p = Constante).

4.1 Cas d’une plaque plane :

L’équation générale de la conduction de la chaleur en régime permanant (stationnaire) avec

source de chaleur ( conduction vive ) se réduit donc a I’équation de POISSON :

p
AT +5=0
A

sl 1
()--
(- gers

2

. asT P _
Ouencore:——+>=10

p
T =—— x2+A. B
(%) 2./1x +A.x+

Remargue : On remarque que ’allure de T(x) est parabolique contrairement a 1’allure linéaire

dans le cas d’une conduction morte (p=0).

Les constantes d’intégration A et B sont calculées a partir des conditions aux limites (

Conditions de DIRICHLET c-a-d des températures imposées).

T =Ty pour x =0
{ T =Ty, pour x = e
B=T1
(T2 p.e
A= ”1)+
e 2.4

P

Donc: |T(x) = %. (__Z_z) + (sz - Tpl)-f"‘ Tp1

e
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Remargue :
D’aprés D’allure de T(x) qui est parabolique, on peut avoir une valeur de température

maximale ou minimale suivant qu’on a une source de chaleur (p>0 chauffage) ou un puit de

chaleur (p<0 refroidissement).

La température est maximale pour la position tel que :

Xmax = 2 D, e( p1 — pz)

Le flux thermique @, traversant la plaque est :

dT p.e? (1 2.x (Tpz — Tp1)
o= -aslasfne (122, (o

Ou encore :

(Tpz pl) p- e)

®x=p.5.x+5< >

Remarqgue : On remarque que le flux de chaleur varie linéairement avec « X ».

4.2 Cas d’un cylindre plein avec source interne de chaleur :

On suppose que p=constante, le régime est permanant et que le transfert de chaleur est radial.

L’équation de la chaleur s’écrira alors :

AT +§ =0 Equation de POISSON

Puisque le transfert de chaleur est radial, alors le laplacien en coordonnées cylindriques
s’écrit :
d?T 1 dT p
T T T2
Pour résoudre cette équation différentielle, on utilise le changement de variable suivant :
En posant: z = % , On obtient I’équation différentielle du premier ordre suivante :

dz =z p

dr ' r A
Cette derniére est une équation différentielle du premier ordre mais a coefficients variables.

Pour la résoudre, on utilise alors la méthode de superposition des solutions :

Z = Zpomogene + Zparticuliere
OU Zpomogene représente la solution de 1’équation homogene (sans second membre) ;
dz z
E + ; =0
En separant les variables, I’équation précédente peut s’écrire sous la forme suivante:

-
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dz dr

Z r

- Ly . A < . .
En intégrant, on obtient : Zyomogene == OU A est une constante strictement positive.

Pour déterminer la solution particulierez, g tjcyiiere, ON Utilise la méthode de variation de

e, . N A
la constante d’intégration : c-a-d, on pose A = A(r) donc z,articutiere = g

AZpart 1 dA A(r)

dr rdr r2

Par substitution des équations x et y dans z , on obtient :

(A'(r) ) A(r)) LA _ p

T r2 r2 y)

En séparant les variables, on trouve :

dA(r) = —%.r. dr

Par intégration, on a :

__ P
A(r) = 2./1.1“ +B

Donc, la solution particuliére devient :

Ay _ (-7 °+B)_ p B

= =———.r+—
Zpart r T 2.1 T
La superposition des solutions homogenes et particuliere, nous donne :
A B p C »p
=z + =—t———r ==,
I L W

Ou C=A+B une nouvelle constante

dT C
Orz====-L 5
dr r 2.1

Donc:T(r) =C.lnr —4%.1‘2 +D

Ou C et D sont 2 constantes d’intégration a déterminer par les conditions aux limites.
a- Au centre du cylindre (pour r=0), la température doit étre finie = C=0.

b- Pour r=R (ou R rayon extérieur du cylindre), T=T2.=D =T, + %.RZ

Le profil radial de température s’écrit alors :

_ P o2 2
T(r)—T2+4./1.(R )

La température au centre du cylindre s’obtient en substituant dans la derniere équation

rpar0:
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Toaw=T(r=0)=Ty =T, + - R2

4.1
Le profil radial de température s’écrira donc en fonction de Tmax COMmMe suit:
p
T(T') = Tmax - ﬂ r?

Le flux thermique a travers une surface S(r) = 2.m.r. L du cylindre (ou L est la longueur

du cylindre) est donné par :

dT

¢, = (m.r%.L). p =-1Q.mr.L).—

- - - > dr
volume  puissance volumique surface

On remarque que le flux radial varie en fonction de r.

4.3 Cas d’une sphére pleine avec source interne de chaleur :

On suppose que p=constante, le régime est permanant et que le transfert de chaleur est radial.

L’équation de la chaleur s’écrira alors :

AT +§ =0 Equation de POISSON

Puisque le transfert de chaleur est radial, alors le laplacien en coordonnées sphériques s’écrit :
d*T 2 dT p

drz " ridr 2

Pour résoudre cette équation différentielle, on utilise le changement de variable suivant :

dar . . . copr . .
Enposant: z = <, > on obtient I’équation différentielle du premier ordre suivante :

dz z
,Z_ P

—+2.-=
dr r A
Cette derniére est une équation différentielle du premier ordre mais a coefficients variables.

Pour la résoudre, on utilise alors la méthode de superposition des solutions :

Z = Zpomogene + Zparticuliére
OU Zpomogene représente la solution de 1’équation homogene (sans second membre) ;

dz z
E + 2. ; =0
En séparant les variables, 1’équation précédente peut s’écrire sous la forme suivante:
dr
A r

dz_

P . A N B .
En intégrant, on obtient : Zpomegene = = OU A est une constante strictement positive.

r2

Pour déterminer la solution particulierez, g, ¢jcyuiiere, ON Utilise la meéthode de variation de

la_constante d’intégration : c-a-d, on pose A = A(r) doncC z,qrticutiere = A

r2
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d2pare _ 1 dA 5 A0

dr r2 dr T3

Par substitution des équations x et y dans z , on obtient :

A(r) A Ar) _p
- 2. 2. =—=
< r? r3 + r3 A
En séparant les variables, on trouve :
b .
dA(r) = —=.r%.dr
A
Par intégration, on a :
p
A(r)=—=—.1+B
(r) W +
Donc, la solution particuliére devient :
__pP .3
A0 _ (-5 +B) B
T S
La superposition des solutions homogenes et particuliere, nous donne :
A B p C p
Z=mnt fpare =t T3 T = T3

Ou C=A+B une nouvelle constante

dar Cc p
r Z=—=—=——T
O dr r?2 3.1

Donc : T(r)=—§—£.r2+D

Ou C et D sont 2 constantes d’intégration a déterminer par les conditions aux limites.

c- Au centre de la sphere (pour r=0), la température doit étre finie = C=0.
d- Pour r=R (ou R rayon extérieur de lasphére), T=T..=>D =T, + %.RZ

Le profil radial de température s’écrit alors :

— i 2 _ .2
T(r) =T, + . (R* =12

La température au centre du cylindre s’obtient en substituant dans la dernieére équation

rpar0:

p
Tmax == T(T‘ = 0) = TO = T2 +ﬂR2

Le profil radial de température s’écrira donc en fonction de Tmax COMMe Sulit:

P 2
6.1

T(r) = Tnax —
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Le flux thermique a travers une surface S(r) = 2.m.r. L du cylindre (ou L est la longueur du

cylindre) est donne par :

4 3 ) dT
qbrz(—n.r ) p =—-AAnre).—
3 ) — ) — dr
puissance volumique surface
volume
On remarque que le flux radial varie en fonction de r.
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Chapitre 5

Transfert de la chaleur par conduction en régime variable

5.1 Conduction unidirectionnelle en régime variable sans changement d’état :

5.1.1 Milieu a température uniforme (méthode du gradient nul) :

On va étudier le transfert de chaleur vers un milieu a température uniforme, ce qui est a
priori contradictoire car il est nécessaire qu’il y ait un gradient thermique pour qu’il se
produise un transfert de chaleur. Cette approximation du milieu a température uniforme peut
néanmoins étre justifiée dans certains cas que I’on va préciser. Soit par exemple la trempe
d’une bille métallique qui consiste 2 immerger une bille initialement a la température Ti dans
un bain a température TO maintenue constante. Si 1’on suppose que la température a I’intérieur
de la bille est uniforme, ce qui sera d’autant plus vrai que sa dimension est petite et sa
conductivité thermique élevée, on peut écrire le bilan thermique de cette bille entre deux

instants tet t + dt :

d h.S
L =2 gt
(T-Tp) p.V.c

—h.S.(T =Ty = p.V. c.i—f soit

D’ou:

T_To_ ( h-S t)
-1, P\ v

V. \ . P
On remarque que le groupement % est homogene a un temps, on 1’appellera t la constante

de temps du systéme :

p.V.c
h.S

T =

Cette grandeur est fondamentale dans la mesure ou elle donne 1’ordre de grandeur de temps

du phénomene physique, on a en effet :

T—-Ty ( t)
T, -1, P77

Il est toujours intéressant en physique de présenter les résultats sous forme adimensionnelle,

deux nombres adimensionnels sont particulierement important en régime variable :

l

iz}

Résistance thermique interne (Conduction) _

Le nombre de Biot :Bi = nombre de Biot =

Résistance thermique externe (Convection) -

AR A

N - . ;e s . T
Ou : Ic est la dimension caractéristique du milieu. [, = Volume corps Surface d'échange
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Tableau 2 : Exemple de dimensions caractéristiques de quelques corps

Forme géométrique du corps Dimension caractéristique 1,
Plaque d’épaisseur « 2.L » L
Cylindre long de rayon « r » /s
Sphére de rayon «r » /a

Cube d’arrét « a » a/6

Remarqgue importante :

- L’hypothé¢se d’uniformité de la température est justifiée lorsque Bi < 0,1 (le corps est

dit alors mince), alors T = T (t)

- SiBi >0.1 le corps est dit épais, alors T = T(x, t)

D¢yt
12

Le nombre de Fourier : Nombre de Fourier = Fo =

Le nombre de Fourier caractérise la pénétration de la chaleur en régime variable. La
définition de ces deux nombres permet d’écrire I’expression de la température de la bille sous

la forme :

T_TO
T; =T

= exp(—Bi.Fo)

La connaissance du produit des nombres de Biot et de Fourier permet de déterminer
I’évolution de la température de la sphere. On considere généralement qu’un systéme tel que
Bi < 0,1 peut étre considéré comme étant a température uniforme, le critere Bi < 0,1 est
appelé¢ le critere d’« accommodation thermique ».

Exemple d’application :

Déterminer le temps nécessaire pour qu’une petite piece d’aluminium moulée initialement a

16 °C soit portée a 510 °C par les gaz d’un haut fourneau a 1204 °C. La dimension
caractéristique de la piéce [, =% est égale a 15 cm et le coefficient de convection entre la

piéce et les gaz est 85 W/m2 K. On prendra comme valeur de conductivité thermique de

I’alliage d’aluminium 210 W/mK. De plus : pawminium = 2700 Kg/m3 et

Catuminium = 940 ]/Kg_ K
Solution :

v
. n(Z 2
Calcul du nombre de Biot : Bio = —";C - gs) = 85-1251-20

= 0.0607 = Bio<0.1
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La résistance interne est négligeable.
Prenons la formule du solide soumis a une réponse indicielle (méthode du gradient nul)

M = exp (— 5) =\t =—1.In (T;f)__TZO)

Calcul de 7 :

p-V.c p.c.le 2700.940.0.15
hS  h 85

T= = 4479 s

Calcul du temps t :

t=—1.l T® ~To) _ 44791 (2101204 08 s = 0.668 1
I N e 16 -1204 ) T =

Le temps nécessaire pour chauffer brusquement la piece moulée de 16 °C a 510 °C est 2408 s.

Chapitre 6

Les ailettes
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6.1 Généralités :

L’ailette comme son nom I’indique est un appendice que 1’on dispose sur un dispositif que
I’on désire refroidir ou chauffer efficacement. L’idée est d’augmenter la surface d’’echange.
On peut voir des ailettes sur les radiateurs de chauffage domestique, sur le radiateur de

voitures, sur les microprocesseurs dans les systémes électroniques.

Fluide
environnant

convection

Fig 6.1 : Schéma d’une ailette a section constante

q(x) —qx+dx) —quv=0
Ou encore :
—A.S. (d—T> dt + 1.S. (d—T) dt — h.dSp. (T(x) — Tf).dt = 0
dx/y dx/ xvax

ou dSp = p.dx Avec p : périmétre de la section latérale de ’ailette
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/ BT-Te)
// > L7

Firc. 1.2 Géomenrio ot modélisation d'une ailette de radiavenr.

Fig 6.2 : Géométrie et modélisation d’une ailette de radiateur

Ou encore :
d*T(x) h.p
— 75 (T(x)-T;)=0
. _7_ _ [nr
Posons : 0=T—-Tr et w= |5
L’équation devient finalement :
d?6 5
d_fz —w-.0=0

La solution de I’équation différentielle du second ordre est du type :
6 = B,.ch(w.x) + B,.sh(w.x)
On détermine By et B, a partir des conditions aux limites suivantes :

e x=0 implique 6 =T, —Tr =6, donc B; =0,

) ) . . ) . de
e x=L en bout de I’ailette, on fait une hypothese simplificatrice : |E|
x=L

=0 (on
néglige 1I’échange de chaleur en bout d’ailette) , ce qui implique que :

ae

x=L
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La distribution de température s’écrit alors :

sh(w.L) chlw(L — x)]
0 = 0,.)ch(w.x) = ch(w.L)| % ch(w.L)
chlw(L — x)]
T(x)=Tp+ (To — TF)-W
La température a I’extrémité (x=L) s’écrit :
T, =T+ (Tp - TF)-m

L’¢écoulement de chaleur a I’intérieur de 1’ailette, pour x =0 est donné par :

_ /15|dT
(I)O_ "dx

=AS. w.(Ty — Tp).th(w.L)

x=0

6.2 Rendement de Dailette :

Le rendement d’une ailette est défini comme étant le rapport entre la chaleur réellement
transmise a travers 1’ailette et la chaleur qui serait transmise par convection a partir de la

surface de base de la tige si Iailette €tait supprimée.

_AS.w.(Ty — Tp). th(w.L)  [P.A
n= h.S.(To — Tp) - \/; th(w. L)

6.3 Efficacité d’une ailette:

L’efficacité peut étre définie comme le rapport entre la chaleur réellement transmise a
travers l’ailette et la chaleur qui serait transmise par convection si toute 1’ailette était a la

température du mur To.

"~ AS.w.(Ty — Tp). th(w.L) _ th(w.L)
T TR PL(T,-Ty) | ol

Remarquons que « € « tend vers 1 lorsque w.L devient grand ce qui limite quelque peu

I’intérét pratique de cette notion d’efficacite.
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6.4 Probleme de la barre encastrée : La barre encastrée se traite comme Dailette avec

quelques nuances. En général on ne néglige pas la transmission de chaleur en bout de barre.

Considérons une barre cylindrique encastrée de longueur L et de rayon R

B ( T() 0

Te

Fig 6.3 : Probléme de la barre encastrée

On néglige toutes les variations de température sur une section droite de la barre et on

suppose que T est fonction de la seule distance x par rapport au mur (voir Fig.6.3).
On pose :

e T, température du fluide entourant la barre
e T, température du mur, et donc de la barre en x=0
e 1 conductivité thermique de la barre

e h coefficient d’échange moyen entre la barre et le fluide
Considérons le petit volume en forme de cylindre de rayon R et de longueur dx :

e Il recoit de la chaleur par conduction du coté du mur, sur une surfaceS = m. R?.
e |l cede de la chaleur par conduction par la face opposée, sur la méme surface S.
e |l céde de la chaleur par convection sur une surface Sp = P.dx ou P = 2.7m.R est le

périmétre.
Sur ce petit volume, le bilan thermique va s’écrire :

x-S = Prrax-S —h.Sp. (T —T,) =0
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C = (T _ S =X
Enposant: 6 =(T—-T,) , w= o5 et §==

L’équation différentielle s’écrit alors :

La solution de 1’équation du second ordre est du type :

0 = A.ch(&¢) + B.sh(§)
On détermine les constantes A et B a partir des conditions aux limites :

e Xx=0 donneé =0et0 =(Ty—T,) =6, doncA =26,
e Xx=L donne ¢ = i mais cette fois, on ne néglige pas le transfert de chaleur en bout de

la barre.

On écrit que le flux de chaleur qui arrive par conduction a travers la section S est évacué par
convection a travers la surface de I’extrémité S; . Lorsque la barre est pleine, et que
I’extrémité est plate S et S, sont égaux, mais ils peuvent étre différents (voir le doigt de gant).

De méme le coefficient convectif h; peut étre différent de h.

dT
(pL.S = hL'SL' (TL - Te) = _A S E L
Si I’on remarque que :
dar _ 1 d6 _ _ _AS |a8
D

h,.S,. (90. ch (g) +B.sh (g)) —_ ’%S (90. sh (&) +B.ch <£)>

On pose :

hp.w S . .
B = LT‘”?L (Nombre sans dimension) et on trouve :

(b))
(D) ven ()

B=-6
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Finalement :

6:90.

pon(bg)ren(t-g

(D) en ()

T(x) =T, + (To — T,).—

La température a I’extrémité (x=L) s’écrit :

(To

TL=T9+

- Te)

B.sh(2)+cn (%)

Le calcul de I’écoulement de la chaleur pour x=0 donne :

L L
dr (1, ~1,) B-ch(3) +sh(3)
¢y = —A.S. |d_ = A.S. . I I
Hr=0 © Besh(g)+en(3)
Ou encore :
L
LS B +th()
Go =~ (Ty = T,) ———47
1+p.th(3)
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Chapitre 7

La convection

7.1 Généralités — Définitions :

Lorsque le transfert de chaleur s’accompagne d’un transfert de masse, il est appelé transfert
par convection. Ce mode d’échange de chaleur existe au sein des milieux fluides ou lorsque
un fluide circule autour d’un solide.

L’¢étude du transfert de chaleur par convection permet de déterminer les échanges de chaleur

se produisant entre un fluide et une paroi.

Tp
ds

Paroi

Fig 7.1 : Echange convectif entre une paroi et un fluide
La quantité de chaleur échangée par unité de temps dépend de plusieurs parametres :
- la différence de température entre la paroi et le fluide ;
- la vitesse du fluide ;
- la capacité thermique massique du fluide ;
- la surface d'échange ;
- I'état de surface du solide ;
- sa dimension etc . . .
1- Selon le mécanisme qui génére le mouvement du fluide, on distingue :
- la convection naturelle ;
- la convection forcée.

La convection naturelle ou libre : Le fluide est mis en mouvement sous le seul effet : @ des

différences de masses volumiques résultant des différences de températures sur les frontieres ;
d’un champ de forces extérieures (la pesanteur).

La convection forcée : Le mouvement du fluide est induit par une cause indépendante des

différences de température (pompe, ventilateur...).
Compte tenu du lien entre le transfert de masse et le transfert de chaleur, il est nécessaire de

considérer la nature du régime d’écoulement.

49
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On distingue :
- Ecoulement en régime turbulent ;
- Ecoulement en régime laminaire

7.2 La loi de Newton : La loi de Newton donne I’expression de la quantité de chaleur 6Q

échangée entre la surface d’un solide a la température Ts et le fluide a la température Tf.

7.2.1 Coefficient d'échange par convection :

L’étude du transfert de chaleur par convection permet de déterminer les échanges de chaleur
se produisant entre un fluide et une paroi.
La quantité de chaleur 6Q qui traverse dS pendant I’intervalle de temps dt, peut s’écrire :
6Q = h.(Tp — T,).dS.dt

Ou h est le coefficient d’échange par convection, il s’exprime en W/(m?.K);
0Q s’exprime en Joules et 6Q/dt en Watts ;

Quelque soit le type de convection (libre ou forcée) et quelque soit le régime d’écoulement
du fluide (laminaire ou turbulent), le flux de chaleur transmis est donné par la relation dite loi
de Newton :

SQ—h(T T,).dS
e~ P Ten

Le probleme majeur a résoudre avant le calcul du flux de chaleur consiste a déterminer h qui
dépend de nombreux parameétres :
e caractéristiques du fluide,
e nature de I’écoulement,
e latempérature,
e la forme de la surface d’échange,...

7.2.2 Ordre de grandeur du coefficient h pour différentes configurations :

Tableau.3 : Ordre de grandeur du coefficient « h » pour différentes configurations

Configurations h (W.m2.K?)

Convection naturelle:

- Plaque verticale de hauteur 0,3 m dans I’air 4,5
- Cylindre horizontal de diameétre 5 cm dans 1’air. 6,5

- Cylindre horizontal de diametre 5 cm dans I’ecau | 890

Convection forcée:

- Courant d’air a 2 m/s sur plaque carrée de 2 m de | 12
coté
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- Courant d’air a 35 m/s sur plaque carrée de 0,75 | 75

m de coté

- Eau a 0,5 kg/s dans un tube de diamétre 2,5 cm. 3500

- Courant d’air a 50 m/s perpendiculaire/tube de 5 | 180

cm de diamétre

Ebullition de ’eau:

- Dans un récipient 2500-35000
- En écoulement dans un tube 5000-10000

Ordres de grandeur du coefficient h (W.m-2.K-1)

convection libre (air) 5 - 25

convection libre (eau) 100 - 900

convection forcée (air) 10 - 500

convection forcée (eau) 100 - 15 000

convection forcée (huile) 50 - 2 000

convection forcée (métaux fondus) 6 000 - 120 000
convection forcée (eau bouillante) 2 500 - 25 000

Condensation de vapeur d'eau 50 000 - 100 000
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7.3 Convection naturelle :

La particule chaude se met en mouvement et assure directement le transfert de la chaleur
vers le milieu le plus froid : Le régime devient convectif.

Considérons une surface horizontale (S) a Ts au contact d’un fluide immobile a Tf. Une
particule (P) du fluide de volume v au contact de la surface (S) a une température voisine de T
S.

7.4 Bilan des forces agissant sur une particule (P) :

e La Poussée d’Archimede :( La Poussée exercée sur un objet est égale au poids du
fluide déplacé).
A= p(TF).V.g.E
e LePoids: P=-m.g=—p(T5).V.g.k
7

f

Fluide (Tf)

Ts>Tf

)

(P)

=
"ol

(S)

Paroi solide (Ts)
Fig 7.2 : Bilan des forces agissant sur une particule (P) en convection naturelle
Comme Ts > Ty on a bien entendu: p(Ts) > p(Tz) = |4| > |P|
L'équation du mouvement de la particule au voisinage immediat de S s'écrit, selon le

principe fondamental de la dynamique : ¥ F,r; = m.7

d?*z
lp(Tr) = p(Ts)].V.g = p(Te).V.—5

D’ N d_zz — ,D(TF)_p(TS)
tdt2  p(Ts)
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L'équilibre mécanique impose que les parties les plus denses soient situées en dessous des
moins denses. Les mouvements dans le fluide seront alors favorisés : c'est le phénomeéne de
convection naturelle.

Les applications de la convection naturelle sont nombreuses : Chauffage d'une maison (cas

d'un radiateur), Formation de courants océaniques, Formation des vents dans I'atmospheére ...

7.5 Etude du phénomeéne de convection :

Pour étudier la convection, nous allons traiter les points suivants :
1- Couches limites ;
2. Nature du coefficient de convection hc ;
3. Détermination de hc : Analyse dimensionnelle

7.5.1 Couches limites :

L'étude des écoulements au voisinage des parois est nécessaire pour la détermination des
échanges thermiques par convection entre un solide et le fluide qui I'entoure.

Considerons un fluide qui s'écoule le long d’une surface S. Loin de la surface, le fluide a
une vitesse moyenne Vm et une température moyenne Tm. Au voisinage immédiat de la
surface, la température du fluide est trés voisine de celle de la surface. La vitesse du fluide est
celle de la surface. La vitesse du fluide est quasiment nulle.

Les diagrammes des vitesses et des températures, dans la direction y perpendiculaire a la
surface, définissent une couche de fluide appelée ‘couche limite' dont la température et la

vitesse ont I’allure des courbes suivantes :

\Y T
A ‘r
Vm Ts —
Ts
>y Y
0 «— y, — 0 —— y, —_

Fig 7.3: Diagramme des couches limites dynamique et thermique

On définit ainsi deux couches limites yq et y: de quelques mm d’épaisseur.
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Le transfert de chaleur de la plague vers le fluide résulte de 2 mécanismes :
- Au voisinage immediat de la surface, le transfert se fait par conduction ;
- Loin de la surface le transfert résulte aussi du déplacement du fluide
Dans la couche limite, si on admet que le transfert de chaleur se fait essentiellement par

conduction, donc sans transfert de matiere dans la direction y, on peut écrire :

6Q = —As.z—?.dA. dt la quantité de chaleur a travers la surface (S)
a " X -
6Q = —Af.aiyf.dA. dt la quantité de chaleur a travers la couche limite
Ou:
Ts est la température de la surface du solide et Tf la température moyenne du fluide assez loin
de la paroi.
Tr = Tr(y)
et
Ts =Ts(y)

Tf et Ts ne sont généralement pas connues pour pouvoir déduire dQ a partir des égalités (1)
et (2). La loi de Newton permet de contourner cette difficulté en utilisant seulement la
différence de températures (Ts — Tf).

6Q = h..(Tg — Tp).dA.dt

Tf# Ts vm

Tm

(S) Ts

Fig 7.4 : Profil de vitesse au voisinage d’une plaque plane
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7.5.2 Nature du coefficient de convection hc :

Le coefficient hc dépend de plusieurs paramétres et 1’échange de chaleur est d’autant plus

actif, (h plus grand) lorsque :

1- la vitesse v d'écoulement du fluide est plus grande ;

2- sa masse volumique p est plus grande ;

3- sa chaleur spécifique cp est plus grande ;

4- sa conductivité thermique A (ou sa diffusivité thermique a) est plus forte ;
5- sa viscosité cinématique v (m2.s-1) = u/p est plus faible ;

hc peut également dépendre des dimensions de la paroi, de sa nature et de sa forme.
En premiére approximation on peut écrire :

hc =hc(cp, 2, u, D, o, V)

La nature de I'écoulement du fluide (laminaire ou turbulent) a beaucoup d'importance sur le
transfert de chaleur.

L'écoulement turbulent est beaucoup plus favorable aux échanges convectifs car le transfert
chaleur par transfert de masse se superpose au Transfert-chaleur par conduction.

Le grand nombre de facteurs influant sur le transfert de chaleur par convection explique la
difficulté de toute étude théorique, voire expérimentale, surtout si les coefficients qui
caractérisent la matiere varient avec la pression et la température. La grande variabilité des
valeurs du coefficient de convection obtenues a partir des formules empiriques rendent leurs
utilisation difficile voire impossible, sauf dans des domaines tres limités et bien déterminés.

Tableau.4 : Valeurs du coefficient « h » pour différentes convections et fluides

Convection libre 5-25
Convection forcée (gaz) 25 - 250
Convection forcée (liquide) 50 - 20 000
Conv. chang. de phase (condens. ebul.) 2500 - 100 000

7.5.3 Détermination de hc par la méthode de I'analyse dimensionnelle :

Supposons que hc soit une fonction des variables :
- ¢ : chaleur spécifique (J.kgt.K™)

- ) : conductivité thermique (W.m1.K?)

- 1 : viscosité dynamique (kg.m™.st)

- v : vitesse (m.s?))

- d : dimension caractéristique (m)
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9 = %viscosité cinématique (m2.s™)

hc = hc (¢, A u,d,v); (W.m2K?)
hc est aussi fonction implicite de la température T puisque p, ¢ et A en dépendent.
Ces variables n'interviennent pas toutes en méme temps.
Utilisons les équations aux dimensions de chaque terme :
[8Q]= [énergie]= [force]. [Déplacement]= M. L2. T2

o)
[Conductivité thermique 1] = % =M.L.T3671

) L
[Vitesse v] = 7= L.T™ !

[6Q0] M.L2. T2
Chal acifi = = =12.T 2071
[Chaleur spécifique c] VO 5
M

[viscosité dynamique p] = T M.L7tT7?t
L’équation aux dimensions de hc est obtenue a partir de la loi de Newton :

) M.L?. T2

[hc] = 159] = =M.T™3.971

[(Tp — TP [dS]. [dt] ~  6.I2.T

En écrivant [hc] sous la forme :
[hc] = [c]®.[A]°. [u]°. [d]%. [v]®
[h.] = (L2.T2.067)% (M.L.T™3.07 )2, (12.T72.671)°. (L) (L. T 1)®

Les grandeurs fondamentales intervenant dans le calcul de hc sont :

la masse M, le temps T, la longueur L, la température 6
L’identification des exposants dans 1’équation aux dimensions de hc fournit un systeme

linéaire d’équations permettant de calculer a, b, c, d et e.
(L2.T72.07H)e (M.L.T3. 07 DY, (M. 7 H (L)L (L. T He =MmT 367"

Ainsi :

I’exposantde M: b+c=1
I’exposantde 6 : a+b=1
I’exposantde L: 2a+b-c+d+e=0
I’exposantde T: 2a+3b+c+e=3
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La resolution des équations aux dimensions fait apparaitre des nombres sans dimension tres
utiles dans I'é¢tude de la mécanique des fluides et en particulier dans les phénomenes
convectifs.

Ces nombres sont en particulier :
1 - Le nombre de Reynolds

2 - Le nombre de Nusselt

3 - Le nombre d’ Eckert

4 - Le nombre de Grashof

5 - Le nombre de Prandtl

1 Le nombre de Reynolds :

Le régime d’écoulement d’un fluide peut étre laminaire ou turbulent. Le passage d’un régime

a un autre est caractérisé par le nombre de Reynolds :

v.d

Re =
¢T

L’expérience montre que pour Re inférieur a une valeur critique Rec, 1’écoulement dans une
conduite est toujours laminaire.
On peut admettre la valeur 2200 pour Rec.

2 Le nombre de Nusselt :

Il caractérise I'importance de la convection par rapport a la conduction :
C’est le rapport de la quantité de chaleur échangée par convection h.S.AT a une quantité de

chaleur échangée par conduction A.S.AT/d.

hSAT hd
Nu=—%F=

S~ A

Remargue:
Nu est fonction directe de hc, sa connaissance permet de déterminer la valeur de hc.

3 Le nombre d'Eckert :

Caractérise la dissipation d'énergie par frottement au sein du fluide (dégradation de
I’énergie mécanique en chaleur).

Cy.

4 Le nombre de Grashof :

Caractérise la force de viscosité du fluide.
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g.d>. By AT
Ou : Bp : facteur de dilatation volumique du fluide.
5 Le nombre de Prandtl :

Caractérise la distribution des vitesses par rapport a la distribution de la température.

[T
pr=—2"
T

Gr

7.5.4 Méthode pratigue de calcul de hc :
Avant de procéder au calcul de hc il faut bien savoir :

1- si le fluide est liquide ou gaz

2- l'intervalle de température du fluide

3- s'il s'agit d'une convection naturelle ou forcée

4- si le régime d'écoulement est laminaire ou turbulent.

5- si le fluide est en contact avec une surface plane, circule entre deux surfaces planes
ou circule dans un tube...

Les différentes phases de calcul :

e Calculer Re et le comparer a Rec ;
e SiRe <Rec le régime est dit laminaire, Re > Rec le régime est dit turbulent ;
e Utiliser I'une des formules empiriques données pour déterminer hc ;

e Calculer 6Q par la formule de_Newton et intégrer pour avoir Q.

Formules utilisées :

a - Ecoulement tubulaire : Nombre de Reynolds critique : Rec = 2200

Généralement les écoulements sont forcés et le régime est turbulent et

Nu = 0.023.Re’/3.pr'/s

Formule connue sous le nom 'formule de ‘Colburn’.

Avec :

Re =

v.d wv.p.d
v [0
Ou d est le diamétre du tube.

b - Ecoulement plan :

Nombre de Reynolds critique : Rec = 3.105

Convection naturelle:

Ecoulement laminaire : Nu =0,479.Gr 1/4 , Re < Rec

Ecoulement laminaire : Nu = 0,13.(Gr.Pr)1/3 , Re > Rec

Convection forcée:
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Ecoulement turbulent : Nu = 0,66 Pr1/3 Rel/2 , Re < Rec
Ecoulement turbulent : Nu = 0,036 Pr1/3 Re4/5, Re > Rec

Exemple de calcul :

De lair a 5 °C circule sur une surface plane de 75 cm de long et 30 cm de large a la

température 71 °C, avec une vitesse moyenne de 26,8 m/s.

/

30cm

44— 75cm >
Fig 7.5 : Etude de la convection forcée autour d’une plaque plane

V=26,8 m/s |

\4

Calculer la puissance échangée entre l'air et la surface ?

Donnees :

Température de l'air : Tair=5°C

Masse volumique de l'air : p = 1,136 kg/m3

Chaleur spécifique isobare de l'air : cp = 1 J.g1.K?)

Viscosité dynamique de I'air : p = 1,91 10-5 Poiseuille (kg.m?.s?)
Conductivité de I'air : L = 0,027 W.m1.K*

Réponse :

Calcul du nombre de Reynolds :

_v.d_v.pd 2680751136
9w 191.10°5

Re > 3.10° —le régime d’écoulement est turbulent.

Re =1,2.10°

V = 26,8 m/s = 96,5 km/h —la convection est forcée. Donc
Nombre de Nusselt : Nu=0,036 Pr 1/3 Re 4/5
Nombre de Prandtl :

e, 1,91.107°.10°
1 0,027
Nu = 0,036.(0,711) 1/3.(1,2.106) 4/5 = 2346

Pr

=0,711
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_ Nu.d_0,027.2346 4

€ L 075 84,5 m2.K
@=hc.(Ts - Tair ).S = 84,5.(71- 5).0,75.0,3 =1255 W
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	Exemple d’application :
	- Calculer le flux traversant une vitre de 1 m² de surface et de 3,5 mm d’épaisseur. La température de la face interne de la vitre est égale à 10 C, celle de la face externe est égale à 5 C.  - En déduire la résistance thermique de la vitre ?
	Données : Conductivité thermique du verre : λv = 0,7 W.m-¹.K-¹ Conductivité thermique des briques : λb = 0,52 W.m-¹.K-¹.
	Réponse :
	Flux traversant 1m² de vitre :
	Résistance thermique d’1m² de vitre :
	Flux traversant 1m² de mur de briques :
	Résistance thermique d’1m² de mur de briques :
	Analyse des résultats : Pour une même surface et un même écart de température, le flux perdu par la vitre est 100 fois plus élevé que celui perdu par le mur de briques dont la conductivité est plus faible et dont l’épaisseur est beaucoup plus élevée q...

