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Le présent document rassemble les principales méthodes de résolution des équations
aux dérivées partielles. Il couvre le programme des « méthodes numériques 1 », définit par
’arrété 747 du 12 Aout 2014, destiné aux étudiants de 1 année Master « Energétique »
(S1), Filiere de Génie Mécanique du domaine Sciences et Technologie (ST)

Le document n’est pas destiné seulement aux étudiants de Génie Mécanique mais aussi a
tous les scientifiques confrontés a des problémes conduisant a des équations aux dérivées
partielles n’ayant pas de solution analytique, mais qui peuvent étre résolus numériquement.
Les différentes méthodes numériques ont été exposées d’une manicre simple et

compréhensible, ce qui permet a 1’étudiant de se familiariser avec elle trés rapidement.
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Chapitre 1 Interpolation

Chapitre 1 : Interpolation

1. Introduction :

Il arrive souvent que la fonction qu’on doit traiter (détermination en certains points, sa valeur, sa
dérivée, ....... etc....) soit définit d’une fagcon qui rende sa manipulation mal aisée (expression algébrique
compliquée, définition sous forme implicite ou par un développement en séries). Il est donc nécessaire
de remplacer la fonction a traiter par une fonction approchée plus simple g(x) ou plus généralement

par un ensemble de fonctions g, (x) puis de traiter non pas f(x) mais g(x).

On appelle I'interpolation, I'ensemble des points x;(j = 0, .......n) ou la fonction est connue.
L’approximation peut étre globale si g(x) est définit a partir de tous les x; ou par morceaux si g(x) est

définit a partir de sous ensemble de points x;.

Une fois g(x) est déterminée il est souvent nécessaire de déterminer f(x) en un ou plusieurs
points ne coincidant pas avec x;. C'est le probleme de I'interpolation si x est dans l'intervalle (X0, %]

et de I'extrapolation si x est extérieur a [xy, x,], x < xy ou x > x,,.
2. Forme polynémiale développée en puissance de x :

Etant donné f(x) définit par les valeurs f; qu’elle prend en xg, X1, X3, ... ... ... . Xpp. ON remplace f(x)
par le polynébme P,(x) de degré n passant par les points (x;, f;j). Ce polynébme peut s’écrire sous

diverses formes en puissance de x, P,(x) ou f(x) = B,(x).

2.1. Calcul des coefficients du développement

(f(x0) = P(x9) = ag + agxg + axé + oo ev e e @y Xy = fo (1)
fx) =P,(x1) =ap+ a;x; + apx? + e vy x' = f1 (2)

4

() = P(xp) = ag + Ay + X2 + v v v e QX = [ (n+1)
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Chapitre 1 Interpolation

B 2 3 nA o
1 x; x2 x3 x| % fi
1 x, x2 x3.......xmlad  Lf]

On a un systeme de (n+1) équations de (n+1) inconnus. La résolution de ce systeme linéaire se
fait soit par une méthode directe (élimination de Gauss, méthode de décomposition de A, méthode

d’inversion de A ou bien par une méthode itérative ex : Jacobi, Gauss-Hill, méthode avec relaxation...).

Exemple : Trouver le polyndme de degré 4 passant par les points (x;, f;) suivant :

f; 196 ]21|-3]|186 | 1512

1 -2 4 -8 16 71% 96
[1 -1 1 -1 1][%] [21]
1 1 1 1 1 [1az21=| =3
1 4 16 64 256 [asJ 186
1 6 36 216 1296lla, 1512
Méthode d’élimination de Gauss: ay, =6, a; =-7, a, =1, a3 =-5, a, =2
3. Forme polyn6émiale de Lagrange
n
P.(x) = Z L) = Lo(x) + Ly (%) + Ly () + o oo e e Ly ()
k=0
Ly (x) : S'appelle polyndme de Lagrange
i=n
X — X;
L (x) = f(xk).l_[ k=0.. n
L 1 Xk — X
1=0
i%k
X—Xy X—X; X—X X—Xp_q X—X X—Xx
Le(x) = f(xp). ¢ L 2 iy AL n
Xk — Xo Xp — X1 X — X2 Xk = Xg—1 Xk — Xg+1 Xk — Xn

Exemple : Interpolation cubique: Déterminer le polynédme d’interpolation de Lagrange

satisfaisant le tableau suivant :
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Chapitre 1 Interpolation

3
Ps(x) = )" L) = Lo() + Li () + Lo() + L5 ()
k=0

_ X=X X=X x—X _ (x—-2)(x—-3)(x—5)
B A ) B ) )

1
Lo(x) = %(x3 —10x2 + 31x — 30)
1
Li(x) = §(x3 — 8x2 + 15x)
3
Ly(x) = —E(x3 — 7x2% + 10x)

29 )
L3(x)=1—0(x — 5x% + 6x)

253

3
53

Py(x) = ZLk(x) = %x3 — 7x? T 1

k=0

4. Interpolation par les différences divisées
4.1. Définition de lI'opérateur différence divisée: on peut définir les différences divisées

d’ordre « 0 » (zéro), 1, 2, 3,......... n de la facon suivante

§; = f(x;) = f; Différence divisée d’ordre zéro (relatif a un point).

i = w Pente de la droite qui sépare les deux points. Différence divisée d’ordre 1.
j—
8jk—0ij ep s s
Oijk = Différence divisée d’ordre 2.

Différences divisées d’ordre (p-i)

4.2. Polynome d’interpolation par les différences divisées :

f(x) = By(x) = f(xo) + (x —x0)801 + (x — x0)(x — x1)8p1,2 + (x — x0) (x — x1)(x — %2)80,123
o (X = x0) (0 =) (X = X)) e (X —X521)801,

Il faut utiliser le 1°" point le point le plus proche du point d’interpolation et ainsi de suite.
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Chapitre 1

Interpolation

Si on utilise un seul point, on a une interpolation linéaire, deux points c’est l'interpolation

paraboligue et trois points c’est I'interpolation cubique.

On calcul I'erreur absolue, si cette erreur est de 107° on arréte le calcul, sinon on continue

I'interpolation jusqu’a épuisement du tableau (jusqu’a la convergence).

Exemple :

Calculer f en x=1.2 pour la fonction

j |0 1 112 3 4 5 6
xlo |1 V]2 3 4 5 6
fj 1.00 | 2.718 | 7.389 | 20.09 | 54.60 | 148.4 | 403.4
Renuméroter les points
j |0 1 2 3 4 5 6
x| 1 2 0 3 4 5 6
fj 2.718 | 7.389 | 1.00 | 20.09 | 54.60 | 148.4 | 403.4
Calculons les opérateurs des différences divisées
k | xg fr O+t | Onkrvrksz | Okkrtkr2k+3 | Okk+ihkr2zk+3hra | Okke1, k+5 | Okk+1,. k+6
=6k
01 2.718
1|2 7.389 4.671
2|0 1.00 3.194 1.477
313 20.09 6.363 | 3.169 0.846
4 |4 54.60 3451 |7.036 1.933 0.362
515 148.4 93.80 | 29.645 4.521 0.862 0.125
6 |6 403.4 255 80.6 16.985 2.077 0.303 0.035

Interpolation d’ordre zéro : f(x) = Py(x) = f(x,) = 2.718

Interpolation

d’ordre

2.718 + (x — 1)4.671

Pour x = 1.2 f(1.2) =3.652

1 (interpolation linéaire) :

dans ce cas on continue l'interpolation.

f(x) = P(x) = f(xo) + (x —x0)0p1 =

on compare les deux valeurs, on trouve une grande différence
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Chapitre 1 Interpolation

Interpolation d’ordre 2 (interpolation parabolique) :
f(x) = Py(x) = f(xo) + (x — x0)8p1 + (X — x0)(x — X1)8p,1,
Pourx =12 f(1.2) =3.652+ (1.2 —-1)(1.2—2)1.477 = 3.416

On continue ainsi

P = f(0)
2.718
3.652
3.416
3.253
3.379
3.258
3.389

A nNhrWNIRFLR|IO|X

On a ainsi épuisé tous les points mais on n’a pas pu avoir la convergence.
Si on demande une approximation cubique de x=1.2 on prend P;(1.2) = 3.253

5. Interpolation polynomiale de Newton sur un pas constant: h = x; — x;_;

5.1. Interpolation utilisant les différences a droite (formule de Gregory-Newton) : |'opérateur

« différence a droite » pour la différence progressive noté A, est défini par

X x+h x+ 2h
@ @ L >

Xj Xj+1 Xj+2

A,f(x) = f(x + h) — f(x) Différence a droite d’ordre 1.
A f(x) = Ay[A f )] = Ay[f(x + ) — f)] = Ay f(x + h) — AL f(x)
=[f&x+2n) - fx+ W] - [fx+h) - f2)]
AR f(x) = f(x+2h) + f(x) — 2f (x + h)

ALf(x) = A [AYTHf ()]
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Chapitre 1 Interpolation

Lorsque x = x; (x est un point de la base d’interpolation)
Avf(x) = Arfy = f + 1) = f(x) = fjaa — f
ALf(x) = AYf; = fx + 2h) = 2f (25 + ) + f(25) = fiuz = 2fjua +
A3 f (%) = B1f; = A [83fi] = ~f; + 3fje1 = Bfjua + fijna
= !
= GO ) D i i
k=0

Dans la formule progressive de Gregory-Newton on prend les points situés a droite du point

considéré

lx

@ @ L >
Xj Xj+1 Xj+2
Xj <x < .X'j+1
il IR el r Ou h est le pas.
x]'+1_xj h p
Si
% < 1alors:
r(r-1) r(r-1)(r-2) r(r-1)(r-2)..(r-n+1)

fO) =fi+rdfi+ =M fj+—— A ff+ ~ A% f
Exemple :

j |0 1 2 3 4 5 6

x| 0 1 2 3 4 5 6

fj 1.00 | 2.718 | 7.389 | 20.09 | 54.60 | 148.4 | 403.4

x=12 1<x<2

Cours Méthodes Numériques I : Différences finies Dr HARNANE YAMINA Page 6



Chapitre 1 Interpolation

j X fi Avfj AR f; A3 f; ALf A f; | A%
0 |0 1.00

1|1 2.718 1.718

2 |2 7.389 4.671 2.953

313 20.09 12.701 8.030 5.077

4 |4 54.60 34.51 21.809 13.779 8.702

515 148.4 93.80 59.29 37.481 23.702 15.000

6 |6 403.4 255 161.20 101.91 64.429 40.727 | 25.727

1.2-1
1

r= =0.2 Onchoisit j =1

rr—1)(r—-2)

Aif + 30

AR Fy A oo

FOL2) = fi + 1AL f, + r(rz——'l)

Interpolation d’ordre « 0 » : f(1.2) = f; = 2.718

Interpolation d’ordre « 1 » (linéaire) : f(1.2) = f; + rA,f; = 2.718 + 0.2 * 4.671 = 3.652

0.2(0.2-1)
2!

* 8.030 = 3.009

Interpolation d’ordre « 2 » (parabolique) : f(1.2) = 3.652 +

0.2(0.2-1)(0.2—2)

Interpolation d’ordre « 3» (cubique) : f(1.2) = 3.009 + x13.779 = 3.671

0.2(0.2—-1)(0.2—2)(0.2—3)
4!

Interpolation d’ordre « 4» : f(1.2) = 3.671 + x 23.702 = 2.874

0.2(0.2—-1)(0.2—2)(0.2—3)(0.2—4)
5!

Interpolation d’ordre « 5» : f(1.2) = 2.874 + * 40.727 = 3.914

5.2. Interpolation utilisant les différences a gauche (Formule régressive de Gregory-Newton) :

I'opérateur « différence a gauche » pour la différence régressive noté A_ est défini par

Af(x)=f(x)—f(x—h)
Pour un point quelconque A™f(x) = A_[AM 1 f(%)]

Lorsque x = x; A_f(xj) =A_fi=fi—fi-1

ALf(x) = A2y = A_[Afi] = A_[f; = fja] = A-fi = A_fj
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Chapitre 1 Interpolation

zf(xj)_zf(xj_h)‘l‘f(Xj—Zh) =fi—2fi-1 + fi2
N3 f(x;) = A3 f; = A_[a2f]

¢ n
ALf; = Z(—l)" mfi—k
k=0

Dans la formule régressive de Gregory-Newton on prend les points situés a gauche du point

considéré X;

° ® ° >
Xj_2 Xj_1 X;
r= x_hxj -1<r<0
r(r+1) , rr+D(r+2) .,
f(x)=fj+rA_fj+TA_fj+ T AZfj+ -
rr+ 1) +2)....r+n—-1
N ( )( ) ( )A’l :
n!

Exemple : Calculer f(4.8) a partir de la table donnée précédemment

j 0 1 2 3 4 5 6

x| 0 1 2 3 4 5 6

f; 11.00 | 2.718 | 7.389 | 20.09 | 54.60 | 148.4 | 403.4

x=48 4<x<5
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Chapitre 1 Interpolation

j X; f A_f; A f; A f; Af; A f; | ASF,
0 |0 1.00 1.718 2.953 5.077 8.702 15.000 | 25.727
1|1 2.718 4.671 8.030 13.779 23.702 40.727
2 |2 7.389 12.701 21.809 37.481 64.429
313 20.09 34.51 59.29 101.91
4 |4 54.60 93.80 161.20
515 148.4 255
6 |6 403.4
x—x]- .
r=— j=5 xj =5>4.8 estleplus proche.
48—-5
r= =-02<0
1
F(48) = fu +70_f, + r(rz-l|- 1) A2F + r(r+ 13)|(r +2) Nf + r(r+ 1)(r4—|l- 2)(r+3) A,

LT D +2)r +3)(r +4)

5
= A fs

Interpolation d’ordre « 0 » : f(4.8) = f; = 148.4

Interpolation d’ordre « 1 » (linéaire) : f(4.8) = fz + rA_fs; = 148.4 — 0.2 * 93.80 = 129.64

* 59.29 = 124.896

Interpolation d’ordre « 2 » (parabolique) : f(4.8) = 129.64 + w

(—=0.2)(-0.2+1)(—0.2+2)
3!

Interpolation d’ordre « 3» (cubique) : f(4.8) = 124.896 + * 37.481 = 123.1

(=0.2)(=0.241)(—0.242)(—0.243)
4

Interpolation d’ordre « 4» : f(4.8) = 123.1 + * 23.702 = 122.30

(=0.2)(=0.24+1)(—0.24+2)(=0.24+3)(—0.2+4)
51

* 15.00 = 121.92

Interpolation d’ordre « 5» : f(4.8) = 122.30 +

5.3. Interpolation utilisant les différences centrées sur base entiére (Formule de Stirling) :

I'opérateur différence centré noté A, est définit par :

8of @) = f(x45) ~ flx—3)

h
l x+5

Xj—1 Xj Xj+1
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Chapitre 1 Interpolation

ARf(x) = Ag[AR1f(x)] pour x quelconque.

Pour x, point du support d’interpolation x = x;

dofy = £ (5+3) = (5=3) = fa=Fa =30 + ) =5 G + i)

1
Bofj =5 (fi+1 = fj-1)

03, = BolBofi] = o |1 = £, 1] = Bof 1 = Bf, 1 = (fres = ) = s = fi-0)

A3fj = fiv1 — 2fj + fia

n pr] Z( k! (Z k)lf]"'p -k

2p+1
) 1 2p +1)!
AP =2 2 D5 2p+1- k)l(f]+p ket + fjrp-k)
k=0

fj-3 fi-2 fi-1 fj fi+1 fj+2 fj+3
200f -1 0 1
N3 fj 1 -2 1
2051 -1 2 0 -2 1
NS 1 -4 6 -4 1
203f; | -1 +4 -5 0 +5 -4 1

r=— Si Xj>x r<o0
Si X <x r>0
“lar<l x-xl<?
2 2 2
r? rr?-1) r’e*-1) , r@*-1)0*-4) .
f(x)—f]*‘erf]"‘ Af] —Aofj 4—A0fj o AV I
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Chapitre 1 Interpolation

6. Utilisation des formules d’interpolation : pour que la précision soit la meilleur possible, il faut
utiliser le maximum de terme dans le développement de f(x).

La fonction est tabulée pour les valeurs xg, X1, X3 .o v . Xy

. Si x est voisin des premieres valeurs tabulées xg,xq, ... ... , on utilise la formule
d’interpolation par les différences a droite.

. Si x est voisin des derniéres valeurs tabulées .....x,_4,Xx,, on utilise la formule
d’interpolation par les différences a gauche.

. Si x est situé au milieu de la table, on utilise la formule d’interpolation par les différences

centrées.

Lorsque le pas n’est pas constant, on utilise les différences divisées ou Lagrange ou un

développement en puissance de x.

7. Erreur d’interpolation : le polynédme P, (x) représente une approximation de f(x). On peut

montrer que I'erreur faite vaut

E(x) = f(x) = B(x) = f*7H(E). Sp(x)/(n + 1)!

FL(E) ladérivé d’ordre (n+1) de la fonction f au point €.

Sp(x) = (x —x0)(x = x1) v verve e (X — X3)

¢ estlavaleurde x € [x,, x,,], intervalle d’interpolation.

Il est impossible d’évaluer I'erreur si f(x) n’est pas connue.

8. Extrapolation : si la fonction f(x) est connue en des points régulierement espacés (h=cte), on
effectue généralement I’extrapolation en utilisant la méthode de Newton avec les différences a droite
ou a gauche suivant que x < x;, ou x > X,.

Si la fonction f(x) est connue en des points irrégulierement espacés, on utilise la méthode des

polyndmes de Lagrange ou des polynémes développés en puissance de x.
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Chapitre 2 Dérivée numérique d’une fonction

Chapitre 2 : Dérivée numérique d’une fonction

1. Dérivée numérique, cas d’un pas constant :

Les formules pour les dérivées peuvent étre obtenues a partir des formules d’interpolation de
Newton pour un pas constant, mais peuvent aussi étre établies en utilisant les développements en

séries de Taylor.

1.1. Utilisation des différences a droite (ou progressive) :
a. Dérivées successives de f(x) en x;j a'ordrelenh:

Calcul de f]’- : I'erreur commise es de 'ordre de h

h? h3
fx+h)=f(x)+hf'(x) +Ef"(x) +§f(3)(x) + o

oy fx+h)—f(x) h . h?
flx) = A _Ef (x)—if(”(x)—--- .........
Donc: f'(x) :w+0(h)
Si X = X; alors f’(xj) = w + 0(h)
f =2 by o) = A+Tff +0(h)

Calcul de f;

h?z h3
(-2) + {f(x +R) = G +RE () + 57 10 + 5 FOG) + -

+ {f(x +2h) = f(x) + 2hf'(x) + 2R%f (x) +8%3f(3)(x) o,

=2f(x+h)+f(x+2h)=—F(x)+h2f'"" (x)+h3 """ (x)
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Dérivée numérique d’une fonction

Chapitre 2
fr = fi — 213;21 vz | o(h) = *f’ + 0(h)
i = +f —2+0(h)

b. Les dérivées successives de f(x) en x; a 'ordre2en h:

On obtient une meilleure précision en prenant plus de termes dans le développement en séries,

ainsi pour trouver fj’ on utilise le développement jusqu’a I'ordre 2.

h? h3
[GHR) = FO)+ R+ @)+ [ () + .

h) — h . h?
f'(x) :f(x+ })l f(x)—Ef (x)—zf@)(x)—--- .........
_fa+ h})l—f(x) _g flx) = 2f (x +hi21) HIEH2D) iy _%Zf,,,(x) e
2f(x+h)—2f(x) fO)+2f(x+h) —f(x+2h) 4h*
oh 7 [+
si x = x; f; = =Ll 4 gp2)

Par des démonstrations similaires on obtient f', f”, f""' ...al'ordre 2 en h

fj fj+1 fj+2 fj+3 fj+4 fj+5
2hf; -3 4 -1 + O(h?)
hZf]'_’ 2 -5 4 -1
2h3 f](_3> -5 18 -24 14 -3
Bt f](_4) 3 14 26 -24 11 2
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Chapitre 2 Dérivée numérique d’une fonction

1.2. Utilisation des différences a gauche (ou régressive) :

Cette méthode permet d’obtenir la dérivée d’ordre n au point x; (fj") comme combinaison

linéaire des f;, fj—1, fj—2, o+ e - fj-n
a. Dérivées successives de f(x) en x; a'ordrelenh:

h?
flx—h) =f(x)—hf’(x)+—'f ()4
fx)—f(x—h)

fllx) = - +5 f( )t
Donc : f'(x) = LEED 4 o)
Pour x = x; alors £/(x) = LETED 4y
g =Dl oy = 2o
r = f —2+0(h)

Pour trouver la dérivée a I'ordre 1 en h d’ordre (n), on utilise (n+1) points. Pour la dérivée

premiere a l'ordre 1 en h, on prend les deux premiers termes du polynéme.

fj fj—1 fj—z fj—3 fj—4
hf; 1 -1 +0(h)
h*f} 1 -2 1
h3 f](3) 1 -3 3 -1
ht f](‘*) 1 -4 6 -4 1
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Chapitre 2 Dérivée numérique d’une fonction

b. Dérivées successives de f(x) en x; a I'ordre 2 en h :

On procede comme au paragraphe 3.1b a partir du développement de f(x-h) au lieu de f(x+h).

Les premieres dérivées a I'ordre 2 en h sont données dans le tableau suivant :

fj fj—1 fj—z fj—3 fj—4 fj—s
2hf; 3 -4 1 +0(h?)
h*f} 2 -5 4 -1
213 f](3> 5 -18 24 14 3
h4 f](_4) 3 -14 26 -24 11 -2

Pour trouver la dérivée nieme du polynéme a l'ordre 2 en h, on utilise (n+2) points ou bien pour

la dérivée premiere a I'ordre 2 en h, on prend les trois premiers termes du polynéme.

1.3. Utilisation des différences centrées :

a. Pour calculer fj(n) on utilise les points situés de part et d’autre de x;
h? h3 h*
fx+h)=f()+hf'(x)+ ?f (x) +§f(3)(x) +Ef(4)(x) ..........

h? h3 h*
f(x—=h)=f(x)—hf'(x) +§f (x) —af@(x) +Ef(4)(x)

2h3
f(x+h)— f(x—h) = 2hf'(x) + ?f@(x) +o

h) — f(x—h) h?
100 _flet )th(x )—gf“)(x)

_ finnfi-1 k% (3)
6 fi

i = x: I =
Si x=x; alors f; h

Malgré qu’on ait utilisé deux points, I'erreur est de I'ordre 2 en h (plus précise) :

,.:fj+1_fj—1

f; = L=+ o)
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Chapitre 2 Dérivée numérique d’une fonction

N
Différence a gauche

-
’
-
#

’

#
/)
2 \ Différences centrées

Différence a droite

A\ 4

h4-
flx+h) +f(x—h) =2f(x) +h?f"(x) +Ef(4)(x)

_fG—R) =2f@) +fGc+h) W

() - SO0+
y_Fia=2fi+fia W
=22 " 1—Ef](.4)(x)+---....

Lorsque n est pairen = 2p :

A%pffﬂ? + A-Zi-pfj—P 2
= +0(h?)

2
fj( P)=

Lorsque n est impairen = 2p +1

2p+1 2p+1
AZPY fj+p + A+ fj—p
2h2p+1

f}(2p+1) — n O(hz)
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Chapitre 2 Dérivée numérique d’une fonction

Le tableau suivant donne les quatre premiéres dérivées a I'ordre 2 en h

fi—2 fi1 fi fis fjs2
2hf; -1 0 1 +0(h?)
h*fy 1 -2 1
2h3 f}@ -1 2 0 -2 1
ht f]§4> 1 -4 6 -4 1
%f

1.4. Approximation de la dérivée croisée

dxdy

o  _of
o*f _9 i] _ 0xl;jpy  OXly;_4 + o)
dyox ” dy loxl; ; 2k
of _ firrj+1—Si-1j+1 2
or oxlj j+1 - 2h + O(h )
of _ Jit1j-1=fi-1,j1 2
Et dx ij-1 - 2h + O(h )
Donc
0% f 0% f 1 )
dyox| " oxdy| 4k [firrjor = fimrjor — fimvjor + fivnjoa] + O(R + k%)

Lj ij

2. Incertitude sur le calcul des dérivées :

On peut montrer que lorsque f(x) est approchée par un polynéme P,(x) ona:

df(x)  dP,(x) _ dS,(x) f™(Cy) S fO3(C,)
dx  dx  dx (n+1)! 5 (%) (n+2)!

(3)

Ou (C; et C, appartiennent a l'intervalle d’interpolation.

Sp(x) = (x —x0)(x —x) (X — X3) vovvve e (X — X3)

Lorsque x = x; Sn(x;) =0
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Chapitre 2 Dérivée numérique d’une fonction

m+D) n

E'(x;) = ARG n(xj —x;)
=0
i#j

(n+1)!

as B

n
— = X — X;
dx x=xj u( ] l)

i#j

Si f™*D(x) admet un majorant connu, on a d’aprés (3) une idée de I'incertitude sur le calcul de
la dérivée premiére. Malheureusement il est rare qu’on ait ce renseignement surtout si f (x) est

donnée sous forme de table.
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Chapitre 3 Classification des équations aux dérivées partielles

Chapitre 3 : Classification des équations aux dérivées partielles

1. Définition :

e Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une relation faisant intervenir les variables
indépendantes xq, X5, ... ... ... .... Xp,, la fonction f et ses dérivées partielles.
Par exemple, si f est une fonction de deux variables, une EDP peut s’écrire par la relation :

F of of 0%f 0%f 9%*f 09%f 03f a3f o03f O03f _ 0
%Y x 8y’ ax?’ ay?’ axdy’ dydx’ dx3’ dy3 dxdy?’ axay’ )
e On appelle ordre de 'EDP I'ordre le plus élevé des dérivées partielles intervenant dans I'EDP, par

exemple :
2*f o*f o*f | of _ ,
3223y 3 Ztxy5+-+f+c=0 estdordre3

(2272—327];)2 + 4 (%)2 —c=0 estdordre2

e L'EDP est dite linéaire si F est linéaire par rapport a ses arguments f et ses dérivées partielles, et
si les coefficients qui les lient ne dépendent que de (x,y); sinon elle est non linéaire. Par
exemple, 'EDP du second ordre :

%f a%f a%f af
U152 T A2zt 3550 oy

est linéaire si les a; ne dépendent que de (x,y) .

ta,L+asL+agf +a;,=0 (1)

2. Classification mathématique des EDP linéaires du second ordre (cas de deux variables
indépendantes) :

De trés nombreux phénomenes physiques se traduisent par les EDP linéaires du second ordre du type

(1) qui peuvent s’écrire sous la forme :

Pf 4 op 2 4 O
a6x2+2b6xay+cay2 =d (2)
. T af of
Ou , b et ¢ ne dépendent que de (x, y) et d est une fonction linéaire de (x, y, f,a,a .

Il y a trois types d’équations aux dérivées partielles représentés par I’équation (2) :

e Lorsque la quantité A= (b? — 4ac) < 0 I'équation (2) est dite du type elliptique.
e Lorsque la quantité A= (b? — 4ac) = 0 I'équation (2) est dite du type parabolique.
e Lorsque la quantité A= (b? — 4ac) > 0 I'équation (2) est dite du type hyperbolique.
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Chapitre 3 Classification des équations aux dérivées partielles

Cette appellation est faite par analogie avec I’équation générale du second ordre en géométrie
analytique :

ax? + 2bxy + cy? =d (3)

Ainsi, selon le signe du discriminant A= (b? — 4ac), nous obtenons différentes formes géométriques :

e A= (b*—4ac)<0 - ellipse.
e A= (b?>—4ac)=0 - parabole.
e A= (b?—4ac)>0 - hyperbole.

3. Classification mathématique dans le cas général (n variables indépendantes) :

Si f est une fonction de n variables indépendantes, les EDP linéaires du second ordre sont du type :
a

’f af
Y1 a;i(xq, e .xn)ﬁ + 2 bi(xq, e xp) P +c(xq, e xp)f +d(xq, oo xy) =0 (4)
l
e Sitous les a;sont non nuls et de méme signe, I'EDP est de type elliptique.
e Sij tous les a;sont non nuls et sont; a une exception prés, de méme signe, 'EDP est de type
hyperbolique.

e Siun seul des a; est nul (noté a;;) et tous les autres de méme signe et si b;; est non nul, I'EDP
est de type parabolique.

Les fonctions a; et b; étant dépendantes des variables (x4, .....x;), la classification est évidemment

fonction du point (x4, .....x,) considéré. Une EDP peut donc étre de différents types suivant les points
considérés : on dit qu’elle est de type mixte.

Exemples : soient f(x,y) une fonction de deux variables et g(x,y,t) une fonction de trois variables.

0 L 0 _

axz T 9y2 0 est une EDP elliptique

29 _ 0% | 0%

2 —ax2 T 3y2 est une EDP hyperbolique

est une EDP parabolique

%f L 9 _ o

922 Tay2 =0 Elliptique pour x > 0
Hyperbolique pour x < 0
Parabolique pourx =0

Cours Méthodes Numériques I : Différences finies Dr HARNANE YAMINA Page 20



Chapitre 3 Classification des équations aux dérivées partielles

4. Classification physique des EDP :
De nombreux phénomenes physiques se rangent dans I'une des classes suivantes :

e Les problemes d’équilibre étudient I'état stationnaire d’'un phénomene (champ, chaleur......) dans
un domaine borné ou non. lls sont gouvernés par I'EDP elliptiques.

e Les problemes de valeurs propres sont en général des extensions des problémes d’équilibre dans
lesquels les valeurs critiques de certains parameétres doivent étre déterminées. C’est le cas par
exemple de la résonance des circuits électriques.

e Les problémes d’évolution étudient I'évolution avec le temps d’un phénomeéne (champ, chaleur,
vibration,....) a partir d’un état initial donné. Ils sont gouvernés par des EDP hyperboliques ou des
EDP paraboliques.

Exemples :
a- Equation de la chaleur:

La conduction thermique a I'intérieur d’un domaine D bidimensionnel provoque un changement de la
température (t, x,y) , qui régi, en 'absence de source de chaleur par I'EDP :

ar o0 (kaT)+ d (kaT)
Pt = ax\"ax) T ay\“ay
Ou k, p, c sont respectivement la conductivité thermique, la masse volumique et la chaleur spécifique du

solide constituant le domaine D.

Lorsque k dépend seulement de la position (x, y), 'EDP est linéaire ; si k dépend de la température T,
I’'EDP est non linéaire.

Dans la majorité des cas rencontrés, on considére k comme constante et I’équation de la chaleur peut
étre sous la forme :

T k<62T 62T>
— +— | = aAT

at pc\0dx? 0y?
ol AT =224+ 2T désigne le Laplacien de T
u =z T oy ésigne le Laplacien de
a= % est le coefficient de diffusion thermique
De maniére générale, si T dépend de n variables d’espace (x4, .....x,) ona:
i=n
aT 0%T AT
—=a ) —=a
at & 0x?
i=

Tous les problémes de diffusion sont régis par ce type d’équations.
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Chapitre 3 Classification des équations aux dérivées partielles

. . , , , a
Exemple : La diffusion d’un polluant dans des eaux calmes est gouvernée par I'EDP a_i = a,,AC

Ou C est la concentration et a,, le coefficient de diffusion de la matiere.

Pour pouvoir résoudre ce type d’équation nous devons fixer la condition initiale et les conditions aux
limites.

La condition initiale est fixée en donnant la valeur de la température au temps t = 0 dans tous les points
du domaine D :

T(O’X:Y)=T0(x:3’) (ny) €D

Soit F la frontiere du domaine D, les conditions aux limites peuvent étre de différents types selon la
situation physique étudiée :

i. Différents types de conditions aux limites :
e Température connue a tout instant sur la frontiére :

Dans ce cas la condition aux limites est écrite sous la forme :
T(t,x,y)=U(tx,7vy) (x,y)EF, t>0 (i.1)

La condition t > 0 est rajoutée, car a l'instant t = 0 la condition initiale et aux limites peuvent ne pas
avoir les mémes valeurs. C'est par exemple le cas d’une barre de fer rougie au feu et plongée
brutalement dans I'eau glacée. La condition initiale est la température de la barre rougie au feu et est
supérieure a la condition aux limites qui est la température de I'eau glacée.

e Lafrontiére est isolée thermiquement :

Dans ce cas il n’y a aucun flux de chaleur a travers F et la condition aux limites est donnée par la relation :
aT .
LExy)=0; (xy) € F;, t>0 (i.2)

Oou P désigne la dérivée dans la direction de la normale a F, dirigée vers I'extérieur de D.

e Le solide baigne dans le courant d’un fluide :

Lorsqu’un fluide s’écoule sur la surface du solide D, nous avons une condition aux limites du type :

I 3T Exy) aT(t x,¥)

+ h(T(t xX,y) — Bf) =0 (x,y)€F, t>0 (i.3)
Ou : 6 est la température du fluide

h est un coefficient qui dépend des caractéristiques du fluide, de la vitesse d’écoulement et aussi de
la forme de F.
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Chapitre 4 : Résolution des équations aux dérivées partielles

1. Introduction :

Un probleme aux dérivées partielles nécessite la donnée :

° Un domaine D ;

. Une équation aux dérivées partielles (E.D.P) ;

° Des conditions aux limites (pour tous les problemes) ;

° Une condition initiale (pour les probléemes d’évolution).

Pour obtenir une approximation numérique de la solution de ce probléme, nous devons
approcher les dérivées partielles de I'E.D.P en chaque nceud du domaine discrétisé (maillage) en

utilisant les valeurs de la variable dépendante en ce nceud et aux nceuds avoisinants.

2. Discrétisation du domaine :

Les calculs par différences finies sont effectués suivant un maillage obtenu par un double réseau
de paralleles aux axes et régulierement espacés. L'intersection de deux droites du maillage définit un
noeud M de coordonnées (X, Y )-

Si les paralléles a I'axe sont espacées de Ax = h et les paralléles a 'axe y de Ay = k, le nceud a
comme coordonnées :

Xy = iAx = ih

Et

yu = JjAy = jk
Ou d’une maniere condensée (i, j).

Ainsi la fonction f(x,y) prend au point M (xy, yu) la valeur f(iAx, jAy) = f(ih, jk) = fi ;

Cours Méthodes Numériques I : Différences finies Dr HARNANE YAMINA Page 23



Chapitre 4 Résolution des E.D.P

] ﬂ _
.. Ay=k
‘111"‘1 \ v
/ QoL Jbi il

\ 4

Maillage

3. Méthodes de résolution des E.D.P paraboliques
Il existe essentiellement trois méthodes de base pour la résolution de telles équations :
e Méthodes explicites ;
e Méthodes implicites ;
e Meéthodes mixtes (type Crank-Nicholson).

Nous exposons chacune d’elles en prenant I'E.D.P générale de type parabolique :

L= 400 ZL+ B L+ c0).f0) + D) (1)

Conditions aux limites type Dirichlet

fx=a,t) = fa(t)}
fGx=b,t) = f,(0)

flx, t =0) = f,(t) Condition initiale

f est une fonction a deux variables (x, t) .

Afin de résoudre I'équation (1) ; nous divisons l'intervalle [a, b] en (n + 1) intervalles Ax par les
points :

Xo=a; XxX1=A0x; X3 =2A%X ;.iiiviiii. Xy =nAXx; Xpy1 =Db
Nous choisissons de méme un pas de temps At .

Le maillage est représenté sur la figure suivante :
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Résolution des E.D.P

y
A
a
k+1
k
k-1 2 ®
k=2
k=1
k=0
° * >
i=0 =1 i1 i i+1

On doit déterminer la fonction f aux noeuds internes du maillage.

3.1. Méthodes explicite de résolution

On considere un cas quelconque :

kel '(i,k+1)

k '(i_llk) ‘(Ilk)

’(i+1,k)

3
>

Solution connue jusqu’a k

On utilise les nceuds connus [(i — 1, k); (i, k); (i + 1, k)] soit par la condition initiale, soit par les

calculs précédents.

e Silindice i repére la variable x et I'indice k repére la variable , I’équation (1) discrétisée peut
s’écrire en utilisant les différences centrées sur x et les différences a droite sur t.

Premier membre|; ), = Deuxiéme membre|;
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3.2.

fi,k+1 - fi,k
At

'fi+1,k = 2fik + fi-1k

=A .fi+1,k - fi—l,k
l (Ax)?

+Bi 2Ax

+ Cifix + D;

Ce qui donne:

fike1 = [(Ax)z ZAx] firri [1 e CiAt] Jur + [(Ax)z E] Jivri + Dilkt

A;At B;At 2A;At A;At + B;At

(2)
On obtient f; a I'instant (k + 1) comme combinaisonde f;_; ; f; ; fi+1 alinstant (k).
On continue ainsi jusqu’a t = M.At

La méthode s’applique sans aucune modification de principe aux équations dont les coefficients A,
B, C, D dépendent non seulement de x mais aussi de t et f ainsi qu’aux fonctions de plusieurs
variables d’espace.

L'inconvénient principal de la méthode explicite est qu’elle nécessite de choisir At suffisamment
petit, si non la solution de I'équation (2) devient instable.

La solution est dite stable (convergente) si :
At - 0; featcutse = fexacte

Il faut que le coefficient de f; ; soit positif.

24;At

24,
1———+CAt| =0 ———C;|At <1
(Ax)? TG ] =0 ((Ax)2 ‘) -

On choisit Ax et d’apres cette condition on calcule At. A cause de ce risque d’instabilité, il est
préférable lorsque cela est possible d’utiliser 'une des méthodes suivantes :
Méthodes implicite de résolution

On obtient une équation implicite en écrivant le second membre de I'équation (1) a l'instant tj,;
ou la solution n’est pas connue, ce qui donne :

ka1 _(i-l,k+1l (i,k+1)‘ (i+1,k+1)
k (i,k)
K ) ¢

o | k-1

-

2

=

(]

>

[

[

S

[

S

5

S

w
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Premier membre|; ., = Deuxiéme membre|; y+1
Par les différences a gauche

fik+1 — fik fisrk+1 — 2fik+1 + fici k41 fisrk+1 — fi—1k+1
Ce qui donne:
o et 2l et [ 2t P s =~ [ 40
(Ax)z ZAX l—l,k+1 At (Ax)z L l,k+1 (Ax)z ZAX l+1,k+1 At l
a; Bi Vi K;
(3)
Aifici k1 + Bifikr1r T Vifisrkrr = Ki
La discrétisation k = 0
(alfo,l + Bifir tVifar = Kq noeud (1,1)
azf11 + B2fa1 +V2f31 = Ks noeud (2,1)
# a3fz1 + Bsfsz1 + V3far = Kz noeud (3,1)
kalnfn—l,l + ann,l + ynfn+1,1 = K, noeud (n; 1)
On obtient un systéme d’équation linéaire qui relie les frontieres fo1; fi1  ;  f21

On a (n+2) inconnus mais nous avons n équations, on remplace donc fy 1, fp+1,1 Par leur valeurs
des conditions aux limites, alors on aura un systeme de n équations a n inconnus.

o On obtient f; comme a I'instant (k) comme combinaison linéaire des f;_1 ; f; ; fi+1 inconnues
al'instant (k + 1).

° L’équation obtenue peut s’appliquer en chaque point aux temps (k + 1). On obtient ainsi un
systeme d’équations linéaires dont la résolution nous donne les valeurs de f au temps (k + 1).

o On procede de la méme maniére pour avoir les valeurs de f au temps (k + 2) ; (k + 3)......

° Un avantage essentiel de cette méthode est qu’elle est universellement stable.
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3.3. Méthodes du type Crank-Nicholson
Dans la méthode explicite, le second membre de I’équation (1) est écrit a I'instant (k).

Dans la méthode implicite, le second membre est écrit a I'instant (k+1).

La méthode de Crank-Nicholson consiste a écrire le 1" et le 2°™ membre au temps (k + %). Le premier

membre est approché par les différences centrées et le second est exprimé comme la demi somme du
second membre des méthodes implicite et explicite, on obtient alors :

ka1 '(i,k+1)
‘ (i,k+1/2) ¢At/2
A * .

~ (i,k)

:ﬂ) k'].

>

oy

2

(]

S

[

[

S

[

.0

5

3

Premier membre|; 1/, = Deuxieme membre|; 1/,

fuerr = fix 1

SMym + S M,

Second Membre Second Membre
At 2

1 A;
[(A )z(fz 141 — 2fiks1 +fl+1k+1)+2A (firrpesr — fi- 1k+1)+Cflk+1+D]

t3 [@ (fictk = 2fipe + fisrn) + ﬁ (firrk = ficrie) + Cifir + Di]

(4)

Le second crochet de I'équation (4) étant connu, on voit que I'équation (4) est en fait une équation
implicite, qui se traite exactement comme il a été indiqué au paragraphe précédent.

e [’avantage principal de ce schéma est que pour une valeur donnée de Ax, I'erreur de troncature
sur le terme en At est nettement plus petit que dans les méthodes implicite et explicite.

At
e La méthode de Crank-Nicholson est inconditionnellement stable et converge quel que soit — 0
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4. Méthodes de résolution des E.D.P elliptiques

4.1. Expression a I’aide des différences finies
La mise en équation a I'aide des différences finies comporte les étapes suivantes :

e Définir un maillage couvrant le domaine et sa frontiere ;

e En tout nceud intérieur au domaine, exprimer les dérivées a I'aide des différences finies. ces

termes contiennent des points situés sur la frontiere ;

e Exprimer les valeurs de la fonction en tout point sur la frontiere en tenant compte des
conditions aux limites. On obtient alors un systeme de n équations a n inconnus dont on résout par

I'une des techniques de résolution.

Exemple :

Déterminer la fonction f(x,y) dans le domaine rectangulaire (0 < x < a,0 <y < b). f satisfait

2 2
I’équation de Laplace a—é + 97 — 0 avec les conditions aux limites suivantes :
dox ay?2
( f(x = 0’}’) = fO
f(x =a,y) = fa
fc<x<ay=0)=f, Dirichlet
$0f P
—(x<cy=0)=0 Neumann
dy
af
—(x,y=b)=0
\ 3y (x,y =b)
A
y
o _
dy
¢ L
fo £
e e— >
0 i_ c fa a X

dy =0
Probleme elliptique
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. On définit un maillage qui coincide avec les frontiéres du domaine ;
. On choisit (n + 1) pas sur x de valeur Ax = ﬁ Choisissons Ax sous multiple de a et de

(a — ¢) de fagon que x = ¢ corresponde au p®™® pas sur x . On choisit le maillage de telle fagcon que :

{ ciAx =a;
c,Ax = (a—0)

Ce qui veut dire une ligne du maillage qui passe par le point c. Si on trouve une discontinuité des

limites, on procede de la méme maniére.

A
Y
m+l b
i+1,k
k=0 >
i=0 c a X
p n+l
Maillage
s b - .
. On choisit (m + 1) pas sur y de valeur Ay = —r Choisissons Ax sous multiple de a et

de (a — ¢) de fagon que x = ¢ corresponde au p'*™ pas sur x ;
° En chaque noeud interne (1 <i<n;1 <k <m), on exprime I'équation aux D.P de

Laplace a I'aide des différences finies (différences centrées), ce qui donne :

fivr e — 2fix + fimik + fik+1 — 2fix + fik-1 _

0
Ax? Ay?

L’équation obtenue fait intervenir les points a la frontiere (i = 0;i =n+ L,k =0,k =m+ 1).
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Remarque : Lorsque

k=m,  JIITIITIIITTIIINT fimen
i=1, TIVITTTITTITTTITINT fox
\k=1, TITITITTITITTITIT T fio

J i =n, il faut intervenir les valeurs  f, 11

. Il faut maintenant exprimer les conditions aux limites, elle porte sur i =1;i =n; k =

1; k = m.
ok = fo

) On approche les conditions aux limites :

af
dy

=0 (i<p)

i,0

Par les différences a droite d’ordre 2 en h

—3fio+4fi1— fi2 _

0
2Ay
. 4 1

On tire ﬂ’o = ;]Ci,l - ;ﬂ,z
Pour i =Dp, i0 = fa

af _

ay im+1
Par les différences a gauche d’ordre 2 en h

3fi,m+1 - 4’fi,m + fi,m—l -0

2Ay

. 4 1
On tire fim+1 = ;fi,m — ;fi,m—l
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Récapitulatif

(fivrke — 2fix + fimvk + fik+1 = 2fix + fik-1 — 0

Ax? Ay?
fo,k =fo
fn+1,k = fa
{ ) 4 1
L<p fio = §f11 _§fi,2
i=p fio = fa
4 1
\ fi,m+1 = §fi,m - §fi,m—1

A
v of _
ay_l
b_‘ 1
fa
fo
b‘ Jc a i X
af' fﬂ
_=0
dy

Neeud(1,1):i=1k=1

1 1
ArZ [f0,1 —2fixt f2,1] + A_yz [f1,o —2fi1t+ f1,2] =0

fo1 et f10 sont tirées des conditions aux limites.

fo,1 = fo
4 1
f1,0 = §f1,1 - §f1,2
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On remplace dans I’équation, on obtient :

1 2 1
A_xz[_zfm + fz,l] _W[fm - f1,2] = _A_xzfo

A
Pourx <c
( i=2, k=1
Pour
i=p-1, k=1 Ilizé i * e . >
i=0 i=1 (p-1) P n n+l X
(L !
{A_xz [fi+1,1 —2fi, + fi—l,l] + A_yz [fi,z —2fi1 + fi,o] =0
4 1
k fi,o = §fi,1 - §fi,2

On remplace f; o on obtient I'équation :

2
3(0y)2 [fir — fiz] =0

1
A2 [fi+1,1 —2fi1 + fi—1,1] -

Pourx = ¢

Pourp<i<n—1letk=1

1 1
AxZ [fi+1,1 = 2fi1 + fi—l,l] + A_yz [fi,z = 2fi1 + fi,o] =0
fi,O = fa
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On remplace f; o on obtient I'équation :

1 1 I
ez fiens =20 + fioal = g lfia — 2l = ~ 2

On est ainsi ramené a la résolution d’un systeme de m X n équation a m X n inconnus. On peut

utiliser pour cela soit une méthode directe ou itérative.
5. Approximation des dérivées aux nceuds avoisinants une frontiére irréguliére :

Lorsque la frontiére rencontre le maillage rectangulaire en des points qui ne sont pas des nceuds du
maillage (voir figure), les formules précédemment utilisées pour approcher les dérivées aux noeuds a
proximité du maillage ne sont pas valables car le pas varie de part et d’autre de ces nceuds. Ce
paragraphe concerne les approximations par les différences finies des dérivées en un point tel que

« O », proche de la frontiére F sur laquelle les valeurs de f sont supposées connues.

2 .
Frontiere

B />

0

All

Frontiére irréguliere

Ainsi, pour le cas simple d’un maillage carré de pas h le théoréme de Taylor donne :

_ f() 2 2f0 3
fa=fo+hay—+= h a? + 0(h>)
0x 9x2
2
fo= ot h 24 2p2 0 4 o)
L’élimination de 0donne
afo _ 1 1 (1 - al) 2
ox hlmranyA™ a4 JoT (1+ /3| T Ot
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~ Sre . ad \ N
De méme I’élimination de a_]:? mene a:

%fy, 1 2 2
- = =33 fat
0x h?la (1 + ay) 1+ ay)

2
fo= o fo| + 0@)

Donc, I'équation de Laplace au point « O » s’écrit :

2 2 2 2 Ty
rlte) T omdran Tar ey T O v et (a_1+a_2>f°_

6. Méthodes de résolution des E.D. Hyperboliques

6.1. Introduction: il existe essentiellement deux méthodes de résolution des équations
hyperboliques : la méthode des différences finies et celle des caractéristiques.
La méthode des différences finies peut s’appliquer soit a I’équation du second ordre soit au
systeme du premier ordre équivalent et donne lieu a des résolutions de type explicite ou
implicite.
La méthode des caractéristiques est en général la procédure la mieux adaptée et la plus précise.
Cependant pour des équations pas trop compliquées dont les solutions sont continues, on peut
appliquer la méthode des différences. Si par contre, la fonction ou I'une de ses dérivées présente
une discontinuité en un point de la frontiére, on sait que cette discontinuité se propage le long
des caractéristiques passant par ce point : une telle situation peut étre difficilement maitrisée par
la méthode des différences finies et on devra dans ce cas utiliser impérativement la méthode des
caractéristiques.

6.2. Méthode des différences finies :

Soit I’équation des ondes ou des cordes vibrantes :

0%f 1 0%f
ax?  c?at?

flx,t =0) =F(x) pour 0<x<a
of

l v = G(x)

ot x,t=0

Choix du maillage : on choisit un maillage de I'espace (x,t) correspondant a des pas Ax et At.
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A
t
i,k+1
i-1,k |ik i+1,k
L 4 9
i,k-1
k=0 ® ® * >
i=0 X

On considere la solution connue jusqu’a l'instant k.
6.2.1. Méthode explicite :

On discrétise I’équation des ondes par les différences centrées au nceud (i k), ce qui donne :

62f
0x?2

_10%f
. c? 0t?

i, ik

firnk = 2fix *+ ficak _ 1 fikwr = 2fip + fik—1

Ax? T c? At?
fik+1 = ~fik-1+ 20 = Dfip + A(fiz1x + fim16)
= g2 At?
—¢ Ax?
Lorsque k =0
fir ==fi-1+ 2 = Dfio + Afis10 + fi-1,0) (1)
of
e =G(x
at x,t=0 ( )
of fi1— fi-1
atl, = 2ac 00D
fi1— fi-1 = 24t.G(x;) (2)
Pour avoir f; 4

(2) = fi1 = fi-1 + 2At.G; substituant dans (1) :

fi—1 +20t.G(x;) = —fi—1 +2(1 = Dfio + A(fis1,0 + fi-1,0)
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A
= fi1=—ALG+ (1 —A)fio + > (fi+1,0 + fi-1,0)

A
= fin =AtG + (1= Dfio + > (fi+1,0 + fi=1,0)

\4

o= -

La solution ne peut étre déterminée complétement (c'est-a-dire pour tout t = 0 et tout x tel que

0 < x < a) que si 'on impose des conditions aux limites en x=0 et x=a.

La stabilité :

A . . A .
Il faut que At < Tx On peut montrer que la solution n’est pas stable si At > Tx C'est la raison

pour laquelle il faut employer la méthode implicite si I'on désire calculer f en des pas assez grand sur le

temps.
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6.2.2. Méthode implicite :

La dérivée par rapport a t est approchée comme dans la méthode explicite cependant celle par rapport a

x est évaluée en prenant la demi somme des valeurs de cette dérivée en (k-1) et (k+1).

A
t
li—l,k+ k+1] 41 k4
L 4
i,k
i-1,k-1] i k-1 |i+1,k-1
4 L ]
k=0 >
i=0 X
0°f|  fixer — 2fi * fik—1
2 - 2
at ik At
0*f _ 1 0% f 0% f _ 1[fi+1,k+1 = 2fik+1 T fii kst + fis1k-1 — 2fik-1+ fi—l,k—l]
dx2|. 20x?]. 0x2|. 2 Ax? Ax?
i,k i,k+1 i,k—1

A A A
= —§fi+1,k+1 + A+ Dfigs1 — Efi—l,k+1 =2fix + > [fi+1,k—1 = 2fig-1+ fi—l,k—l]

A la fin on obtient un systéme d’équation a matrice tri-diagonale qui peut étre résolu par double
balayage ou par la méthode itérative a conditions de connaitre les conditions aux limites : ceci n’était pas
nécessaire dans la méthode explicite.

L’avantage principal de la méthode implicite est qu’elle est stable quel que soit At. On peut donc
utiliser des pas sur le temps plus important que dans la méthode explicite, ce qui permet de gagner de
temps, au prix d’une complication mineur des calculs.

6.3. Résolution d’une équation du second ordre aprés remplacement par un systéme

d’équations du premier ordre :

Les mémes méthodes ci-dessus peuvent s’appliquer si on remplace I'équation du second

ordre par un systeme de deux équations aux dérivées partielles du premier ordre.
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0°u _ 0%u dp _dq

ax?  ot? ax  dt

_ow w0 O
P=ox 7 %% \or ox

6.3.1. Résolution du systéme (l) par la méthode explicite :

1 1 1
At [Qi,k+1 3 (ql’+1,k + ql'—1,k)] = 2Ax [pi+1,k - pi—l,k]

i Pik+1 — l(Pi+1,k + pi—l,k) = L [ql’+1,k - Qi—1,k]
At 2 2Ax
Cette méthode est stable lorsque 2—; <1.
6.3.2. Résolution du systeme (I) par la méthode implicite :
1 1

At (@1 — qin] = 2Ax [pi+1/2,k - pl._%,k + PH%’,{H - Pi_%kﬂ]

1 1

n: [Pi—1/z,k+1 - Pi—1/2,k] = oAx [Gij+1 — Qs + Dige — Gimrk)

6.4. Méthode des caractéristiques :

a. Détermination de la fonction aux noeuds du réseau des caractéristiques :

0% f 0%f 0%f
@ ox2 +b6x6y+cay2 B
b? —4ac >0

e (a)

Equation du type hyperbolique. En faisant la substitution :

P =3

X

et qza

On obtient les équations suivantes :

{agldp +cdq—edy =0 (D)
ag,dp + cdq —edy =0 (2)

g1 et g, sont des pentes des courbes caractéristiques. L'équation des courbes caractéristiques pour
I’équation (a) est :
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dy dy
a(E)Z—b(E)Jrc:o

. d .
L'inconnu est (d—z), elle admet deux solutions :

dy
I~ 1= dy = gudx (3)
dy
9= dy = g,dx (4)

g1(M)

g2(M:)

—

Dans chaque point issu I'équation caractéristique (3) et (4) en intégrant les équations (3) et (4) en
M;, on obtient les deux courbes g, (M;) et g,(M;). (Dans chaque point M; on peut tracer deux
courbes caractéristiques).

Les solutions sont lintersection des courbes (P;,Piyq, .- - ) ensuite on passe aux points

(Qi: Qi+1, )

Supposons que la fonction cherchée f et ses dérivées p et q soient connues le long d’une courbe T'.
A partir de chaque point M; sont issues deux caractéristiques, de pentes g, (M;) et g,(M;).

Considérons le point P;, intersection des caractéristiques de type g, issue de M; et de type g, issue
de M;,4 : Nous pouvons, a I'aide des équations (1) jusqu’a (4) déterminer ses coordonnées ainsi

que les valeurs de p et g en P;.

Les équations (3) et (4), intégrées par la méthode des trapézes donnent :

1
y(P) —y(M;) = > [91(P) + g1 (M)][x(P;) — x(M;)] (5)
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On integre la courbe passant par M; 4

1
y(P) = yMis1) = 5191 (P) + g1 (Mix )][x(P) — x(Mis1)] (6)
Les inconnus sont les coordonnées de P; et de g, et g, en P;.

Les équations (1) et (2) intégrées par la méthode des trapezes donnent :

1 1
> [a(P)g1(P) + a(M) g, (Mp)][p(P;) — p(M;)] + 5 [c(P) + c(M)][q(P;) — q(M;)]

1
5 [e(P) + e(M)]ly(P) —y(M)] =0 (7)

1
[a(P) g2 (P) + a(Miy1) g (M )] [p(P) — p(Miyq)] + 5 [c(P) + c(M;y1)1[q(P) — q(M;44)]

N| =

1
- E[e(Pi) +eMi)Ily(P) — y(Mi41)] =0 (8)
En fin f(P;) est obtenue a partir de la relation en p et q.
df =pdx + qdy

Cette équation peut étre intégrée par la méthode des trapézes, soit le long de g, entre (P; et M;),
soit le long de g, entre (P; et M;, ) pour donner I'une ou l'autre des équations.

1 1
fP) — fM;) = E[p(Pi) + p(M)][x(P) — x(M;)] + > [q(P) + q(M)]ly(P) — y(M;)] 9
L'intégral de I’équation précédente le long de g,

fP) = f (M)
1
= 5 [p(P) + p(Mi )][x(P) = x(M;11)]

1
+5laP) + aMu)lly(P) - y(Mir)] - (10)
L'intégral de I’équation précédente le long de g,

Toutes les quantités en M; et M;,, étant supposées connues, I'ensemble des quatre équations de
(5) a (8) jointes a I'une des deux équations (9) ou (10) constitues un ensemble de cing équations a

cing inconnus : x(P) ; y(P) ; p(P) 5 q(Py) 5 f(Py).
Deux cas sont alors possibles :

1. Ou bien les coefficients a, b et ¢ ne dépendent pas de I'inconnu f et alors g; et g,ne dépendent
pas non plus de f. Dans ces conditions, les deux équations (5) et (6) donnent x(P;) et y(P;)
puis les deux équations (7) et (8) donnent p(P;) et q(P;), en fin I'une des équations (9) ou (10)
donnent f(P;).

2. Les coefficients a, b et c de I'équation hyperbolique dépendent de I'inconnu f et alors g, et g,
dépendent de f. Dans ce cas, il faut procédé par itération: on donne une valeur estimée a
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f(P;), ce qui détermine g, (P;) et g,(P;) et nous rameéene au cas précédent. La résolution des
cing équations x(P;), y(P;) , p(P;) et q(P;) et une nouvelle valeur f(P;) et on recommence a
nouveau la résolution des cing équations.

Le processus converge rapidement si M; et M;,; ne sont pas trop éloignés I'un de I'autre, ce qui est
d’autre part nécessaire pour minimiser les erreurs de troncature.
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Chapitre 5 : Résolution d’un systeme d’équations linéaires

1. Méthode de résolution directe :

Le probléme essentiel de la méthode directe est la place mémoire. Cette méthode présente des
avantages et des inconvénients par rapport a la méthode itérative :

Avantage :

° Le temps de calcul en général plus petit pour une méme précision ;

. Dans certains cas la méthode itérative peut ne pas converger.

Inconvénients :

° Occupation mémoire importante ;

. Risque d’erreur d’arrondis importante si certains pivots sont trop petit ;

. La méthode directe n’est pas applicable aux équations non linéaires.

1.1. Méthode d’élimination de Gauss :

Soit le systéme donné sous cette forme

(allxl + alzxz + a13X3 e I alnxn - b1
| az1X1 + ar7X, + ay3X3 s AoynXy = b2
Ap1X1 + ApaXy + ApzXz + o e e e e A X, = by
-a11 a12 a13 aln‘ ‘xl‘ -bl-
a21 a22 a23 MEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE wEw aZn x2 bz
LAp1 Ap2 Apz e e e e e e e e A LX, _bn_
AX=0b

La méthode consiste a transformer la matrice A en une matrice triangulaire supérieure S, le

vecteur b subit les mémes opérations et devient b’
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S X=b
r a11 a12 a13 aln 7 -xl— _bl—
0 A3y A93 wree et e et e e e Ao | X2 b,
0 0 azzeowiiinazy|| - | _|b3
0 0 0 o M | B % b!
Exemple : Résoudre le systéeme suivant :

3x; — x5 + 2x3 =12 (D

x1 + 2x2 + 3x3 = 11 (2)

le - 2x2 - x3 = 2 (3)

A H

Etape 1 : Elimination de x; des équations (2) et (3)

asq 1
eq; a1 -eq1 = eqp 3 -€qq
asq 2
€qs a1 -eq; = eqs 3 -eq;
On obtient le systéme suivant :
3x1 - xz + 2x3 = 12 (1)
0.4 +2,33x, +2,33x5; =7 (29
0.x; —1,33x, — 2,33x3 = —6 3"

3 12
0 2, 33 2, 33 Xz 7
0 -133 -2,33 -6
Etape 2 : Elimination de x, des équations (3’)

a’32 (-1,33)
eqs, — a -€qy, = €q3, — 233 -eqy,
22 )

Le systeme devient :
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3% —xy + 2x3 =12 (D
0.x; +2,33x, +2,33x3 =7 (2"

0.x1 +O.x2 _.X3 S _2

3 -1 27[* 12
o 23 239|n|-| 7]
0 0 —1 11X3 -2

Etape 3 : substitution en arriere

39

De I'équation (3") on obtient

De (2") on obtient :

2,33x, + 2,33x5 = 7

De (1) on obtient :

x1 == (12 + xz - 2x3)/3

=
I
w

Exercice :

Déterminer le champ des valeurs prises par la fonction T(x,y) dans le domaine et avec les
conditions aux limites suivantes :

0°T 0°%T . Aps
327 + 37 =0 (1) dans un carré de coté C
T=0 (2) lelongdex=0ety=0
T =x3 (3) lelongdey =C
T =16x (4) lelongdex =C

Ce probléeme correspond, par exemple, au cas concret suivant :

Déterminer la température a I'intérieur d’une plaque carrée, ou deux cotés sont a 0°C et les deux

autres sont a températures imposées suivant les lois T = x3 et T = 16x.
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Solution :

En choisissant le méme pas dans les deux directions h = Ax = Ay, la discrétisation pour les

nceuds a I'intérieur du maillage donne :

Tivie = 2Tip + Ticape | Tigrr = 2Ty + Tig-1 0
h2 * h? B

Soit :
Tiv1p +Ticip — 4Tk + Tigy1 + Tip-1 =0

L’application de ce schéma aux points a I'intérieur du domaine dans le cas d’'un maillage 4x4

donne les équations :

(4T1,1 —Toy —T21—Ti2—Tip=0
4T2,1 — Ty — T3,1 - Tz,z —T30=0
4T31 = T30 —Ty1 —T32 = T30 =0
4'T1,2 —Top—T2—Ti3—T11 = 0

14T22 =T —T32 —T23 =T, =0

4T3, = T30 — T4 —T33—T51 =0
4Ty 3 — To,3 - T2,3 - T1,4 - T1,2 =0
4T3 —Ti3 =T33 =T34 —T22 =0
k4T3,3 —To3—Ty3—T34—T32,=0

Les quantités Ty o; To0; T30 Ta1; Taz;s Tas; Tors Toz: Toss Toas s Toas s Taa; ; Tas sont

connues d’apres les conditions aux limites.

On a donc un systeme d’équations linéaires (9 équations a 9 inconnus). En posant U; =T, 4 ;
Uy =T1;, U3 =T31; Uy =T1p; Us =Try; Us=T3,; U;=Ty3; Ug =Ty3; Ug =T33 on peut

écrire :

4 .10 -10 0 0 0 01/[0 [ Tox + Tio 0

14 10 -10 0 0 0]|uU, Tyo 0

0 -1 4 0 0 -10 0 0 |Us Tso + Tas 16

10 0 4 10 -10 0]|U, Ty 0

0 10 -14 -10 -10|Us]|= 0 =| 0

0 0 -1 0 -14 0 0 -1|Ug Ty, 32

0O 00 100 4 -10/|U Tos+ Ty 1

0 0 00 -10 -1 4 -1|Ug Ty 4 8
L0 0 0 0 0 -10 -1 4 |[Uy| |Tsu+Taz] [ 75|
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La résolution de ce systéme par la méthode d’élimination de Gauss donne :

[Ulr UZ' U3' U4_, US! U6J U7! U8J U9]

= [2,607;5,964;10,500; 4,464; 10,750; 20,036; 4,50; 12,536; 26,893

U Us Ug

Ug Us Us

U U, Us
Maillage

Le probleme essentiel de la méthode directe est la place mémoire avec en conségquence un

temps élevé d’accés aux mémoires périphériques. Ceci devient dans la pratique exagérée si le nombre

de variables indépendantes est supérieur a deux.
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bs

az

(1

1.2. Méthode du double balayage de Choleski :

Cette méthode est utilisée pour les matrices tridiagonales.

C1 0 0 0 0 0 0 0 :
b, C2 0 0 0 0 0 0
a3 bs C3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0
0 0 0 0 0 an1 bn-1 Cn-1
0 0 0 0 0 0 an bn

Méthode de calcul des coefficients :

La 1°¢ équation permet d’exprimer I'inconnu x; en fonction de x,

= _a Y1
(1) Xy ==X + b

Portons cette valeur de x; dans la seconde équation Equ (2) :

V1

Y2

V3

Yn—-1

Yn

Equ (1)

Equ (2)

Equ (3)

Equ (n-1)

Equ (n)
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Chapitre 5

Résolution d’un systéme d’équations linéaires

C
a, <——1x2 + &) + bzxz + CrX3 = Yo

14;
(— + b2>x2 = —CyX3t Y, — a2y
1

by by

Y1

by

En continuant la substitution on obtient :

Xi—1 = Aj_1x; + Bi_4

équ.(i-1)

En portant cette valeur dans la i®™® équation on obtient :

—Ci.X{ yi—aiBi_
(l") X; = Lot + = L= Al-xi+1 + Bi
ajAi—1+b;  ajAj_q1+b;

En général on peut écrire :

Lorsquei =1

L’équation (1)

L’équation (IV)

Il faut que Ag = B, =0

X; = AiXiy1 + B;
Aj=—t

(IV) " ajAi1 + b;
B, = Yi—a;Bi_4

aiAl-_l + bi

c y
X =——x, +2%

—C y1—a1B
a1A0+b1 a1A0+b1

Le premier balayage consiste a calculer les coefficients A; et B;
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Chapitre 5 Résolution d’un systéme d’équations linéaires

2¢me balayage : calcul des inconnus x,,, ... ...., X1
On a I’équation n
AnXp_1 + bpXp = Yn
On remplace x,,_; par sa valeur tirée de I"’équation (IV) :
an(Ap_1Xy + Bp_q) + bpxy = yy

—a,B,_
Yn nnl_Bn

X, = =
" anAn—l + bn

On continue ainsi pour obtenir x,_1, ... ..., X1

Application : Résoudre le systeme d’équation :

2x1+x2:7
xl + xz - 3x3 = _10
6x2_2x3+x4 == 7

ZX3 - 3x4, == 13
2 1 0 0][* 7
11 -3 0][*2 _ —-10
06 —2 1||%3 7
0 0 2 —311l* 13

C’est une matrice tridiagonale.
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Chapitre 5 Résolution d’un systéme d’équations linéaires

_Cl C1 1
Al = = ——7T7=—=
_ y1— a;1By Z
YT aAg + by 2
( —Cy 3
2 + =6
4
y - (1231 1 (2) 27
27 aA + by 1 -
\ 1( 7) +1
f _C3 —1 —1

:a3A2+b3 “66-2 34

B =
(73 = a3A2 b 66-2 34
( A = —Cy _ 0 —0
) 169
Y4 — a4B3 _13 2. (34-)
Pa= asA3 +by (_i)_g -
' 34
22Me halayage : calcul des inconnus
( = B = X4_ = B4_ =-1
169
X3—A3X4+B3=—_( 1) 34 5
) xz—A2x3+Bz—6.5 27 =3
1 7
\ x1=A1x2+Bl=—§.3+§=2

2. Méthode itérative de résolution :

2.1. Meéthode de Jacobi

Exemple : soit le systéme suivant :

7x—3y+2z=7 (1)
3x+11ly—z =22 (2)
S5x + 3y + 12z = 47 3)
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Chapitre 5 Résolution d’un systéme d’équations linéaires

1

(1) = x @+ = 7(7 + 3y(19) _ 22(19))
1

)= y(p+1) — _11 (22 —3x® 4 Z(p))

1
(3) = z®P+D = E(47 —5x® — 3y(p))

A la 1% jtération on donne des valeurs initiales a x, v, z soit x(®), y(®), z(®) on obtient x(), y(1),
z( ensuite on passe a la 2™ jtération (itération 2), on calcule x®2), y2, z(2) 3 partir de x™M, y@),

zW et ainsi de suite jusqu’a la convergence :
La convergence :

x®@+1) _ ()
—| <€

x(+1)
On obtient la somme des erreurs relatives < &

x°=0
On donne les valeurs initiales suivantes : yO =23
79 =33

[t =§(7+3><2,3—2><3,3) = 1,04
On obtient a la 1°™ itération : yl= 1—11 (22-3x%x0+3,3)=2,3
z! =%(47—5><O—3x2,3) = 3,34

(x2=§(7+3><2,3—2><3,34)=1,04

ala 2™ itération : ¢ y2 = —(22 — 3 X 1,04 + 3,34) = 2,02
72 = %(47 ~5x1,04—3x23) =291

et ainsi de suite jusqu’a la convergence.

2.2. Méthode de Gauss-Seidel

1
(1) = x®P+D = 7(7 +3y® — Zz(p))

(2) = y@+D = %(22 — 3+ 4 Z(p))
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Chapitre 5 Résolution d’un systéme d’équations linéaires

(3) = 2z = 1_12(47 — 5x(P+tD) _ 3y(p+1))

Elle permet la convergence rapide.

° Les facteurs de relaxation :
Utilité : obtenir la solution en un nombre minimale d’itération.

La convergence peut étre accélérée en utilisant un facteur de sur-relaxation A, avec1 < 4 < 2.

Pour calculer xj(p+1) [x; a I'itération (p+1)], on utilise xj(p) [x; a I'itération (p)]. Pour accélérer la

.- +1)x* . P ™
convergence on utilise xj(p ) qui est calculé en utilisant le facteur A.

Pour illustrer I'idée, réarrangeant le systeme d’équation ci-dessus :
A
x @D — @) 4 ;(7 — 7x®) 4 3y®) Zz(p))
(p+1)* () 4 (p+1) () (2]
y =y +E(22—3xp —11y® 4 z@)

z®@+D* = () 4 %(47 — 5x P+ — 3y@+1) _ 122(1)))

De forme générale : x](.p+1)* = x]@ + A(x]@pﬂ) — x]@)
Sile facteur 1 < 4 < 2 alors la méthode est dite sur-relaxation.

Sile facteur 0 < A < 1 alors la méthode est dite sous-relaxation

Si A = 1 la méthode est dite Gauss-Seidel
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