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Exercice 1 (2 pts. 09 mn)Énoncer quatre principes généraux de la méthode des éléments
�nis en 1D.

Exercice 2 (6 pts. 27 mn) On pose I = ]a; b[ :

1. Démontrer l�inégalité :

ky � y (a)k2L2(I) �
(b� a)2

2
ky0k2L2(I) ;8y 2 H1 (I) :

2. Soit le problème aux limites :�
�y00 + a0y

(y (a) ; y0 (b))
=
=

f dans I;
(0; �) ;

(1)

avec a0 2 L1 (I) ; a0 > 0 p.p sur I; f 2 L2 (I) ; � 2 R. Établir la formulation varia-
tionnelle de (1) et montrer qu�il admet une solution faible unique.

Exercice 3 (12 pts. 54 mn) Le but de cet exercice est de résoudre le problème suivant par
la méthode des éléments �nis de degré 1, i.e., P1.
On considère l�intervalle I = ]0; 1[ et on introduit l�espace des solutions et des fonctions

test V = H1
0 (I) : On pose a (y; v) =

R
I
y0v0dt�

R
I
yv0dt et l (v) =

R
I
vdt:

Pour tout y; v 2 V. On considère le problème suivant :

Trouver y 2 V tel que a (y; v) = l (v) ;8v 2 V : (2)

1. Obtenir l�équation di¤érentielle dans I et les conditions limites satisfaites par la solu-
tion (2).

2. Trouver la solution exacte de cette équation di¤érentielle.

3. On pose h = 1
3
: On note Vh l�espace des fonctions vh a¢ nes sur chaque sous-intervalle

et continues sur [0; 1] et véri�ant vh (0) = vh (1) = 0:

3.1. Déterminer les fonctions de bases de Vh. Quelle est la dimension de Vh ?.
3.2. Tracer ces fonctions.

3.3. Résoudre le système discret.

4. Donner une borne supérieure de l�erreur ky � yhkV :
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Corrigé Type.

Solution 1 Les principes généraux de la méthode des éléments �nis en 1D :
1. Construction des éléments,
2. N�uds,
3. Choix de l�espace,
4. Choix de la base Vh.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 pts)

***

Solution 2 1. Soit y 2 H1 (I) : on a :

8t 2 I; y (t)� y (a) =
Z t

a

y0(t)dt:

D�où, en utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwarz :

8t 2 I; (y (t)� y (a))2 � (t� a) ky0kL2(I) :

S�ensuit que :

ky � y (a)k2L2(I) � ky0kL2(I)
Z
I

(t� a) dt = (b� a)2

2
ky0k2L2(I) :

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 pt)

2. Multipliant l�équation (1) par une fonction test v 2 V = fy 2 H1 (I) ; y(a) = 0g et
intégrant, nous obtenons la formulation variationnelle de (1) est de la forme :

(FV) : Trouver y 2 V tel que
Z b

a

(y0v0 + a0yv) (t) dt| {z }
a(y;v)

=

Z b

a

f (t) v (t) dt+ �v (b)| {z }
l(v)=hl;vi

;8v 2 V :

Le théorème de Lax-Milgram s�applique et le problème variationnelle (FV) admet une
unique solution puisque :
ja (y; v)j =

���R ba (y0v0 + a0yv) (t) dt��� � max(1; a0) kykV kvkV :
a (y; y) � min (1; a0) kyk2V :
jl(v)j =

���R ba f (t) v (t) dt+ �v (b)��� � �kfkL2 + eC j�j� kvkV :
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 pts)
Posant v = y dans la formulation correspondante, nous obtenons min (1; a0) kyk2V �

a (y; y) = l(y) � kfkL2 kykV et donc kykV �
kfkL2

min(1;a0)
:

***
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Solution 3 1. Le problème di¤érentielle est :8<:
�y00 + y0

y (0)
y (1)

=
=
=

1; t 2 ]0; 1[ ;
0;
0:

(3)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 pts)

2. La solution exacte de (3) est

y (t) = t� e
t � 1
e� 1 ;8t 2 [0; 1] :

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 pts)

3. Une base de l�espace discret Vh est formée des fonctions �i; pour i 2 f0; 1; 2; 3g dé�nies
par :

�0(t) = 1� 3t si t 2
�
0; 1

3

�
;

�1(t) = 3t si t 2
�
0; 1

3

�
et �1(t) = 2� 3t si t 2

�
1
3
; 2
3

�
;

�2(t) = 3t� 1 si t 2
�
1
3
; 2
3

�
et �2(t) = 3� 3t si t 2

�
2
3
; 1
�
;

�3(t) = 3t� 2 si t 2
�
2
3
; 1
�
:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 pts)

dimVh = 2.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 pt)

Trace :

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 pt)

La solution discrète yh est de la forme : yh =
P2

i=1 yi�i (t) ; où les coe¢ cients yi sont
solutions du système linéaire suivant : AY = b; avec les notations :

Y = (y0; y1)
T ;

A = (aij)1�i;j�2 ; aij = a
�
�i; �j

�
=

Z 1

0

�
�0i�

0
j � �i�0j

�
(t) dt; A =

�
6 �3� 1

2

�3 + 1
2

6

�
;

b = (bi)1�i�2 ; bi =

Z 1

0

�i (t) dt; b =

�
1=3
1=3

�
:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 pts)

Le système AY = b admet donc une solution unique.
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4. D�après le lemme de Céa

ky � yhkV � C ky � vhkV ;8vh 2 Vh:

En choisissant vh = �hy 2 Vh, nous obtenons

ky � yhkV � C ky � �hykV �! 0 quand h �! 0:

De plus, on a y 2 H2(I) et

ky � yhkV � C ky � �hykV � Ch ky00kL2(0;1) ;

où C est une constante positive indépendante de h. Donc, la méthode est converge
d�ordre 1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 pts)

I. Rezzoug
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