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Questions de cours.( 04 points)

Q1) Monter que la fonction caractéristique d’une loi de Bernoulli de paramètre p s’écrit come
suite : ∀t ∈ C, φ(t) = E(eitx) = q +

(
p eit

)
.

φ(t) = E(eitx) = eit×0 P (X = 0) + eit×1 P (X = 1)
φ(t) = P (X = 0) + eit P (X = 1) = 1− p+ eit p = q + p eit (01 pt)

Q2) Sur une autorote, il y a en moyenne deux accidents par semaine. Soit X la v.a qui
représente ” le nombre d’accidents par une semaine”.
Quelle est la probabilité qu’il y aura cinq accidents par semaine ?

On a X ∼ P(λ = 2), alors P (X = k) = λk

k! e
−λ.

Donc P (X = 5) = 0.03 (01 pt)

Q3) Soit X une variable aléatoire telle que X ∼ N (µ, σ2). Sur un échantillon de taille n =
100. On a le tableau suivant :

xi x1 = 30 x2 = 40 x3 = 45 x4 = 50 ∑
ni 15 35 20 30 n=100

ni × xi 450 1400 900 1500 4250
ni × x2

i

(a) Donner l’estimation µ̂ du maximum de vraisemblance de la moyenne µ.
µ̂ = x =

∑
ni xi
n

= 4250
100 = 42.5 (01 pt)

(b) Donner l’estimation σ̂2 du maximum de vraisemblance de la variance σ2.

σ̂2 = S2 =
∑
ni x

2
i

n
− x2 = 4250

100 − 42.52 = (01 pt)

Exercice 01.( 10 points) (Variable aléatoire discrète et continue)

1. L’oral d’un concours comporte au total 100 sujets ; les candidats tirent au sort trois
sujets au hasard et choisissent alors le sujet traité parmi ces trois sujets. Un candidat se
présente en ayant révisé 60 sujets sur les 100. Soit X la variable aléatoire qui représente
"le nombre de sujets révisés d’un candidat parmi les 3 sujets tirés".
Déterminer la loi de la v.aX, ses paramètres et donner sa formule de la loi de probabilité.
X ∼ HG(n = 3, N1 = 60, N = 100), tel que S(X) = {0, ..., 3} (0.5 pt) et la loi de
probabilité de la loi hypergéométrique X est donnée par :

P (X = k) =
Ck
N1 × C

n−k
N−N1

Cn
N

(01pt)
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Quelle est la probabilité pour que le candidat ait révisé exactement deux sujets ?

P (X = 2) = C2
60 × C1

40
C3

100
= (01pt)

2. Pour la recherche d’un emploi, une personne envoie sa candidature à 25 entreprises. La
probabilité qu’une entreprise lui réponde est de 0,2 et on suppose que ces réponses sont
indépendantes. Soit X la variable aléatoire qui représente ”le nombre de réponses”.
Déterminer la loi de la v.aX, ses paramètres et donner sa formule de la loi de probabilité.

X ∼ B(n = 25, p = 0.2), tel que S(X) = {0, ..., 25} (0.5 pt) et la loi de probabilité de la
loi binomiale X est donnée par :

P (X = k) = Ck
n × pk × (1− p)n−k (01pt)

Quelle est la probabilité que la personne reçoive au moins 2 réponses ?

P (X ≥ 2) = 1− P (X < 2) = 1−
(
P (X = 0) + P (X = 1)

)
= ...... (01pt)

3. La durée de vie, en heures, d’un ordinateur avant sa première panne est une variable
aléatoire continue X dont la fonction caractéristiqueest donnée par :

∀t ∈ C, φX(t) = 1
1− i t

2

A partir de tableau 1, déduire la loi de probabilité de la v.a X. (1 pt)
On a φX(t) = 1

1− i t
2

= 2
2− it = λ

λ− it
, donc la loi de X est la loi exponentielle de

paramètre λ = 2. (01 pt)

Trouver le nombre x d’heure tel que avec une probabilité 0.8 l’ordinateur va brûler avant
x heures. (1.5 pts)
La fonction de répartition de la v.a X est : FX(x) = 1− e−2x (0.5 pt)
On a 1− e−2x = 0.8e−2x = 0.2x = −ln(0.2)

2 (01 pt)

4. Soit X ∼ N (3.9). A partir de tableau 2, calculer :
P (X < 1) = P (Z < −2

3 ) = 1− φ(2
3) = 1− φ(0.67) = ........ (0.5 pt)

P (2 < X < 5) = P (−1
3 < Z < 2

3) = φ(2
3)− φ(−1

3 ) = φ(2
3)−

(
1− φ(1

3)
)

= φ(0.67)− 1 + φ(0.33) = ....... (01 pt)
P (| X − 3 |> 6) = 1− P (| X − 3 |≤ 6) = 1− P (−6 ≤ X − 3 ≤ 6) = 1− P (−2 ≤ Z ≤
2) = 1−

(
φ(2)− 1 + φ(2)

)
= 2φ(2) + 2 = ...... (01 pt)

Exercice 02.( 06 points) (vecteur aléatoire gaussien)
Soient X1, X2 et X3 trois variables aléatoires indépendantes gaussiennes centrées, avec
leurs variances V ar(X1) = 2, V ar(X2) = 1 et V ar(X3) = 3 respectivement.
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1. Déterminer la loi de probabilité du vecteur X = (X1, X2, X3)t. (01.25 pts)

X ∼ N (µX ,ΣX) tels que :

µX =


0
0
0

 Et ΣX =


2 0 0
0 1 0
0 0 3


2. Quelle est la loi du vecteur Z = (X1, X3)t ? (01.25 pts)
Z ∼ N2(µZ ,ΣZ) tels que :

µZ =

 0
0

 Et ΣZ =

 2 0
0 3



3. On définit la variable Y comme suite : Y = X1 −X2 +X3

3 .
Quelle est la loi de vecteur (X1, Y )t ?
(X1, Y )t ∼ N2(µ,Σ). On a :

 X1

Y

 =

 X1
X1 −X2 +X3

3

 = A×X =

 1 0 0
1
3

−1
3

1
3

×

X1

X2

X3

 (01 pt)

Donc :

µ = A× µX =

 0
0

 (0.75 pt) Et Σ = A× ΣX × At =

 2 2
3

2
3

2
3

 (1.25 pt)

4. Que peut-on dire de l’indépendance de X1 et Y ? (0.5 pt)
On remarque que cov(X1, Y ) = 2/30 donc les deux variables ne sont pas indépendantes.

Bonne chance.
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Tableau 1. Quelques fonctions caractéristiques des lois connues
Loi de probabilité Fonction caractéristéque
Binomiale X ∼ B(n, p) φX(t) =

(
1− p+ peit

)n

Poisson X ∼ P(λ) φX(t) =

Exponentielle X ∼ E(λ) φX(t) = λ

λ− it

Normale centrée réduite X ∼ N (0, 1) φX(t) = e
−t2

2

Tableau 2.

Table de la fonction de répartition φ de la v.a Z ∼ N (0, 1).

φ(x) = P (Z ≤ x ) et φ(−x) = 1− φ(x) pour x ∈ [0, 2.39]
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