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Exercice 1 (6+3+5=14 points).

Soient Q un ouvert borné régulier de R™ et (4, ao, f,g) € M,(R) x L®(Q) x L2(Q) x L?(3Q) avec
AE-E>|H?VEER" et ay(x) = % p.p- x € Q. On considere le probleme aux limites :

—div(AVu) + agu = f dans Q
() % = g sur dQ.
1) Etablir la formulation variationnelle de (P) et montrer qu’il admet une solution faible unique u.
2) Montrer que
21) siglx) 20 pp.x€dQ et f€L®(Q), alors u(x) = =2|[fll,=@ pp. x €Q,

2.2) sig =0 et Q€ C? alors u estune solution forte de (P).

Exercice 2 (4+2 = 6 points).

Soient I =10, 1[, (81, Bo) € R%L X R, et (ay,aq) € L®(I)? avec a;(x) = By et ay(x) =By pp.x €1.
1) Montrer qu’il existe une suite croissante (A,,)men* © R% et une base hilbertienne (e,,)men de
L*(I) telles que

lim A, = 4o, (em)men+ © Ho(D)

m—co

et,

vm € N*, fal(em)'v’dx + f ape,vdx = Amfemvdx vv € HE(D).
I 1 1

2) Montrer que : Vm € N*, A, = 2B, + Bo.

Bon succes



Corrigé type avec bareme

Exercice 1 (6+3+5=14 points)
1) Formulation variationnelle (2,5 points). On suppose que u € H?(£2). En multipliant les deux membres de

I’équation —div(AVu) + agu = f par une fonction test v € H(£2) et intégrant sur £, on obtient

- f(div(AVu))vdx + f aguvdx = ffvdx.
0 0 0
En appliquant la formule de Green, on obtient

Jdu
fAVu-Vvdx— f(ﬁ) (yov)do + faouvdx = ffvdx. 0,75 pt
A
0 a0 0 0

.. ou cs 104 .
Tenant compte de la condition « Frote g sur 8] », on arrive a 1’équation
A

fAVu-Vvdx+faouvdx = ffvdx+ fgyovda. 0,75 pt
0 0 a0

0
Toutes les intégrales apparaissant dans la derniére équation existent dés que u € H(£2), on n’a plus besoin

que u soit dans H?(2). D’ou la formulation variationnelle

trouver u € H'() tel que

(PV) fAVu-Vvdx+ faouvdx = ffvdx+ fgyovda, vv € HY().
0

2 0] a0

Résolution (3.5 points). Posons V = H(2),

a(u,v) = fAVu-Vvdx + faouvdx , (L,v) = ffvdx + fgyovda, v(u,v) €V?,
0 0 0 a0
et montrons que toutes les conditions du théoréme de Lax-Milgram sont satisfaites.

La condition LM1 est satisfaite car H1(2) est un espace de Hilbert (théoreme 2.3). |0,25 pt

Montrons que les conditions LM2 et LM3 sont satisfaites. Pour tout (u, v) € V2, ona
(4, Vu, Vv) € M, (R) X L2(Q)™ x L2(Q)" = (AVu, Vv) € L2()"™ X L2(Q)" = AVu. Vv € L1(Q) et

n
f AV Vodx| < ||AVul| 2 gyl V0l 2y < Z|ai,| Vel 2 (yn IVl 2y
0 Lj=1
n
<{ D lag] | Ielivlivlly,
i,j=1

(ag,u,v) € L) X L2(Q) x L*>(2) = (aqu,v) € L?(2)? = ayuv € L*'(Q) et

< llagull 2@ 1Vl 2y < Nlaollieo @ llull 2@ 1Vl 20y < Nlaollieo @ llullviivily -

f aguvdx
)
On en déduit que a(-,") est une application bien définie de V' X V dans R et que
n
e )l < | D lay] + lagllimgay | Iully vl veu,v) € V2,
ij=1
donc a(,") est une forme bilinéaire continue sur V X V (la bilinéarité est claire).



Passons 2 la condition LM4. Pour tout u € V, on a, en utilisant le fait que A&+ £> |£? VEE R™ et agp(x) > %
p-p-x €L,

> v Zd 1 Zd - v 2 1 2 >1 2
a(uw) = | 1Vuldx +5 [ wldx = [1VullZggy + 5 lullZgg) = 5 lully,
0 N

donc a(:,”) estcoercive sur V. |1,25 pts

Montrons maintenant que les conditions LM5 et LM6 sont satisfaites. Pour tout v € V, on a
(f,v) € L2(D)? = fv e L) et

f fvdx

o
(g,70v) € L?(002)? = gy,v € L}(dR) et (voir le théoréme 2.8)

< llzeplivilzey < IFllzglivily

fgyovda < llgllizoyllvovllizany < lgllz@a)Cr,IVlla1 ) = Cyllgllz@alIvlly -

on

On en déduit que ¢ est une application bien définie de V dans R et que
1, v) < (IIfll 2y + Gy llgll 2o IV lly YV € V.
La linéarité de € étant évidente, on conclut qu’elle est une forme linéaire continue sur V.

Conclusion : Les six conditions du théoréme de Lax-Milgram sont satisfaites, on conclut que (PV) admet une

solution unique, donc (P) admet une solution faible unique u.

2.1) On applique le théoréme 4.6 (principe du maximum) a la fonction u + 2|[f| (o) en prenant E =
HY(Q) et b, =0:
Ona u € HY(2) et 2|Ifll o) € CH(2) € HY(), donc u + 2||f]ly=(n) € H1 ()

1
PM1) fAVv - Vvdx + faovzdx > §||v||1211(m, Vv €E,

0 o}

PM2) fAV(u + 2|If ll () )- Vvdx + fao(u + 2[If ll o) vdx = fAVu - Vvdx +
n n n

+fa0uvdx + f 2||f || o @yaovdx = f(f+ 2||f||Loo(ma0)vdx + fgyovda >
0 0 0 a0

f(f + 11 f ll o) vdx + fgyovda >0,YvEV,
n

an
PM3) (u + 2||f||Loo(m)_ € H1(2), selon la proposition 4.2.

Conclusion : Les trois conditions du théoréeme 4.6 (principe du maximum) sont satisfaites, on conclut que
u+ 2||fllep) = 0p.p.dans Q, ie. u(x) = =2||f|l;2) p-p-x € Q.

2.2) On montre d’abord que u € H2(2). Ona: u € H'(2),A € M,(R) c M, (Cl(ﬁ)), AE-E> 8% vEE
R”, f — aqu € L?(22) parce que (f,aqu) € L2(02) x L*(2) x L*(2), et

fAVu -Vvdx = f(f —aowvdx, Vv € H1(2).
p) )



En exploitant le théoreme 3.8 pour (m, V) = (0, H1(£2)), on en déduit que u € H2(Q).
Ensuite, on montre que : —div(AVu) + agu = f p.p. dans . En utilisant le fait que D(2) c H}(R) c
H(), on a, pour tout ¢ € D(12),

fAVu-Wpdx + f agupdx = ff(pdx = (—div(AVu) + ayu, @) = (f, ¢).
) 2 )
D’ou

—div(AVu) + agu = f dans £, au sens des distributions.
D’autre part,ona: f € L2(2), div(AVu) € L?>(2) car (4,u) € M,,(R) x H?(2) et ayu € L*(2) car
(ag,u) € L®(2) X L2(2), donc : —div(AVu) + ayu = f p.p. dans .

. d . .
Pour terminer, on montre que : # = 0 p.p. sur dQ. En appliquant la formule de Green (en sens inverse),
A

on obtient
Ju
- f div(AVu)vdx + f <%) (yov)do + f aguvdx = ffvdx, vv € HY(Q).
) a0 0 )
Du fait que —div(AVu) + agu = f, ceci se réduit a

Jdu
f (—) Yovdo =0, Yv € HY().
50 N4

. . ou . u
Compte tenu du corollaire 2.12, ceci donne a 0, i.e. Y 0 p.p. sur 0Q.

A
Exercice 2 (4+2=6 points)

1) 1l s’agit de résoudre le probleme de valeurs propres variationnel suivant
trouver (A,u) € R x (H3(I) \ {0}) tel que

(PVPV) falu’v’dx + f aguvdx = Afuvdx vv € H}(I).
1 1 1
En posant V = L*(I), W = H3(I), a(u,v) = [, a;u'v'dx + [, aguvdx, V(u,v) € W?
trouver (4,u) € Rx (W \ {0}) tel que
a(u,v) = A(ulv)y Vv e W.

Montrons que toutes les conditions du théoréme 5.5 sont satisfaites. Selon la remarque 5.10, les conditions

DSV1 a DSV4 sont satisfaites. |0, 25 pt

Montrons que les conditions DSV5 et DSV6 sont également satisfaites. Pour tout (u, v) € W2, on a
(a, v, v) € L) X L*(1)? = (au,v") € L>(1)? > a,u'v' € L1(I) et

le probleme (PVPV) devient : (PVPV) {

falu’v’dx
1
(ag,u,v) € L) x L2(D? > (aqu,v) € L2(1)?> = aquv € L*(I) et

< llaall 2 1Vl 2y < Naallpen 1 ll 21V ll2 gy < Nlaallzo e llullw vl

f aguvdx
1
On en déduit que a(-,") est une application bien définie de W X W dans R et que

la(w, v)| < (llaylleqy + laoll= o) lullwllviiw , v(w,v) € W2

< llaoull 2y 1Vl 2y < Nlaolliepllull 2 vl 2y < laoll=mllullw vl -




La bilinéarité et la symétrie de a(.,.) étant claires, on conclut que les conditions DSV35 et DSV6 sont

satisfaites.

Passons a la condition DSV7. Pour tout u € W, on a, en utilisant le fait que a; (x) = B; et ag(x) = By p-p-

x € [ ainsi que I'inégalité de Poincaré (voir la proposition 2.18),

atww) = [ a@ydr + [ agtdx = Bl g, + Bollullzg = Bl =
1 1

ﬁl ’ ’ Bl ’
(I Wy + 1leg) 2 5 (02 + 2l ) =

donc a(-,) est coercive sur W.|1,5 pts

Les conditions requises étant toutes satisfaites, nous concluons grace au théoreme 5.5 qu’il existe une suite

B

Sl

croissante (A,,)men+ © R% et une base hilbertienne (e,,,)men+ de L2(1) telles que
Jlizgo Am =+, (em)men+ © H(}(I) et,
vm € N*, f a,(ey)'v'dx + f apeqnvdx = Ay, f eqvdx Yv € H3 (D).
1 1

2) Selon la proposition 5.8, on a

_ a(u,u) _ Jya1(@)?dx + [ agutdx
1= _min z - n 2
ueHs (D\(0} ||ull 2y ueHs(D\(0} lulliz gy

-

D’autre part, en utilisant le fait que a; (x) = B; et ap(x) = B, p.p- x € I ainsi que I’inégalité de Poincaré, on
a, pour tout u € H}(I) \ {0},
Jya@W)?dx + [ aguPdx - Bullw' Il 72y + BollullZz - 2B1llullfzy + Bollullfzgy
Tl . Il lulg,

Dot A4 = 2B + fy. Comme (1,,) men- €t croissante, alors : Vm € N*, 1,, = 28, + Sy. |1,5 pts

2B + Bo-



