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L’arbi Ben M’hidi University

Faculty: Exact sciences , natural and life sciences
Department: MI

Academic year: 2023/2024

Module Algebra 1

Correction of Exam n° 1

Exercice 1: (7 pts)
1) Montrons que

(PVQ)AR < (PAR)V(QAR)

Q R (PvQ) (PVQAR (PAR) (QAR) (PAR)V(QAR)

1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0

0 1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 0 1 1

0 0 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

(5 PTS)
(1 pts pour chaque colonne)
2) Montrons par récurrence que
1 1 1 1 1

Vn > 1,

1——.
1><2+2><3+3><4+ +n><(n+1) n+1
- Pour ng = 1, on a la proposition donnée est vraie car

1_11
1x2 1+1

- Supposons que

1 n 1 n 1 T 1 1 1
1x2 2x3 3x4 7 nax(n+1) n+1

est vraie et on montre que

1 1 1 1 1
=1-
1><2+2><3+3><4+ +(n+1)><(n+2) n+2




On a

1 1 1 1
1><2+2><3+3><4+'"+(n+1)><(n+2)
1 1 1 1

= + + +

1x2 2x3 3xd T axmaD)  maDxmnt2)

1 1
Thdl  mrDx(m+2)
—(n+2)+1
(n+1)x(n+2)
-n—1
(n+1)x(n+2)
—(n+1)

=1

Exercice 2 : (6 pts)
1. Soit la relation R définie :

V(x,y), (2',y) €R*: (z,y) R (2/,y) < Ja>0, >0, 2’ =ax, v =by.

Montrons que R est une relation d’équivalence.
i) Pour montrer que R est reflexive on montre que

V(z,y) €R?: (2,9) R(Z,9) ceeerenrne (0.5 pts)

onaV(z,y) €R?:zx=1lxety=lydonc(z,y) R(Z,y).ccore-

ii) Pour montrer que R est symétrique on montre que

V(z,y), (@, y) €R?: (z,9) R(z,y) = (2, 4) R(, ) cerrrennn.

On a

(z,y) R (¢/,¢) = Ja>0,3b>0, 2’ =azx, y =by.
1 1

=sz=-2',y= -y avec — >0, - > 0.
a a b

= (2',y') R (z,y)

= R est symétrique...coeeunennen. (1.0 pts)

iii) Pour montrer que R est transitive on montre que

V(z,y), (2" y), (@, y") € R?: (z,y) R(,y) et (2',y) R (2", y") = (,y) R (2"

Ona (z,y) R (2',y) =3a>0,3b>0, 2’ =ax,y =by
et

(@',y) R (27,57) = 3d' > 0, >0, a” = a/, 57 = by
= 2" = (da)zx, y’" = (V'b)y avec a’'a>0,b'b>0.



donc (z,y) R (2”,y”)et R est transitive...oeeeeueneen. (1.0 pts)
et par conséquence R est une relation d’équivalence.
2) Déterminer la classe d’équivalence de (1,0).

On a
(1,0) = {(z.y) €R*: (L,0)R (1)}
= {(J;,y) eR?:3a>0, >0, z=al, y:b.O}
= ]0,400[ X {0} ceervrrerenen. (1.5 pts)

Exercice 3:(7 pts)
1. Soit G = R?, on définit la loi de composition interne * par

(z,y) * (x’,y’)=(x+x'7yex'+y’e‘“”)

Montrons que (G, *) est un groupe.
i. L’élément neutre (2.0 pts)
Soit (e1, ez) I’élément neutre de Galors

V(z,y) € G : (x,y) * (e1,e2) = (e1,€2) * (T, y) = (T,Y) ceereveen. (0.5 pts

= (z,y) x (e1,e2) = (x + e1,ye +ese” ) = (z,y).

=x+e =z et ye e =1y.

=e1=0ety+tee ™=y

=e;1=0etee™®=0

=e1=0etes=0care ™ >0

= (e1,e2) = (0,0) est ’élément neutre de G........... (1.5 pts )
ii. L’élément symétrique (2.0 pts)

Soit (2',y") Pélément symétrique de (z,y), alors on a :

(,y) * (2, y) = (2, y) * (z,y) = (e1,€2) cerven..n. (0.5 pts)
= (.’E + ', ye”’ +y’e*z) = (0,0).
= x4z =0etye” +ye® =0.

>z =—-xzetye *+ye*=0

=z =—xet (y+y)e*=0

=z =-xzety+y =0care >0

=2 =-zety =—y

= (¢,y’) = (—x,—y) est I'élément symétrique de (z,y) .......... (1.5 pts

iii. L’associativité (2.0 pts)
Soit (z,y), (z',y'), (x”,y”) des éléments de G, montrons que

[(z, ) = (2, 9]+ (27, y7) = (,9) * [(2",) % (@7, y")] oo (0.5 pts)

On a



() @] (07, 97) = (242 ye’ 4 y/e ") oo

9 , yﬁ)

= (.’E + 2+ x”, (yew' + y’e’”J) e’ + y7767(1+w/)) _ (LC +a 4 x”,yew/+$” i y,eI,,iw n y”eiz/7w>
(-'L'/y) * [(.’I]I,yl) * ((E”,y”)] — (.T,y) % (ZU/ + xn,y/eap» + yne—a;/)

_ (SL‘ +a _,'_mw’ye(z’-i-w”) + (y/e;c” +yvve—x’> e—z) — (

. 5 »_ . A
:c—s—x’—i—x”,ye“” +y/6x l_i_ywe T ;c)

Donc (1) = (2) et par suite * est associative.......... (L5 pts )

On conclut que (G , %) est un groupe.
2. (G, *) n’est pas un groupe commutatif car

(1,0) = (0,1) = (1, ") mais (0,1) = (1,0)= (1,€")

Bonne chance.
Rezzag.S



