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Exercice 1: (7 pts)
1) Montrons que

(P _Q) ^R() (P ^R) _ (Q ^R)

P Q R (P _Q) (P _Q) ^R (P ^R) (Q ^R) (P ^R) _ (Q ^R)
1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0
1 0 1 1 1 1 0 1
0 1 1 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0

(5 PTS)
(1 pts pour chaque colonne)
2) Montrons par récurrence que

8n � 1; 1

1� 2 +
1

2� 3 +
1

3� 4 + :::+
1

n� (n+ 1) = 1�
1

n+ 1
:

- Pour n0 = 1; on a la proposition donnée est vraie car

1

1� 2 = 1�
1

1 + 1
:::::::::: (0:5 pts)

- Supposons que

1

1� 2 +
1

2� 3 +
1

3� 4 + :::+
1

n� (n+ 1) = 1�
1

n+ 1

est vraie et on montre que

1

1� 2 +
1

2� 3 +
1

3� 4 + :::+
1

(n+ 1)� (n+ 2) = 1�
1

n+ 2

1



On a

1

1� 2 +
1

2� 3 +
1

3� 4 + :::+
1

(n+ 1)� (n+ 2)

=
1

1� 2 +
1

2� 3 +
1

3� 4 + :::+
1

n� (n+ 1) +
1

(n+ 1)� (n+ 2)

= 1� 1

n+ 1
+

1

(n+ 1)� (n+ 2)

= 1 +
� (n+ 2) + 1

(n+ 1)� (n+ 2)

= 1 +
�n� 1

(n+ 1)� (n+ 2)

= 1 +
� (n+ 1)

(n+ 1)� (n+ 2)

= 1� 1

n+ 2
:::::::::::::::::::::: (1:5 pts)

Exercice 2 : (6 pts)
1. Soit la relation R dé�nie :

8 (x; y) , (x0; y0) 2 R2 : (x; y) R (x0; y0), 9a > 0; 9b > 0; x0 = ax; y0 = by:

Montrons que R est une relation d�équivalence.
i) Pour montrer que R est re�exive on montre que

8 (x; y) 2 R2 : (x; y)R (x; y) ::::::::::::: (0:5 pts)

on a 8 (x; y) 2 R2 : x = 1:x et y = 1:y donc (x; y)R (x; y) :..............(1:0 pts)
ii) Pour montrer que R est symétrique on montre que

8 (x; y) ; (x0; y0) 2 R2 : (x; y)R (x0; y0)) (x0; y0)R (x; y) ::::::::::::::: (0:5 pts)

On a
(x; y) R (x0; y0)) 9a > 0; 9b > 0; x0 = ax; y0 = by:
) x =

1

a
x0, y =

1

b
y0 avec

1

a
> 0,

1

b
> 0:

) (x0; y0) R (x; y)
) R est symétrique...............(1:0 pts)
iii) Pour montrer que R est transitive on montre que

8 (x; y) ; (x0; y0) ; (x"; y") 2 R2 : (x; y)R (x0; y0) et (x0; y0)R (x"; y")) (x; y)R (x"; y") :::::::::::::: (0:5 pts)

On a (x; y) R (x0; y0) ) 9a > 0; 9b > 0; x0 = ax; y0 = by
et
(x0; y0) R (x"; y")) 9a0 > 0; 9b0 > 0; x" = a0x0; y" = b0y0
) x" = (a0a)x; y" = (b0b) y avec a0a > 0, b0b > 0:

2



donc (x; y)R (x"; y")et R est transitive...............(1:0 pts)
et par conséquence R est une relation d�équivalence.
2) Déterminer la classe d�équivalence de (1; 0) :
On a

�
(1; 0) =

�
(x; y) 2 R2 : (1; 0)R (x; y)

	
=

�
(x; y) 2 R2 : 9a > 0; 9b > 0; x = a:1; y = b:0

	
= ]0;+1[� f0g :::::::::::::: (1:5 pts)

Exercice 3:(7 pts)
1. Soit G = R2, on dé�nit la loi de composition interne � par

(x; y) � (x0; y0) =
�
x+ x0; yex

0
+ y0e�x

�
Montrons que (G; �) est un groupe.
i. L�élément neutre (2:0 pts)
Soit (e1; e2) l�élément neutre de G;alors

8 (x; y) 2 G : (x; y) � (e1; e2) = (e1; e2) � (x; y) = (x; y) :::::::::: (0:5 pts)

) (x; y) � (e1; e2) = (x+ e1; yee1 + e2e�x) = (x; y) :
) x+ e1 = x et yee1 + e2e�x = y:
) e1 = 0 et y + e2e�x = y
) e1 = 0 et e2e�x = 0
) e1 = 0 et e2 = 0 car e�x > 0
) (e1; e2) = (0; 0) est l�élément neutre de G::::::::::: (1:5 pts )
ii. L�élément symétrique (2:0 pts)
Soit (x0; y0) l�élément symétrique de (x; y), alors on a :

(x; y) � (x0; y0) = (x0; y0) � (x; y) = (e1; e2) :::::::::: (0:5 pts)

)
�
x+ x0; yex

0
+ y0e�x

�
= (0; 0) :

) x+ x0 = 0 et yex
0
+ y0e�x = 0:

) x0 = �x et ye�x + y0e�x = 0
) x0 = �x et (y + y0) e�x = 0
) x0 = �x et y + y0 = 0 car e�x > 0
) x0 = �x et y0 = �y
) (x0; y0) = (�x;�y) est l�élément symétrique de (x; y) :::::::::: (1:5 pts )
iii. L�associativité (2:0 pts)
Soit (x; y), (x0; y0), (x"; y") des éléments de G, montrons que

[(x; y) � (x0; y0)] � (x"; y") = (x; y) � [(x0; y0) � (x"; y")] :::::::::::: (0:5 pts)

On a
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[(x; y) � (x0; y0)] � (x"; y") =
�
x+ x0; yex

0
+ y0e�x

�
� (x"; y")

=
�
x+ x0 + x";

�
yex

0
+ y0e�x

�
ex" + y"e�(x+x

0)
�
=
�
x+ x0 + x"; yex

0+x" + y0ex"�x + y"e�x
0�x
�
::::::: (1)

(x; y) � [(x0; y0) � (x"; y")] = (x; y) �
�
x0 + x"; y0ex" + y"e�x

0
�

=
�
x+ x0 + x"; ye(x

0+x") +
�
y0ex" + y"e�x

0
�
e�x

�
=
�
x+ x0 + x"; yex

0+x" + y0ex"�x + y"e�x
0�x
�
::::::: (2)

Donc (1) = (2) et par suite � est associative..........(1:5 pts )
On conclut que (G ; �) est un groupe.
2. (G; �) n�est pas un groupe commutatif car

(1; 0) � (0; 1) =
�
1; e�1

�
mais (0; 1) � (1; 0) =

�
1; e1

�
::::::::::::::::: (1:0 pts )

Bonne chance.
Rezzag.S
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