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Exercice 1: (6 pts)
Soit A € M3 (R) telle que:

1 2
A=12 2
3 1

Ot — W

1. Déterminer la forme bilinéaire b associée & la matrice A dans la base canonique de R3.
2. Déterminer ker b.
3. Soit B = {v;(1,2,1),v9(0,—1,1),v3(2,1,1)} une base deR3..

Trouwver la matrice A’ associée a la forme bilinéaire b dans la base 3 & l'aide de la matrice

de passage Pz g .

Exercice 2: (6 pts)
Soit b: R? x R? — R une forme bilinéaire symétrique telle que:

V(x,y) € R* xR’ : b (x,y) = 221y1 + Tay2 + DT3Ys — T1Y2 — Tay1 — T1Y3 — T3l — TaYs — T3Yo

1. Déterminer la forme quadratique associée a b.

2. Donner une réduction en carrée de Gauss pour la forme quadratique q et déterminer
sign (q) et rg(q).

3. Est-ce-que q est définie positive? Justifier votre réponse.

4. Déterminer l’ensemble des vecteurs isotropes I (q) .

Exercice 3: (6 pts)
1. Soit la forme bilinéaire b : R [z] X R3[z] — R

(P,Q) — b(P,Q)= | P(t)Q (t)sin(t)dt

“‘2‘%1\:‘;’

Est-ce-que b est un produit scalaire sur Rs[x]?



2. R? est muni de sa structure euclidienne canonique. On consideére:
F={(z,y,2) eER*:2—-3y+22=0et y+2=0}

Déterminer une base de F*.

Exercice 4: (2 pts)

Soient E un R—espace vectoriel, F' un s.e.v de E et 3 = {v1,..,v,} une base de F, et soit
b: E x E+— R une forme bilinéaire.

Montrer que si w € E est orthogonal a tout élément de [ alors w est orthogonal a tout
vecteur x de F.



La correction

Exercice 1: (6 pts)
On a:

A:

W N =
=N DN

3
1
)

1. La forme bilinéaire b associée a la matrice A (2pts)
Onab(z,y) =2'Ay
= T1Y1 + 221Y2 + 3T1Y3 + 2T2Y1 + 2222 + ToY3 + 3T3Y2 + T3y + OT3Ys3

2. Déterminer ker b. (2pts)
On a kerb = {z € R3b(z,y) = 0} ,il suffit de r&soudre le systeme Ax = 0

2 21 o | =10 &< 221+ 2x+23=0...(2)
31 5) \a3 0 32, + 7 + 523 = 0... (3)
)
De (1) 21 = =21y — 323 ), Ty = — 503 remplagons () et (x*) dans (3) on trouve
() —

(%)
r=y=2=0.

Donc kerb = {(0,0,0)}.

Vous pouvez trouver le méme résultat d’aprés le calcul de déterminant, on trouve
det A= —17 # 0 donc rg (A) = rg (b) = 3 et ona

dim £ = dimker b +rg (b) = 3
alors dimkerb = 0 d’ou ker b = {(0,0,0)}.
3. B ={vi(1,2,1),v9(0,—1,1),v3(2,1,1)} une base deR3.. (2pts)

1 0 2 1 2 1 1 2 3 1 0 2
OnaA'=PL.APouP=|(2 -1 1|,doncA=[0 -1 1}.]12 2 1].{2 -1 1
1 1 1 2 1 1 3 15 1 1 1

32 3 33

A=|3 5 5

33 5 33

Exercice 2: (6 pts)
On a:

v (wa y) eER*xR*:b (33, ?J) = 231Y1 + T2y2 + DT3Y3 — T1Y2 — TaY1 — T1Y3 — T3Y1 — TaYy3 — T3l

1. La forme quadratique associée a b. (1pt)

On a q(z) =b(z,x) =223 + 23 + 5x3 + —22129 — 20103 — 2223

3



2. Donnons une réduction en carrée de Gauss pour la forme quadratique q (2pts)
q(x) = 223+ 25 + 525 + —27179 — 22173 — 22973
202 + 2 (—x9 — 13) Ty + T3 + 5x3 — 27973

= 2 {xf +2 (y) :1:1} + o3 + 513 — 27973

1 2 To + T3 2 2 9
= 2 x1—§(x2+x3) -2 5 + 5 + br; — 22913
1 1, 9,
= 2 1 — 5 (.fg + 1'3) + 5%2 + §$3 3x2$3
1 1 3 9
= 2 <I1 — 5 <$2 + .733)) + §ZE§ + 2 (—§x3) To + 5%%
1 | 9 9 ,
= 2|z — 5 (xo +x3) | + 5 (23 + 2 (—3x3) x2) + 573
1 1 9
= 2 <x1 —3 (x9 + xa)) + 3 (xg — 3x3)" — = (—3:(;3)2 + §x§
1 S|
= 2 $1—§($2+$3) +§($2—3$3)

sign (q) = (p,n) = (2,0)..(0.5) et rg(q) =p+n=2..(0.5).
3. q est définie SSI q(x) =0<= x =0 et positive SSI q(x) >0

D’aprés la réduction en carrée de Gauss ¢ (x) est une somme de deux sommes carrées
donc ¢ (z) > 0 (0.5)

Maintenant pour x = (2,3,1) on trouve g () = 0 donc ¢ n’est pas définie. (0.5)

4. L’ensemble des vecteurs isotropes I (q) . (1pt)
Onal(q) ={z € R ¢(z) =0}

1
T1— 5 (X2 +123) =0
(@) = 0@{ el
N {1'1:2.’173
%2:31’3

[(Q) = {(xl,xz,l’?)) S Rg/l’l = 21)33 et Ty = 3{)33}

Exercice 3: (6 pts)
1. Soit la forme bilinéaire b : R [z] X R3[z] — R

(P,Q) — b(P,Q) = [ P(t)Q(t)sin (t)dt

w\ﬂ%m‘g‘a



b est un produit scalaire sur Rz [x] SSI b une forme bilinéaire symétrique définie positive
(1pt)

D’apreés la question b est une forme bilinéaire, et ona b (Q, P) = [ Q (t) P (t)sin (t) dt =

INE] %M‘C;

P(t)Q(t)sin(t)dt =b(P,Q), donc b est symétrique.(1pt)

i

D’autre part q(P) = b(P,P) = [ (P(t)*sin(t)dt mais on sait que la fonction

M‘:‘%M‘g{

sin(t) < 0 pour t € [m; 2] et sin(t) > 0 pour t € [Z,7], donc dans [Z,2] la
fonction sin (t) n’est pas toujours positive d’ot b n’est pas positive. Donc b n’est pas

un produit scalaire sur Rs[z] (1pt).

Ou bien si vous ne remarquer pas que la forme bilinéaire n’est pas positive, si on doit

vérifier la dérniére condition ( b est définie ) on trouve pour P (t) = Q(t) = 1 que
3

= 0 c-a-d on trouve ¢(P) = 0 mais

S

2
q(P) = b(P,P) = [sin(t)dt = —cos(t)]
p(t) # 0. Donc b n’est pas définie alors b n’est pas un produit scalaire.

2. Déterminer une base de F* (3pts)
F={(z,y,2) eR®: 2 —3y+22=0et y+2=0}
y=—zetx=—-32—2z=—bzdonc F = {(—b5z,—2,2) /2 € R} = vect {(-5,—-1,1)}.
Fr={zeRVyeF <z y>=0}
< (x1,29,23),(—5,—1,1) >=0< —bx; — w9+ 23 =0 = 29 = =Dy + 23
Ft = {(z1,29,73) € R3/29 = —5x1 + 23} = vect {(1,-5,0),(0,1,1)}

Exercice 4: (2 pts)

p
On a 8 = {vy,..,v,} une base de F; soit x € F alors Jay, ag, ..., € Rz = a,v;..(0.5)
i=1

p p
Donc b (w,z) = b (w, Zaivi) = > a;b(w,v;) car b est une forme bilinéaire (0.75). Mais
=1 i=1

w est orthogonal & tout élément de F donc Vi = 1;p : b(w,v;) = 0 ce qui donne que
b(w,z) = 0 alors w est orthogonal a tout vecteur = de F. (0.75)



