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Exercice 1 (10 pts) Soit 5 > 0. On considére le probléme de Cauchy :
Y (1) = B2 (1), pourt >0 ;y(0) =\ ety (0) = o 1)
1. Donner la solution exacte du probléeme (1).
2. Soient h un pas de temps donné et t;, = kh. Montrer que (1) peut s’écrire sous la forme
Y1 = 20y, — Yp—1,k > 1 s yo = A et y1 = (2a — 1) A + hp,
avec o € R.

3. Soit y, = r*, déterminer le terme général de la suite (yi) qui s’écrive sous la forme
yr = art +brk pour k=0,1,2---

4. Sous quelle condition sur h pour que r1 et ro sont complexes ? (ou la solution y est-elle
oscillante).

Exercice 2 (Transport a vitesse constante) (10 pts) Soit « € R une constante, on
considére ’équation linéaire a coefficient constant :

Dy(,t)+aly(z,t) = 0, zeRt>0 2
y(2,0) = yo(z) €R.

Le schéma d’approximation par différences finies sur un maillage régulier de pas Ax en
espace et At en temps :

Yi,j+1—Yi,j Yi,j—Yi—1,5 __ .
{ Gt tat =0 st a>0,

Yi,j+1—Yi,j Yi+1, Y4 __ .
Al + a7 =0 st a<O.

(3)

alAt

On note r = ~

1. Montrer que la solution y de (2) est constante le long des courbes dites “caractéris-
tiques” définies par : V0 < s <t,Vzx e R: X (s)=a et Y (t) = x.

2. En déduire que la solution de (2) est y (x,t) = yo (v — at).
3. Dessiner le stencil du schéma (3), de quel type de schéma s’agit-il ?.

4. Par le critére de Fourier-Von Neumann, montrer que le schéma aval (3) (i.e. a droite
sia > 0 et a gauche si o < 0) est L*>—Stable sous une condition sur At & préciser
(condition de CFL).

5. Montrer que le schéma (3) est consistant avec I’équation d’advection (2), précis a l’ordre
en espace et en temps.



Solution 1

1. Les solutions de y” (t) = —/3%y(t) forment un sous- espace vectoriel de dimension 2
de C? (R). Elles sont de la forme y (t) = y (0) cos (5t) + y ) sin (8t) . Si dans (1), on
impose de plus y (0) = X et ¢/ (0) = u, 'unique solution est alors définie par

y (t) = Acos (Bt) + %sin (Bt),

fonction périodique.

2. IV equatlon L (Yks1 — 20Uk + Ye_1) = —Byx peut s’écrire Y1 = 20 — Yr_1 avec
h23?
a=1-— .
2

Ajoutons que yo = A et

yi = (=B°B°+2)yo — yu
(=h2B8% +2) yo — (yo — hp)
= (- hﬁ +1) yo + hp
(1 ))x—I—hu
(2a—1))\+hu

Notons que o < 1 puisque h > 0.

3. L’ensemble des suites vérifiant yr11 = 20yr — yr_1 est un sous-espace vectoriel de
dimension 2. En recherchant des éléments sous la forme 7, = r*, on trouve 2 solutions
distinctes, réelles 1 = a + va? —1,r9 = a — Va?—1si a < —1, et complexes
ri=a+iv1l—a?ry=a—1iv1—a?sia>—1;enfin on a une racine double quand
a=—1.

Pour a # —1, on obtient y; = ar¥ + brk, et pour a = —1, y;, = (a + kb) (—1)".

Les coefficients a et b sont déterminés par les conditions sur yg et y;. Dans le premier

o) = (M A ),

Ty —T1 ’ Ty — T

4. Si ry et ro sont réelles, la solution n’est pas oscillante.
Si par contre
a>—1<=h<—,
5
alors |r1| = 1 et nous pouvons écrire 1, = €. On en déduit que ry = e~
la solution y;, peut s’écrire y, = o’ cos (0k) + b'sin (0k) ; elle est oscillante.

# i bien que



Solution 2 1. Ona : y(z,t) =y (x — o)
Oy (x,t) = —ay), (x — at) et Opy (x,t) =y (x — at) donc

Oy (x,t) + adyy (x,t) = —ay, (x — at) + ayy (v — at) =0

et y(x,0) =yo(x —ax0)=1yo(x).

—vis | ey B
2. B 4 Pt Bl = 0 done Y1 — Yig + 17 (Yig — Yie1,y) =0

donc y; j41 = TYi—1,5 + (1—7) Yij = 0.

Le stencil :
X X
X
X X X

Le type : schéma explicite décentré amont.

3. La stabilité. N0 = \1(refP=D0 4 (1 — r)e??)
donc A\ =1—r+re ¥,
Ona:-1<e®<1=1-2r<A<1
Done || <1 ssi —1 <1—2r doncr <1.
Donc le schéma est stable si la condition CFL r <1 (Ja| At < Ax) est satisfaite.
Enfin, la stabilité L* se déduit de la stabilité L>.

4. La consistance d’ordre 1 en temps et en espace est aisée a établir. En effet, dans le cas

a >0,
- Yy (@i, 1) — y (i, L)) y (i, t;) —y (i1, 1)
i At ta Au
= (O + ady)y (x;,tj) + O (At + Ax)
5
= O(At+ Ax).

Donc le schéma est consistant avec [’équation d’advection, précis a l’ordre 1 en espace et
en temps, stable et convergent (d’aprés Laz) en norme L? si la condition CFL |a| At <
Ax est satisfaite.

Remark 3 Le cas a < 0 est identique.



