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Exercice 1(7pt)
i- On a

⟨Bnx, x⟩ ≥ 0, ∀x ∈ H, ∀n ≥ 1. (1)

Si Bn vérifie (1) Bn est continu.
Comme H est un espace de Hilbert(donc de Banach) pour montrer que Bn;∀n ≥ 1
est continu il suffit de montrer qu’il est fermé i.e.

Si xn → x etBnxn → f ⇒ f = Bnx,

D’aprés la relation (1), on a ∀(x, y) ∈ H2

0 ≤ ⟨Bn(xn − y), xn − y⟩ → ⟨f −Bny, x− y⟩;

soit x = y + tz pour (t, z) ∈ R×B(0, 1), alors

⟨f −Bny, x− y⟩ = t⟨f −Bnx, z⟩ − t⟨Bnz, tz⟩ ≥ 0;

1-Pour t > 0, On a
⟨f −Bnx, z⟩ − ⟨Bnz, tz⟩ ≥ 0,

On fait tendre t → 0 on obtient

⟨f −Bnx, z⟩ ≥ 0,∀z ∈ B(0, 1).

2-Pour t < 0, On a
⟨f −Bnx, z⟩ − ⟨Bnz, tz⟩ ≤ 0,

On fait tendre t → 0 on obtient

⟨f −Bnx, z⟩ ≤ 0,∀z ∈ B(0, 1).

Donc
⟨f −Bnx, z⟩ = 0,∀z ∈ B(0, 1) ⇒ f = Bnx.

Alors Bn est fermé ∀n ∈ N∗.
ii- Bn est continu, donc d’aprés le Théorème de Banach Steinhauss, qu’il existe une
constante M > 0 telle que supn ∥Bn∥L(H) ≤ M , donc

∥Bnx∥ ≤ M∥x∥,∀x ∈ H et ∀n ≥ 1. (2)

Comme ∥ · ∥ est continu, alors par passage à la limite dans (2), on obtient

∥Bx∥ ≤ M∥x∥, ∀x ∈ H et∀n ≥ 1, (3)

1



donc B est continu. De plus on a

∥Bnx∥ ≤ ∥Bn∥L(H)∥x∥, ∀x ∈ H et∀n ≥ 1,

alors

lim
n→∞

∥Bnx∥
∥x∥

≤ lim
n

inf ∥Bn∥L(H) = C,

donc
∥B∥L(H) ≤ C. (4)

iii-Comme B est continu, T ∗ est bien défini et on a la relation

⟨Bx, y⟩ = ⟨x, B∗y⟩, ∀(x, y) ∈ H2. (5)

Pour montrer B∗ = B, posons g(x, y) = ⟨Bx, y⟩, et montrons :
a- g hermétienne si et seulement si (ssi) B = B∗.
B = B∗ ⇒ g hermitienne.

g(x, y) = ⟨Bx, y⟩ = ⟨x,By⟩ = ⟨By, x⟩
= g(y, x),

donc g est hermitienne.
g hermitienne ⇒ B = B∗

⟨Bx, y⟩ = g(x, y) = g(x, y) = ⟨By, x⟩ = ⟨x,By⟩ = ⟨B∗x, y⟩,∀x, y ∈ H,

donc B = B∗.
b-⟨Bx, x⟩ ≥ 0 ⇒ g hermétienne.
Posons Ψ(x, y) = g(x, y) − g(y, x), alors Ψ est une forme sesquilinéaire et ∀x ∈
HΨ(x, x) = 0 par l’indentité de polarisation

Ψ(x, y) =
1

4
[Ψ(x+ y, x+ y) + Ψ(x− y, x− y), ]

on obtient g(x, y) = g(y, x), donc g est hermitienne et B∗ = B.

Exercice 2(7pt)
1.1-Montrons a ⇒ b.
S est inversible⇒ ∃S−1;S◦S−1 = Id(H) donc (S−1)∗◦S∗ = I∗d(H

∗), commeH∗ ≡ H,
donc I∗d(H

∗) = Id(H) ; alors (S∗)−1 = (S−1)∗.

1.2- Montrons b ⇒ a

S∗ = B est inversible alors

∃B−1 : B ◦B−1 = Id(H),

donc ((S∗)−1)∗ ◦ S∗∗ = Id(H), alors

(S∗∗)−1 = S−1 = ((S∗)−1)∗,
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car S est continu donc fermé alors S∗∗ = S est inverssible.

2.1- Montrons a ⇒ c
S est inversible alors ∃S−1

∥S−1y∥ ≤ ∥S−1∥∥y∥,∀y ∈ H,

or ∃x : y = Sx, donc
∥Sx∥ ≥ ∥S−1∥−1∥x∥.

De même pour S∗ on a ∥S∗x∥ ≥ ∥(S∗)−1∥∥x∥. Soit, donc
C = min( 1

∥(S∗)−1∥ ,
1

∥(S)−1∥), alors{
(i) ∥Sx∥ ≥ C∥x∥, ∀x ∈ H
(ii) ∥S∗x∥ ≥ C∥x∥, ∀x ∈ H.

(6)

2.2- Montrons c ⇒ a
R(S) est fermé
Soit (xn) ⊂ H telle que Sxn → y ∈ H. La suite (Sxn) est en particulier de Cauchy,
i.e. ∀ε > 0, ∃n0 : ∀n,m ≥ n0 on a ∥Sxn − Sxm∥ ≤ ε.
Il résulte de (6) (i) que ∥xn−xm∥ ≤ ε

c
donc (xn) est de Cauchy dans un complet elle

converge vers x et on a Sxn → Sx (S continu), alors y = Sx (H est séparé). Donc
R(S) est fermé.
R(S) est dense
D’apés un Corollaire de Hahn-Banach il suffit de montrer que R(S)⊥ = {0}. Comme
on a R(S)⊥ = Ker(S∗) d’aprés (6)(ii) S∗ est injectif alors R(S)⊥ = {0}. Donc S est
surjectif, or (6) (i) implique S est injectif, alors S est bijectif et S−1 est continu car

∀y ∈ H ∥S−1y∥ = ∥x∥ ≤ 1

c
∥y∥ et ∥S−1∥ ≤ 1

c
.

Par conséquent S est inversible.

Exercice 3(6pt)
Soit H un espace de Hilbert sur le corps C, et soit T ∈ L(H).
1- Montrons que T ∗ l’adjoint de T est bien défini.
Comme T ∈ L(H), alors D(T ) = H, alors si T ∗ existe, il est unique. On a

D(T ∗) = {v ∈ H∗ ≡ H : ∃c > 0 : |⟨Tx, v⟩| ≤ c∥x∥;∀x ∈ D(T )},

comme |⟨Tx, v⟩|∥ ≤ ∥v∥∥T∥∥x∥ < ∞ car T et v sont linéaires contonus ; donc il
suffit de prendre c ≥ ∥v∥∥T∥. et par suite D(T ∗) = H. par conséquent T ∗ est bien
défini (il est continu). Et on a

⟨Tx, v⟩ = ⟨x, T ∗v⟩,∀x, v ∈ H. (7)

2-a-Determinons le spectre de T ∗, σ(T ∗).
On a C = ρ(T ) ∪ σ(T ) : ρ(T ) ∩ σ(T ) = ∅, alors λσ(T ) ⇔ λ ∈ ρ(T ).
Tout d’abord montrons que (T − λ)∗ = T ∗ − λ.
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D’après 1- et (7) (T − λ)∗ est bien défini et on a

⟨(T − λ)x, v⟩ = ⟨x, (T ∗ − λ)v⟩,∀x, v ∈ H. (8)

Pour montrer
σ(T ∗) =

{
λ : λ ∈ σ(T ) },

il suffit de montrter λ /∈ σ(T ) ⇔ λ /∈ σ(T ∗).

Or λ ∈ ρ(T ) si et seulement si (ssi) T − λ est inversible ssi (Exercice 2) T ∗ − λ
est inversible ssi λ ∈ ρ(T ∗). Par suite

σ(T ∗) =
{
λ : λ ∈ σ(T ) }.

3-On peut dire que
σp(T

∗) ̸=
{
λ : λ ∈ σp(T ) }, (9)

Exemple 1 : il existe un opérateur S1

S1 : (ℓ
2,C) → (ℓ2,C) : (xn) 7→ (0, x1, x2, · · · ),

tel que d’après (7)

⟨S1x, y⟩ = ⟨x, S∗
1y⟩,∀x, y ∈ ℓ2,

⇔
∞∑
i=1

xiyi+1 =
∞∑
i=1

xiS
∗
1yi,

⇔
∞∑
i=1

xi(yi+1 − S∗
1yi) = 0, ∀x, y ∈ ℓ2

⇔ (yi+1 − S∗
1yi) = 0,∀yi ∈ i = 1;∞.

Alors
S∗
1y = (y2, y3, · · · ).

Cherchons σp(S1) et σp(S
∗
1).

Comme S1 est injectif ; λ = 0 n’est pas une valeur propre.
λ ̸= 0, alors

λ ∈ σp(S1) ssi ∃x ̸= 0 : Sx = λx,

ssi
(
0, x1, x3, · · ·

)
= λ(x1, x2, · · ·

)
ssi λx1 = 0, λxi+1 = xi, ∀i ≥ 1.

ssi xi = 0,∀i ≥ 1.

Donc σp(S1) = ∅, par contre

λ ∈ σp(S
∗
1) ssi ∃x ̸= 0 : S∗

1x = λx,

ssi
(
x2, x3, x4, · · ·

)
= λ

(
x1, x2, · · ·

)
ssi λx1 = x2, λxi = xi+1,∀i ≥ 1.

ssi xi = λix1, ∀i ≥ 1.

4



Alors pour tout λ ∈ C : |λ| < 1 il existe un vecteur 0 ̸= v = (1, λ, · · · , λn, · · · ) ∈ ℓ2 :
S∗vλ = λvλ. Donc λ est une valeur propre de S∗. Par consequent

σp(S
∗
1) = {λ ∈ C : |λ| < 1},

ce qui justifie notre réponse (9).

Exemple 2 : il existe un opérateur S2

S2 : (ℓ
2,C) → (ℓ2,C) : (xn) 7→ (x2, x3, x4, · · · ),

tel que d’après (7)

⟨S2x, y⟩ = ⟨x, S∗
2y⟩, ∀x, y ∈ ℓ2,

ssi
∞∑
i=1

xi+1yi =
∞∑
i=1

xiS
∗
2yi,

ssi x10 +
∞∑
i=2

xiyi−1 = x1y1

∞∑
i=2

xiS
∗
2yi,

ssi
∞∑
i=2

xi(yi−1 − S∗yi) = 0, et y1 = 0

ssi (yi−1 − S∗
2yi) = 0,∀yi ∈ i = 2;∞ et y1 = 0 .

Alors
S∗
2y = (0, y1, y2 · · · ).

Cherchons σp(S2) et σp(S
∗
2).

Comme S∗
2 est injectif ; λ = 0 n’est pas une valeur propre.

λ ̸= 0, alors

λ ∈ σp(S
∗
2) ssi ∃x ̸= 0 : Sx = λx,

ssi
(
0, x1, x3, ‘cdots

)
= λ

(
x1, x2, · · ·

)
ssi λx1 = 0, λxi+1 = xi,∀i ≥ 1.

ssi xi = 0,∀i ≥ 1.

Donc σp(S
∗
2) = ∅. par contre

λ ∈ σp(S2) ssi∃x ̸= 0 : S2x = λx,

ssi
(
x2, x3, x4, cdots

)
= λ

(
x1, x2, · · ·

)
ssi λx1 = x2, λxi = xi+1,∀i ≥ 1.

ssi xi = λix1,∀i ≥ 1.

Alors pour tout λ ∈ C : |λ| < 1 il existe un vecteur 0 ̸= v = (1, λ, · · · , λn, · · · ) ∈ ℓ2 :
S∗vλ = λvλ. Donc λ est une valeur propre de S2. Par consequent

σp(S2) = {λ ∈ C : |λ| < 1},

Cequi justifie notre réponse (9).
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