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Exercice 1(7pt)
i- On a
(Bpx, x) > 0,Vo € H, Vn > 1. (1)

Si B,, vérifie (1) B, est continu.
Comme H est un espace de Hilbert(donc de Banach) pour montrer que B,;Vn > 1
est continu il suffit de montrer qu’il est fermé i.e.

Six, —» xetB,x, — f=f=B,z,

D’aprés la relation (1), on a V(z,y) € H?

0 < (Bu(xn —y), 2n —y) = (f = Buy, © = y);
soit # =y +tz pour (t,2) € R x B(0,1), alors

<f - Bny7 T — y> = t(f - anwZ) - t<any t2> Z 03

1-Pour ¢ >0, On a
(f — Bpw,z) — (Bpz, tz) >0,

On fait tendre ¢ — 0 on obtient
(f — Byx,2) >0,z € B(0,1).

2-Pour t <0, On a
(f — Bpx,z) — (Bpz, tz) <0,

On fait tendre ¢t — 0 on obtient
(f — Bpz,2z) <0,Vz € B(0,1).
Donc
(f = Bpx,z) =0,Vz € B(0,1) = f = B,x.

Alors B,, est fermé Vn € N*.
ii- B, est continu, donc d’aprés le Théoreme de Banach Steinhauss, qu’il existe une
constante M > 0 telle que sup,, || B,||rm)y < M, donc

|Bnx|| < M||z||,Ve € H et Vn > 1. (2)
Comme || - || est continu, alors par passage a la limite dans (2), on obtient
|Bz|| < M||z||, Yo € H etVn > 1, (3)



donc B est continu. De plus on a
|Buall < IBullsn ], Vo € H etvn > 1,
alors

B,
1o 1Bl

nvoe ||z

< lim inf ||Bnl|L(H) =C,

donc

1Bl < C. (4)

iii-Comme B est continu, 7™ est bien défini et on a la relation
(Bz, y) = (z, B*y), ¥(z,y) € H*. (5)

Pour montrer B* = B, posons g(x,y) = (Bx,y), et montrons :
a- g hermétienne si et seulement si (ssi) B = B*.
B = B* = g hermitienne.

donc ¢ est hermitienne.
g hermitienne = B = B*

(Br,y) = g(z,y) = g(z,y) = (By,x) = (v, By) = (B"z,y),Yx,y € H,
donc B = B*.
b-(Bz,x) > 0 = g hermétienne.
Posons VU(z,y) = g(z,y) — g(y,x), alors U est une forme sesquilinéaire et Vr €
HVY(z,z) =0 par I'indentité de polarisation

1
Z[‘If(m+y,:v+y)+‘If(:v—y,x—y),]

on obtient ¢g(z,y) = g(y, z), donc g est hermitienne et B* = B.

\Ij(x7 y) =

Exercice 2(7pt)
1.1-Montrons a = b.
S est inversible = 3571 SoS™ = [,(H) donc (S™1)*0S* = I}(H*), comme H* = H,
donc I (H*) = I4(H) ; alors (S*)~t = (S7H~.

1.2- Montrons b= a
S* = B est inversible alors

dB™': Bo B! = I;(H),
donc ((S*)™1)* 0 S** = I,(H), alors

(§7) =5 =87,



car S est continu donc fermé alors S** = S est inverssible.

2.1- Montrons a = ¢
S est inversible alors 351

1Syl < 1S~ Hlyll vy € H,

or dx : y = Sz, donc
1Sz )l > 1S~ |-

De méme pour S* on a ||S*z|| > [|(S*)|||z||. Soit, donc
C' = min( , alors

1 1 )
(S = 1S~
(@) [|5z]| = Clll], Ve € H
(it) [|S*z|| > C||z||, Vx € H.

2.2- Montrons ¢ = a
R(S) est fermé

(6)

Soit (z,) C H telle que Sz, — y € H. La suite (Sz,) est en particulier de Cauchy,

ie. Ve > 0,3ng : Yn,m > ny on a ||Sx, — Sz, < e.

Il résulte de (6) (i) que ||z, — 2| < £ donc (z,,) est de Cauchy dans un complet elle
converge vers x et on a Sz, — Sz (S continu), alors y = Sz (H est séparé). Donc

R(S) est fermé.
R(S) est dense

D’apés un Corollaire de Hahn-Banach il suffit de montrer que R(S)* = {0}. Comme
on a R(S)*T = Ker(S*) d’aprés (6)(ii) S* est injectif alors R(S)* = {0}. Donc S est

surjectif, or (6) (i) implique S est injectif, alors S est bijectif et S™! est continu car

- 1 _
Yy € H ISyl = ll=ll < llyll et |57 <

Par conséquent S est inversible.

Exercice 3(6pt)

Soit H un espace de Hilbert sur le corps C, et soit T € L(H).

1- Montrons que 7% I’adjoint de 1" est bien défini.

Comme T € L(H), alors D(T) = H, alors si T* existe, il est unique. On a

D(T*Y={ve H" " =H:3c>0:|(Tx,v)| <c|z|;Vx € D(T)},

comme [(Tz,v)||| < ||v||||T]|||z]] < oo car T et v sont linéaires contonus; donc il
suffit de prendre ¢ > ||v||||T||. et par suite D(7*) = H. par conséquent 7™ est bien

défini (il est continu). Et on a
(Tz,v) = (x,T*v),Vr,v € H.

2-a-Determinons le spectre de 7%, o(T™).

OnaC=p(T)Ua(T):p(T)No(T)= o, alors Ao(T) < X € p(T).

Tout d’abord montrons que (7" — \)* =T* — \.

(7)



D’apres 1- et (7) (T'— A\)* est bien défini et on a

(T = Nz,v) = (x,(T" — Nv),Vz,v € H. (8)
Pour montrer
o(T*)={X:xea(T)},
il suffit de montrter \ ¢ o(T) < X ¢ o(T™).

Or X\ € p(T) si et seulement si (ssi) 7' — A est inversible ssi (Exercice 2) T% — A
est inversible ssi A € p(T™). Par suite

o(T*)={X:xea(T)}.
3-On peut dire que B
oo(T") # {X: A€ 0,(T) },(9)
Exemple 1 : il existe un opérateur S;
Sl : (€27C) — (627(:) : (xn> = (Oax1)$2> e )a
tel que d’apres (7)
(Siw,y) = (a,87y),Va,y € £,

o0 o0
= in?/iJrl = Z%Sf%’,
i=1 i=1

= in(yi-i—l — Siyi) = 0,Va,y € £
i=1
& (Yir1 — Styi) = 0,Vy; € i = 1;00.
Alors

Sty = (Y2,y3, ).
Cherchons 0,(51) et 0,(S7).

Comme S; est injectif; A = 0 n’est pas une valeur propre.
A # 0, alors
A€ 0,(S) sside #0: Sz = Az,
ssi (0,131,13, . ) = Ny, 29, )
ssi Ary =0, \v;0 =2, Vi > 1.
ssi o x; =0,Ve > 1.

Donc 0,(S1) = @, par contre

A€ 0,(S7) ssi dx # 0: STx = Az,
ssi (.172,1'3,1'4,"') :)\('Ilvl?a”')
ssi /\1'1 = To, /\J]Z = [Ei+1,Vi Z 1.

ssi @ = Nay, Vi > 1.



Alors pour tout A € C: |A\| < 1 il existe un vecteur 0 # v = (1, \,--- , A", ---) € £ :
S*vy = Avy. Donc A est une valeur propre de S*. Par consequent

0,(S)) = {A e C: Al < 1},

ce qui justifie notre réponse (9).

Exemple 2 : il existe un opérateur Sy
Sy (12,C) — (12,C) : (w,) > (w9, 73,24, - ),
tel que d’apres (7)

(Sox,y) = (x,S5y),Va,y € 2,
ssi sz'—i—lyi = inSgy,;,
i=1 i=1
ssi a0+ Z TiYi—1 = T1Y1 Z%S;yia
i=2 i=2

ssi in(yi,l —S"y;) =0, ety =0
i=2

ssi (yim1 — S5y;) = 0,Vy; € i =2;00et y; =0 .
Alors
S;y = (0791792 o )
Cherchons 0,(53) et 0,(S5).

Comme S5 est injectif; A = 0 n’est pas une valeur propre.
A # 0, alors

A€ 0,(53) ssi 3z #0: Sz = Az,
ssi (0, 1, T3, ‘cdots) = )\(xl, To, - )
ssi Axp =0, \z;0 =2, Vi > 1.
ssi x; =0,Vi > 1.

Donc 0,(53) = @. par contre

A € 0,(52) sside # 0: Sex = Az,
ssi (xg,xg,m,cdots) = )\(:rl,xz,---)
ssi ATy = X9, A\x; = 49, V2 > 1.
ssi @ = Naq, Vi > 1.

Alors pour tout A € C: |A\| < 1 il existe un vecteur 0 # v = (1, \,-+- , A", ---) € £ :
S*vyx = Avy. Donc A est une valeur propre de Ss. Par consequent

0,(Ss) = {A e C: |\ < 1},

Cequi justifie notre réponse (9).



