Corrige -type : Equations aux dérivées Partielles
Exercice 01
1.

» Les courbes caractéristiques

X;=x+V2t  X,=x—+2t
» Laforme standard

0%u

X ox,
» Lasolution générale

u(x,t):=FXy) + GX,) = F(X + \/Z—t) + G(X — \/ft).
2.

» Lasolution générale

u(x,t):=%[f(x+\/7t)+f(x—\/?t)]+ f g(s)ds.
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Exercice 02
1. On pose u(x, t) = X(x)T(t), on trouve

T'(H)  X'(x)

2T()  X(x)
D’autre part, on a
u(0,t) = 0 = X(0)T(t) = 0 = X(0) = 0.
u(1,t) = 0 = X(1)T(t) = 0 = X(1) = 0.

Par conséquent,

X'X)+X(x)=0, A€eR, x€]0,m , _
{X(o) =X(1) = 0. {T"® +2AT() =0
2. Résoudre

{X”(x) + AX(x) =0,
X(0) =X(1) =0.

Ona
SiA=0:y(x) =a+bx. X(0)=X(1)=0=a=b=0.Donc, X = 0.
SiA<0: y(x) = aeV=1* 4 pe~V-2~x,
X(0)=X(1)=0=b=-a et a=0.Donc,X=0.
SiA> 0:y(x) = acosvAx + bsinva x.
X(0)=0=a=0.

X(n)=—Esin\/X=0=>sin\/T:0=>\/T=rm, n=1.

£0
Donc, X,,(x) = sin(nmx), \/7\_” =nm, n=1.

3. Résoudre

{T'(t) + 2AT(t) =0 pour A:= A, = (nm)?, n>1.

L'éguation en T(t) est une EDO linéaire du 1 ordre a coefficients constants, alors les solutions sont donc de
la forme

T(t) = Be "M = T, (t) = Bye 2t = B,e 20", n>1.
4. On déduit que la solution générale de I'équation de la chaleur sous la forme
uy(x,t) = X, ()T, (0) = sin(nmx)B,e 2M™* | n > 1.

oo oo

U(X, t) = z un(X; t) — Z Sin(nn-x)Bne—Z(nn)zt ]

n=1 n=1

Pourt=10,0na

3
u(x,0) = Z sin(nmx)B, = V2 sin(mx — ) + cos <3nx + ;) = —V2 sin(mx) + sin(3mx).
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Par comparaison, on trouve

B,=—V2. B;=1. B,=0  neN"—{1,3}
Alors, la solution du probléme est

u(x,t) = —V2 sin(x) e 2%t + sin(3mx)e~2GMt,

Exercice 03
1.

En multipliant (P) par u et intégrant sur (0, 7r), on trouve
T T TL'
J utudx—f uxxudx+f fudx = 0. (1D
0 0 0
En intégrant par partie, on obtient
T d [1 L
wewdx = — —J Wzdxl.
fo t dt|2 J,
T Vs

T
J. Upy Udx = uu | — f u2dx = u, (mm, t) u(m, t) — u, (0,t) u(0,t) — f u? dx.

Donc (1), devient

d 1 s s Y3 A s
——f u?dx +fu,%dx+ffudx=0=>E’(t)=—f u,zcdx—ffudx.
dt12Jo 0 0 0 0

E(t)

Comme
fu = 0=>Jnfu(u)dx2 Oz—jnfudeO.
0 0

D’ou E'(t) < 0.

D’autre part, par Intégration

E(t) < E(0) =]

0

u?(x,0) dx =J @ (x)dx.
0

2.

Soit u, et u, deux solutions au probleme (P). Par le principe de superposition, la fonction w: = u; — u, est
une solution du probleme

Wi — Wy = 0, O<x<mt>0,
(P) {wy(0,t) = wy(m,t) =0, t>0,

w(x,0) =0, 0<x<lIL,
D’apre la question 1, on a

1 L
E(t):=§f w2dx >0 et E(0) =0 il s’ensuit que E = 0.
0

Par conséquent, w(x,t) = u; —u, =0, Vt = 0 et I’unicité est prouvée.




