Corrigé type (Matiere: Statistique Inférentielle)

Exercice 1 (08 points).
1. On a

1
P,(X=2) = e*ﬁ—‘ exp [z In ]
x!
= c(B)h(z)exp[T (x)n(B)], (0.5)
Donc, le modele appartient a la famille exponentielle (0.25) ou

c(B)=eP >0, h(:n):%>0, T(x)=xzetn(B8)=Inp. (0.5)

Le support ne dépend pas de 5 (0.25), donc, d’aprés le théoréme Darmois, on déduit que la
statistique exhaustive T est

=1 =1

2. La statistique T est exhaustive pour  si et seulement si la loi de probabilité conditionnelle
de X =(X1,...,X,) sachant (T =t) ne d epend pas de § (0.25). On sait que T est de loi de
Poisson Pois (nf). Alors:

e "B

(nB)", t e N. (0.25)

Donc, la statistique 7" est une statistique exhaustive, car par définition on a

P <X1 =21, Xp =2, ) Xi = t)
P (Xl = Ty -.. n = Tn | T = Z"Bz) = o =1 (025)
P (ZXZ- :t>
=1

4 n
P(Xi1=z1,Xo=x2,....Xn=2n) . _
;i =1
PT— si Z:L‘Z
= il (0.25)
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ne dépend pas de £.
3. T est une statistique compléte si

E(g(T))=0,vY8€]0,1[= g (t) =0. (0.5)

On a
oo e_nﬁ .
E(g(T) =) g(t)— (). (05)
t=0 )
o
Donc E (g (T')) s’écrit sous la forme série entiére Zakzk, z €1]0,1 (0.25). On sait que la
k=0

forme série entiere égale a zéro si tous les coefficients sont nuls (ax = 0) (0.25), ce qui montre
que
n'e g (t)
t!

alors g (t) =0, car w #0. (0.25)

4. L’information de Fisher contenue dans 1’échantillon est

=0, (0.25)

P?InPs (X =1)
I, (6) =-—nk ( 8,32 > , (0.25)
ou
InPg(X =2)=xzlnf—-In(z!)— 5. (0.25)
Alors 2] ( )
nPs (X ==z x
ng = ——. (0.25)
c’est-a-dire x B(X)
n n
I, =-nk|—-—]|=—73—=—-. (0.25
(5) "(62> i
L’information de Fisher contenue dans 7' est
I Ps (T =t)
I =—-F 0.25
r0) = -5 (T2EE0) . 0
ol
InP3(T'=t) =tlnnf —Int! —np. (0.25)
Alors o2 ( )
InPg (T =1 t
=—— . (0.25
0p? B2 ( )
c’est-a-dire E(T)
IT (B) = Z ~ (0.25)

Donc I, (8) = I (B) car T est exhaustive. (0.5)

Exercice 2 (12 points).
1. On a




Alors

BEX) =5 = "—"=a, (05
donc . ) )
a = 5 lzxi] ()
=1
2. On a 3
E(a)) =B [X"] = = |[var (X) + (B(X))*] (0.25)
(E(X)) = [EX)? = ? (0.25) et Var (X) = E(X?) _n[E(X)]Q, (0.25)
avec . .,L.3 CC2 N
E(X?%) = /0 ?;—aexp <—ia> do = %. (0.25)
donc
Var (X) = 1 [4;‘ - ﬂ?ﬂ = ome (5
Alors
- 3[d—7m)a 7wa
E (aﬁ/j) T [ 3n 3]
_ @-me ;g)a +a. (0.25)

Donc, &V est asymptotiquement sans biais (0.25) car lim,_, o0 F (aﬁ‘f ) =a. (0.25)

4o

La consistance de &nM, on a K (XQ) = 3 < +oo, on sait que, d’apres la loi faible des

grands nombres,

X -5 E(X), (0.25)

_ a2

et puisque la fonction g (u) =

est continue (0.25)on a
9(X) " g(EX), (025)

31(2L3[E7§X)]2=a- (0.25)

Donc a2 est consistant pour .

. . . ~M
3. L’estimateur du maximum de vraisemblance &, Vi de a est

~MV
a, " =argmaxInL (z1,..., T, ),

a>0

ou

© 3z 322
L(zy,...,zp, ) = L_HQ()zeXp<_40z>




et . 5
j— — — 2
lnL—nln2nlna+nln3+Z;lnﬂsZ 4@21mi, (0.5)
1= 1=

alors
OlnL n 3
e = T fo ...... (1) (0.25)
i=1
2L n 3 «—
W — ? — Tﬁ .'L',% ...... (2) (025)
i=1
On a
8 n
%mL —0=a, = ?fo, (0.25)
i=1
et comme 52
InL n 2n n
5o :ﬁ—aﬁ—a <0, (0.25)
a=a n n
alors

3 n
~MV § : )(2 2
« - - ;. 0 5
1 — 2 ( )

n
i=1

n
2. Efficacité de aM": on a E (a,ﬁw) = 23" E(X?) =a (0.25) donc aM" est efficace ssi

1
~MVY _
Var (an ) =) (0.25)
Omn a
9 n
~MVY) 2
Var (an ) = Ton2 ;_1 Var (X )
2 2 1 2 2
_ 9 3227 16a :a'(0'5>
16n | 9 9 n
“ 0%In f (z, @)
nf(z,a
I,(a) = —nE i , (0.25
(@) = n (I (029)
o 0*In f (z, ) 2
nf(z,a 1 3z
2l o 2 (0.25
0o o?  2a3’ ( )
alors ( 2)
n 3nE (X n  2n n
i) ==-G+—55  ~ @t o 0%

Donc a,]Y V' est efficace car Var (&7]‘{" V) Q- — ﬁ (0.25) . Le risque quadratique de &,]‘LJ V est

R(aMV) — EQM (aﬂfv):vm« (aMV)+(b(a))2 (0.5)

n

= Var 517]‘1/”/> = %, car b(a) =0. (0.25)

4. On a
Vvn (X — E(X)) 9 N (0,Var (X)) quand n— +oo, (0.25)



et

= Va(g(X) - g(B(X)), (05)

oug(z) = % dérivable, donc d’aprés la méthode delta ot ¢’ (o) = & £ 0 on a

Jn (a,fy - oz) lof v (o, ¢ (a)]> Var (X)) (0.5)

lot (0, 12(4_”)0‘3> . (0.25)

2

5. En termes de ’échantillon I'intervalle de confiance au niveau 95% pour « est

ICy5, () = -aﬂf —z1-g24/Var (&f‘{[); a{Y +z1-24/Var (a?f)] . (0.5)

[ 3 3
12(4 — 7) (afy) 12(4 — 7) (a,ﬂf)
. ~M
2 ) ay, + Zl—% n7T2 9 <025)

_ ~M
= O[n — Zl_%

nm

ol z1_g est le quantile d’ordre 1 — § de la loi normale standard. Donc:

ICq50, () = &M —1.96 — .aM +1.96 — (0.25)
Application, on a
3| ’ 3
~M 2
aQ, = —5 E X;| = 12717 = 1.1646. (0.25
n ™2 Ll Z] 7r(135)2 1127] ( )

Donc
ICy59 () =[0.9299; 1.3993]. (0.5)



