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Exercice 1 (8 pts) Soient E un espace de Banach et {S (t)},., un Co-semi-groupe sur E
de générateur infinitésimal A pour lequel il existe w € R et M > 1 tel que : [|S (1) <
Me*t vt > 0.

On pose T (t) = e “'S (t),Vt > 0.

1. Montrer que {T (t)},5 est un Co-semi-groupe fortement continu sur E.
2. Déterminer le générateur infinitésimal de {7 (t)},5, et son domaine de définition.

3. En déduire que pour toutt >0 on a : (A — wl) fot eSS (s) xds = e 'S (t)x — x, si
RSN 0N

Exercice 2 (12 pts) Soit T = 27 et U = [—1,1]. On considére le systéme de controle
linéaire d’un oscillateur harmonique suivant :

{ y'(t) +y
(y(0), ¥ (
ouu € L?([0,T],R) est une fonction de contréle de ce systéme.

Supposons qu’on cherche un contréle qui transfére le point yo = (1, 0) au poz’nt ﬁnal y1

() = u(t),te0.T],
0) = (yo.y1) € B2, (1)

(0,0)" au temps T. Avec la minimisation de la fonctionnelle (énergie) J (v fo

1. Mettre le systéme (1) sous la forme usuelle Y = AY + Bu et Y (0) =Yy ou Y est un
vecteur, A et B sont deux matrices a préciser.

2. Montrer que la paire (A, B) est controlable.
3. Déterminer la grammienne de controlabilité.

4. Calculer le controle u (t) qui transfére le systéme de ’état initial y (0) = yo a un autre
état y; dans le temps fini T.

5. On suppose dans la suite que v € L> (|0, T[,U) et que T' n'est plus fizé. On souhaite
rejoindre l'origine avec un controle u (.) en temps T minimal.

e Déterminer les valeurs propres de A.
o FEst-ce-que tout point du systéme peut étre conduit a l’origine en temps fini.

o FEtudier Uexistence d’une trajectoire temps-optimale.



Solution 1 1. 7(0) = e %S (0) = I.
T(t+s)=e @ISt +5) = e e S (1) S (s) = e “tS (1) e ™S (s) = T ()T (s).

tlimoT(t):c = T puisque :

7Tt —z| = He_“’t (S(t)x—a:)—i—(e_”t—l)x”
< e S O =D+ e - 1 el

donc tlimo’f(t)x = .
Evidemment T (t) est un opérateur linéaire, et en plus, on a :

1T ()] <e“'Met = M,Vt >0,

donc {T (t)},5, est un opérateur uniformément borné.
Alors {T (t)},5, est un Co-semi-groupe d’opérateur linéaire borné sue E.
..................................................................... (1+1+1 pts)

2. Soit A le générateur infinitésimal du Co-semi-groupe {S (t)} -
Si B est le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe {7 (t)},5¢-

Pour tout x € D (A), nous avons

_ —wh o —wh __ 1 S h B
pg LW = eSSz (e )Shr . S(h)a-a
0 h h—0 h h—0 h h—0 h

= —wr+ Ax = (A—wl)z,
d’ou il résulte que x € D (B) et Bx = (A — wl) x.
Soit x € D (B). Alors, nous obtenons
_ wh . wh 1 T _
hmw — lim & T (h)x T him (e )T ( )x+hm’f(h)a: x
h—s0 h h—s0 h he—0 h o n

= wr+ Br=(B+wl)uz,

d’ou il vient que x € D (A) et Az = (B+ wl) x.
Par conséquent D (B) =D (A) et B=A— wl.
.................................................................... (1.5+1.5 pts)

3. Selon la propriété dans le cours avec sa prewve a T (t) on obtient :

Pour tout x € E et toutt > 0,

B/tT(s)xds:T(t)x—x,



(o B est le générateur infinitésimal de T (t)).

En remplagant T (t) = e “!'S (t) et B = A — wl par leurs valeurs on obtient :

(A —wlI) /0 e S (s)xds = e 'S (t) x — .

$okok

Solution 2 1. Posons Y = (y,y’)T. Alors, le systéme (1) se met sous la forme Y' =

AY + Bu avec
0 1 0
(0 ) s (V)

2. On a : dim(A) = 2. Est-ce que le rang de la matrice par block [B | AB] = 2
1 (1] = 2 puwisque le déterminant n’est pas nul, alors d’aprés la régle de

Le rang de [ 0
a : la paire (A, B) est controlable.

Kalman on

A [ cost —sint .
= sint  cost ) . On applique le

théoréme de la matrice Grammienne de controlabilité, on trouve que :
2w 0 .
G = G(0,2nm) :/ 6(2”3)‘4( ] ) (0 1)l 4 gs
0

2m 92 .
sin? s —sinscoss )
— i s
0 —sinscos s cos? s

........................................................................ (1+1 pts)

3. On calcul tout d’abord e, on obtient : e

=Y
a(t) = BTST (2m — t)y; = BTST (27 — 1) {s (2m)yo + Ji7 S (2m — 1) Bu(t)dt} .
Etona:y =S5 (2m)yo+ Lu donc y; — S (2m) yo = Lu.
Done G™H{y, — S (2m)yo} = G 'Lu = (LT)_1 L' Ly = (LT)_1 u = y. Finalement

u(t)=B'ST2r —t)y=B'ST2r —t) G {y1 — S (27m) vo} -



Gy —S@myt == < é ), alors

a0 =" (0 1) (o) ) () = -t

est le controle désiré.

—
(b) On a : 0 € [—1,1], la partie réelle des valeurs propres de A est nulle et [—1,1] est
compact et le couple (A, B) satisfait le critére de Kalman. Par théoréme, on en déduit
tout point du systéme peut étre conduit o l'origine en temps fini.

1. Rezzoug



